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Abs tract
Geometric patterns in Islamic art and their mathematical aspects have been a subject of keen interest for researchers 
in this field. Individuals such as Tony Lee took significant strides in this direction with their manuscripts in 1967, 
and this work has continued to the present day. Composite geometric patterns with heterogeneous rosettes are a type 
of geometric design observed in historical sources such as the treatise Risāla fi Tadākhul al- Ashkāl al- Mutashābiha 
wa al-Muwāfaqa (On the Interlocking of Similar and Complementary Shapes) from the 9th century Hijri, as well as 
in historical structures across the Islamic world. These patterns have consistently captivated traditional artisans and 
contemporary researchers due to the diversity of rosettes and their geometric complexities. In this article, we aim to 
explore the mathematical relationship between two heterogeneous rosettes, as articulated by Tony Lee, and apply this 
understanding to the drawing of geometric patterns. To render these patterns, the polygonal-in-contact (PIC) edge 
method has been employed. This study reveals that implementing heterogeneous patterns—despite their mathematical 
compatibility for adjacency—requires distinct contextual frameworks for each, as they are inherently dissimilar. 
Furthermore, by analyzing the symmetry groups of geometric patterns, a field explored by mathematicians since 1977, 
the requisite symmetry group for knots with heterogeneous rosettes has been identified. The research demonstrates 
that mathematical analysis alone is insufficient to establish the similarity of these patterns; instead, differences in the 
required symmetry groups for rosettes become apparent through their practical illustration. In examining the drawing 
of interlace patterns (gereh) with heterogeneous rosettes, we demonstrated that a single symmetry logic applicable 
to ten-fold patterns cannot be generalized to other configurations. Instead, three types of symmetry frameworks—
square, rectangular, and triangular—are required for rendering rosettes. For composite eight- and twelve-fold patterns, 
a quarter-square framework can be constructed by reflecting a right-angled triangle, mirroring the methodology 
used in ten-fold patterns. However, this logic does not extend to other composite patterns. For instance, (9-12) and 
(18-6) knots necessitate triangular symmetry frameworks, while (14-7) and (18-8) knots require adjustments to the 
background repetition and rosette positioning relative to one another. Additionally, similar to eight- and twelve-fold 
patterns, these rosettes can be re-rendered in symmetry frameworks with diverse configurations. This study investigates 
the mathematical relationship between heterogeneous rosettes and proportional symmetry frameworks in Islamic 
geometric patterns, grounded in Tony Lee’s theories. Key findings reveal a specific mathematical correlation between 
the number of rosette vertices (m,n) and radial division parameters (p,q), expressed by the formula : (1/2 =q/n + p/m )
This formula enables the proportional design of heterogeneous rosettes while preserving geometric harmony. However, 
practical implementation demands alignment with the 17 crystallographic symmetry groups (e.g., p6m, p4m). Our 
work highlights that rendering patterns via mathematical logic within radial grid infrastructures (the standard method) 
requires modifications to rosette placement, background elements, and auxiliary motifs to achieve space-filling 
configurations. This principle also applies to patterns incorporating more than two rosettes.

Keywords: Gereh, composite geometric pattern, heterogeneous rosettes, polygonal-in-contact (PIC) method, Tony Lee
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بررسی و ترسیم گره با شمسه‌های ناهمگون با تکیه بر نظریات ریاضی تونی لی*
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چکیده
بوده است.  این حوزه  پژوهشگران  یکی‌از موضوع‌های مورد علاقه  آن  ریاضی  و جنبۀ  نقوش هندسی در هنر اسلامی 
کنون ادامه یافته  گام مهمی در این مسیر برداشته و تا افرادی مانند تونی لی با دست‌نوشته‌های خود در سال ۱۹۶۷ 
گیره‌های متناسب  وا و  ناهمگون  رابطه بین شمسه‌های  بررسی  به  لی،  ریاضی  بر نظریه‌های  با تکیه  این مقاله  است. 
می‌پردازد. لی با فرمولی ریاضی ارتباط بین تعداد رئوس شمسه‌ها )M, N( و پارامترهای تقسیم شعاع‌ها )p, q( را بیان 
کند.  کند. این رابطه امکان ترسیم نقوش ترکیبی با شمسه‌های متفاوت )مانند ۸-۱۶، ۹-۱۲، یا ۱۰-۱۰( را فراهم می‌ می‌
کافی نیست   ) که تحلیل صرفاً ریاضی برای ایجاد الگوهای جاپرکن )تکرارپذیر بااین‌حال، پژوهش حاضر نشان می‌دهد 
گانه ضروری است. با استفاده از روش چندضلعی در لبه )PIC( و نرم‌افزار اتوکد ، نقوشی  گروه‌های تقارنی ۱۷ و تطابق با 
گره‌های ترکیبی هشت-دوازده و نه-دوازده ترسیم شده و مشکلات مرتبط با تکثیر آن‌ها درزمینه‌های مختلف  مانند 
)مربع، مستطیل، شش‌ضلعی( بررسی گردید. نتایج ترسیم گره‌های با رابطه ریاضی مشابه نشان می‌دهند که هر شمسه 
گره ده( برای تمام  گره‌های همگون )مانند  گروه تقارنی خاصی نیاز دارد و نمی‌توان از منطق یکسانِِ تقارنیِِ  ناهمگون به 
که طراحی نقوش ناهمگون نه‌تنها به فرمول‌های ریاضی،  کند  کید می‌ کرد. درنهایت، این پژوهش تأ ترکیبات استفاده 

، و سازگاری هندسی شمسه‌ها وابسته است.  بلکه به درک عمیق از تقارن، زمینۀ تکرارپذیر

گره ترکیبی، شمسه‌های ناهمگون، روش چندضلعی در لبه، تونی‌ لی گره،  کلیدواژه: 

* این مقاله برگرفته از رساله دکتری مهدی عزیزی همدانی با عنوان »تدوین روشی بهینه در فهم نقوش هندسی« است که با راهنمایی دکتر 

غلامحسین معماریان و دکتر اصغر محمد مرادی در دانشکده معماری و شهرسازی دانشگاه علم و صنعت ایران در حال است.
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که در نظر استادکاران و پژوهشگران  نقوش هندسی ترکیبی با شمسه‌های ناهمگون یکی‌از موضوعاتی است 
یاضی آن بحث بررسی  معاصر مورد توجه قرارگرفته و درمورد ویژگی‌های شمسه‌ها و نحوه ترسیم و خصوصیات ر
گره  سنت  در  درحالی‌که   .)Bodner, 2012; Bonner, 2017; Broug, 2013; Necipoğlu, 2017( است  شده 
چینی، عموماً از شمسه‌های همسان استفاده می‌شد. چالش استفاده از گره‌های ناهمگون در آثار استادکاران 
کنون تحلیل نظام‌مندی از منطق پنهان این ترکیبات ارائه نشده است.  و طومارهای سنتی مشهود است، اما تا
یخی ایران مملو از نقوش هندسی است. یکی‌از اولین شاهکارهای این حوزه محراب مسجد جامع  ابنیه تار
یخ ساخت 498 هجری قمری ذکر شده است. گره‌های ترکیبی هشت و شش  برسیان است که بر کتیبه آن تار

و گره دوازده و هشت و گره شانزده و هشت مشاهده می‌شود.
نقوش  لیکن  نداده‌اند؛  ارائه  را  توضیحاتی  ترکیبی  هندسی  نقوش  بررسی  در  ایرانی  استادکاران  و  هنرمندان   
کرد. به نظر می‌رسید استادکاران به‌جهت نشان دادن  کتب نگاشت‌شدۀ آن‌ها می‌توان مشاهده  ترکیبی را در 
که یکی‌از این عرصه‌ها ترسیم  کرده‌اند  کشف و ابداع نقوش جدید  توانایی خود در ترسیم این نقوش سعی به 
)رئیس‌زاده،  لرزاده  مانند  متعددی  استادکاران  است.  بوده  ترکیبی  به‌صورت  ناهمگون  شمسه‌های  با  نقوش 
 ،)1365( زمرشیدی  حسین   ،)1361( ماهرالنقش  محمود   ،)1365( حلی  کبر  علی‌ا  ،)1385( شعرباف   ،)1398
محمدگلیار )1399( و جواد شفایی )1399( نسبت به طراحی نقوش هندسی ترکیبی دست برده‌اند. تونی لی1 در 
ی  یاضی بین شمسه‌ها پرداخته است و این نوشته‌ها مبنای بسیار یکی‌از دست‌نوشته‌های خود بر نوع رابطه ر
یاضی با محدود کردن دو گره در دو راس  یاضی نقوش هندسی قرارگرفته است. در این تحلیل ر از تحقیقات ر
یک مثلث روابط مثلثاتی بین شمسه‌ها کشف شده و مبنای تحلیل انواع نقوش هندسی قرار گرفته است. در 
که چگونه می‌توان نسبت به ترسیم این نقوش اقدام  این مقاله می‌کوشیم تا این روش بررسی و مشخص شود 
بیان  یاضی آن  رابطه ر و  که توسط لی معرفی  با زمینه مثلثاتی مشابه  ترکیبی  از نقوش هندسی  کرد. تعدادی 
گیره مناسب و گروه تقانی متناسب با آن برای ترسیم توسط نگارنده یافت شده و  شده است ، بررسی شده و وا
یاضی مشابه در ترسیم هندسی هم از یک قاعده  نشان داده می‌‌شود که تمامی نقوش هندسی ترکیبی با فرمول ر
ی نمی‌کنند. و با یک روش یکسان نمی‌توان نقش هندسی جاپرکن که یک سطح را با تکرار پر کند  مشابه پیرو
انواع پر تکرار آن در نقوش هندسی اسلامی سعی می‌شود  گروه‌های تقارنی و  به دست آورد. سپس با بررسی 
ویژگی هرکدام تبیین کرد. با استفاده از ترسیم انجام‌شده از گره‌ها و تطابق آن با گروه‌های تقارنی گره‌ها با شمسه 

گردد چه تفاوتی میان این دو دسته از گره‌ها وجود دارد.  ناهمگون و ام الگره مقایسه می‌شوند و مشخص می‌

پیشینه تحقیق
 Bonner,( نخستین تلاش‌ها برای تحلیل ریاضی نقوش اسلامی‌در قرن نوزدهم با کارهای اوون جونز 2 آغاز شد
پایه  بر  نقوش  این  که  داد  الحمرا، نشان  الگوهای  بررسی  با  او  تزیین3« )۱۸۵۶(،  »قواعد  کتاب  در  او   .)2017
تقسیمات دایره، تقارن‌های چرخشی و انعکاسی، و نسبت‌های هندسی مانند نسبت طلایی ساخته شده‌اند. 
ژول بورگوان 4، ریاضی‌دان و معمار فرانسوی، در کتاب »هنر عربی5« )۱۸۷۳(، با ترسیم دقیق بیش از ۲۰۰ طرح 
« یا »استفاده از  اسلامی، روش‌های هندسی مانند »تقسیم دایره به ۱۲ بخش برای ایجاد ستاره‌های شش پر
که چگونه ترکیب چندضلعی‌های منتظم و شمسه به  کرد. وی نشان داد  شبکه‌های چندضلعی« را تشریح 
ایجاد الگوهای بی‌پایان منتج می‌شود. هانکین در سال ۱۹۲۵ مجموعه از نقوش هندسی را با روش چندضلعی 
گردد. نقوش هندسی با دو شمسه متفاوت  کنون این روش توسط پژوهشگران استفاده می‌ که تا کرد  ترسیم 
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سا کتاب مشاهده می‌شود )‌Hankin, 1925(. دسته‌بندی نقوش هندسی با پالایش و ساماندهی در ربع  در این 

 )Critchlow, 1976( کریچلو کیث  کتاب درخصوص نقوش هندسی ازجمله  آخر قرن بیستم با انتشار چندین 
و داوید وید و عایشه پارمان و السعید )El-Said & Parman, 1976( شروع شد تحلیل‌هایی که عموماً مبتنی‌بر 
نقوش  ترسیم  کننده  توجیه‌ شیوه  آن  پایه  و  بود  ریاضی  منطق  و  کیهان‌شناسی  با  هندسی  نقوش  شناخت 
کثر نقوش بر مبنای شمسه یکسان بوده و در بعضی مطالعات متأخر شامل نظم دادن به  هندسی نبود و ا

 .)Critchlow, 1976( که به‌طور پیچیده در شبکه ایزومتریک و متعامد تکرار می‌شوند نقوشی است 
کنون مرجع   لی در دست‌نوشته خود در سال ۱۹۶۷ م. به تحلیل ریاضی از نقوش هندسی پرداخته است که تا
و مبنا پژوهش‌هایی درمورد نقوش هندسی ترکیبی و رابطه ریاضی بین اشکال هندسی قرارگرفته است. او در 
که با یک سری  این رساله به رابطه بین شمسه‌ها و نسبت ریاضی بین آن‌ها   پرداخته و تعداد شمسه‌هایی را 

.)Lee & August, 2014( کرد در جداول مدون نموده است پیش‌فرض می‌توان ترسیم 
کارگیری نظریه‌ گروه‌های تقارن، چارچوبی نظام‌مند برای تحلیل نقوش اسلامی ایجاد کردند.   ریاضی‌دانان با به‌
کتاب همارستگی نقوش هندسی سعی نمودند ۲۴۸ نقش  کر سلمان در سال ۱۹۵۵ در  سید عباس و عامر شا
کاملی از آرایه‌های در اختیار خود ارائه دهند.  هندسی را در رده‌های تقارن بلورشناسی تقسیم نموده و نظام 
گروه تقارن مسطح )مطابق بلورنگاری(،  کرامول 6 در کتاب »تقارن در هنر اسلامی« )1989(، با تطبیق ۱۷  ادیت 
کثر نقوش اسلامی در چهار دسته اصلی »چرخشی«، »انعکاسی«، »انتقالی« و »ترکیبی« جای  که ا نشان داد 
، ریاضی‌دانان و مهندسان با استفاده از نرم‌افزارهای محاسباتی،  گیرند )Cromwell, 2009(. در دو دهه اخیر می‌
به بازسازی و تحلیل عمیق‌تر نقوش اسلامی پرداخته‌اند. برایان ویچمن7 پایگاه داده‌ tilingsearch.org را ایجاد 
گردآوری بیش‌از ۲۶۰۰ الگو، امکان شناسایی تقارن‌ها، شمارش شمسه و مقایسه روش‌های ساخت  که با  کرد 
« در معماری مملوکی، با تقسیم  که نقوشی مانند »شمسه ۳۲پر کند. این پایگاه نشان می‌دهد  را فراهم می‌
دایره به ۱۶ بخش مساوی و اتصال نقاط میانی ساخته شده‌اند. دیوید وید8 نشان می‌دهد روش‌های ترکیبی 
گرفت. برای نمونه، در فصل  کار  مانند »محاسبات مثلثاتی« و »شبیه‌سازی دستی« را برای تحلیل الگوها به ‌
، از تقسیم دایره به ۱۶ قوس برابر بدون  کتاب، اثبات شده که هنرمندان مملوک برای ساخت شمسه ۱۶پر  ۱۶
کتاب نقوش هندسی  )Wichmann & Wade, 2017(. بونر در  کردند  محاسبات پیچیده زاویه‌ها استفاده می‌
از زیرساخت‌های  زیادی  بر بررسی نقوش هندسی غیر نظام‌مند9 و ترسیم تعداد  اسلامی در بخش مفصلی 

.)Bonner, 2017( گیرد که می‌تواند مبنای طراحی قرار  شعاعی پرداخته است 
 ،MATLAB و   GeoGebra نرم‌افزارهای  از  استفاده  با  حاجبی  بیتا  و   10 صفا  کریم  مانند  پژوهشگرانی  امروزه، 
نشان  مطالعات  این  می‌پردازند.  تناوبی  توابع  و  دیفرانسیل  معادلات  پایه  بر  اسلامی  نقوش  مدل‌سازی  به 
که بسیاری از نقوش تاریخی، مبتنی‌بر تقریب‌های هندسی ساده )مثل تقسیم دایره به بخش‌های  می‌دهند 
کامپیوتری،  گرافیک  درحوزۀ  اخیر  پژوهش‌های  همچنین،  مثلثاتی.  دقیق  محاسبات  نه  هستند،  مساوی( 
مانند پروژه »Islamic Pattern Generator«، امکان خلق الگوهای جدید با حفظ اصول تقارن و تکرار اسلامی را 

.)Berglund & Kaplan, 2021; Hajebi et al., 2016; Hajebi & Hajebi, 2024( فراهم آورده‌اند
پژوهش‌هایی درمورد روش‌های ترسیم نقوش هندسی نیز سعی در فهم و بازترسیم نقوش هندسی با استفاده 
کرده‌اند و با مقایسه  گروه‌های تقارن و مقایسه روش‌های استادکاران و پژوهشگران معاصر و ریاضی‌دانان  از 
تطبیقی مزیت هرکدام از شیوه‌ها را بیان داشته‌اند )امین‌پور و همکاران، ۱۳۹۴؛ دهشتی و همکاران، 1398؛ 
گره ام‌الگره ده به پنج روش مورد  شیروانی، 1401؛ نژاد ابراهیمی و عزیزپور شوبی، ۱۴۰۲(. حتی در یکی‌از مقالات 
گردیده است‌ )ولی بیگ و همکاران، ۱۳۹۶(. در این  بررسی و تحلیل قرارگرفته و مزایا و معایت هر روش بیان 
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پژوهش از میان شیوه‌های چندضلعی و شبکه‌ای و نقطه اتصال و فلکی و حسبا، با عنایت به استفاده لی در سا

ترسیم و تحلیل نقوش هندسی از شیوه چندضلعی در لبه )چندضلعی( استفاده شده است.
گردید.  پژوهش‌های انجام شده درحوزه رابطه ریاضی نقوش هندسی مفصل بوده و تعدادی از آن‌ها  بررسی 
کمتر بدان پرداخته شده و در این  که در منابع  موضوع رابطۀ شمسه‌های ناهمگون یکی‌از موضوعاتی است 
که همچنان فضای بررسی و  گانه در آن‌ها  موضوعی است  گروه‌های تقارنی هفده‌ بین نوع رابطۀ شمسه‌ها و 

گیرد.  پژوهش را دارد؛ لذا سعی شده است این جنبه در مقاله مورد مداقه قرار 

روش تحقیق
مراجعه  با  تحقیق  این  در  است.  منطقی  استدلال  و  کتابخانه‌ای  مطالعات  براساس  تحقیق  این  روش 
گردآوری داده‌ها و مطالعات نظری انجام شده و جداول روابط ریاضی بین شمسه‌های ناهمگون  کتابخانه‌ای 
اتوکد  نرم‌افزار  با  پیاده‌سازی  برای  لی  توسط  شده  کشف  ریاضی  روابط  گرفت.  قرار  تحلیل  و  بررسی  مورد  لی 
گذشته مشاهده نگردیده بود. شیوه مورد استفاده در این  که در پژوهش‌های  انجام شده است، موضوعی 
کنون برای ترسیمات هندسی  که توسط هانکین پیشنهاد داده شده و تا پیاده‌سازی چندضلعی در لبه است 
گسترش نقوش هندسی مورد بررسی  گرفته است. سپس این ترسیمات و مشکلات آن در  مورد استفاده قرار 
این  تقارنی  گروه‌های  انواع  بیان  با  و  تقارنی توسعه داده شده  گروه‌های  براساس یکی‌از  گرفته و هرکدام  قرار 
نقوش تقسیم‌بندی شده‌اند. اعتبارسنجی نتایج ازطریق بازبینی هندسی در اتوکد و تطبیق با جداول مرجع 
انجام گرفت. این پژوهش با تلفیق روش‌های دیجیتال، تحلیل تقارن، درکی عمیق‌تر از همگرایی هنر اسلامی 

و ریاضیات ارائه می‌دهد. 

بررسی رابطه ریاضی دو شمسه به روش تونی لی 
کرده در سایر منابع  که او تبیین  گذار تحلیل ریاضی نقوش هندسی شناخته شده و رابطه‌ای  لی به‌عنوان پایه‌
گرفته است )Wichmann & Wade, 2017(. لی با بررسی رابطه ریاضی بین  تأیید و مورد استفاده و توسعه قرار 
که در  دو شمسه و تعداد شعاع‌های هریک از شمسه‌ها رابطه‌ای را در یک مثلث قائم‌الزاویه شکل می‌دهد 
گرفته است. طبق فرمول، لوزی تشکیل شده از چهار مثلث قائم الزاویه امکان تکرار  دو رأس آن شمسه قرار 
در صفحه دو بُُعدی را داشته باشند باید از رابطه مقابل پیروی کنند.  M,N تعداد رئوس شمسه 
گیرد. براساس این فرمول ریاضی  که نصف ترنج را در بر می‌ گره ده و p,q تعداد تقسیم شعاع‌ها  هستند مانند 
رابطه به‌صورت عدد  که امکان  را  با پیش‌فرض تعداد شعاع‌ها در این مثلث می‌توان شمسه‌های ناهمگون 
گره ده شناخته‌ترین حالت قرارگیری در این مثلث است که یک از شمسه‌ها سه  صحیح دارند مشخص نمود. 
گوشه مثلث قائم‌الزاویه دارا هستند. در  گانه شمسه ده را در دو  قسمت و دیگری دو قسمت از تقسیم بیست‌

شکل N,M برابر ده هستند و جمع دو کسر رابطه برابر یک دوم  خواهد شد. 
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شکل 1. ترسیم لوزی با چهار مثلث در ام الگره ده تند به همراه شکل دست‌نوشته لی

این رابطه می‌تواند در شمسه‌های ناهمگون نیز تکرار شود. با p,q دو و سه می‌توان تعدادی از این شمسه‌ها 
نکرده  اقدام  نقوش  این  ترسیم  به  نسبت  لیکن  کرده،  پیاده‌سازی  یک  جدول  نمودار  لی  که  کرد  شناسایی 
دست  به  هزلولی  نمودار  یک  شود  پیاده‌سازی   M,N نمودار  روی  بر  آن  احتمالات  و  فرمول  این  گر  ا است. 
کنند و عدد  که تعداد محدودی از شمسه‌ها می‌توانند با یکدیگر براساس منطق بالا ارتباط برقرار  خواهد آمد 

صحیح باشند.

)M و محور افقی تعداد رئوس شمسه N گره‌های ترکیبی )محور عمودی تعداد رئوس شمسه شکل 2. نمودار 
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گر فرض ۲ و 3 را برابر p,q  قراردهیم )همان چیزی که در گره ده آن شاهد هستیم(، سا این نمودار نشان می‌دهد ا

شمسه‌های  دیگر  حالت‌های  در  و  است  ده  و  ده  شمسه  که  بود  خواهند  برابر  شمسه  دو  حالت  یک  فقط 
که برابر جدول )1( خواهد بود. این جدول نشان می‌دهد چرا شمسه‌های  کنیم  مشخصی را می‌توانیم ترسیم 
هشت و دوازده و یا نه و دوازده در ترسیمات نقوش هندسی کاربرد فراوانی داشت است. زیرا مبنای تقسیمات 
آن برای پرکردن یک فضای دو بعدی همان لوزی با تقسیمات 2 و3 خواهد بود. در این جدول شمسه 9 و 11 

که به‌صورت تقریبی رابطه ریاضی بر قرارخواهد شد  . هم می‌توان نوشت 

2=q 3 و=P با فرض N و M جدول 1. تعداد رئوس شمسه با  مقادیر ممکن برای

شمسهتعداد رئوس شمسه

۳۰۱۸۱۴۱۲۱۰۹۸۷M

۵۶۷۸۱۰۱۲۱۶۲۸N

که برابر  گیرد  درصورت یکسان بودن دو شمسه در رابطه  M=N شده و رابطه بین p,q شکل می‌
گر  M برابر چهار یا  2q =M+2p خواهد بود. این رابطه حالات ممکن برای این دو شمسه را نشان می‌دهد. ا
گر مثلاً شمسه  شمسه چهار لنگه باشد این دو عدد یک می‌شوند که در لوزی برابر زاویه 45 درجه خواهد بود. ا

شانزده باشد این عدد 4 بوده و برابر 11.25 درجه برابر هر بخش p,q می‌شود.
که  گر فرض ۲ و 3 برابر p,q تغییر یابد و یا شمسه‌ها به مانند فرض بالا یکسان نباشند، تعداد نقوش هندسی  ا
کند. ساده‌ترین حالت p,q =1 خواهد بودکه شمسه چهار  می‌تواند در مثلث ترسیم شود تنوع زیادی پیدا می‌

کند.  ایجاد شده و در گسترده‌ترین حالت دو عدد 6 و 4 بوده که شمسه 108 و 9 را ایجاد می‌
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گره‌های ترکیبی با فرض ‌q,p های متفاوت از دست‌نوشته لی شکل 3. جدول انواع 

نحوه ترسیم گل هندسی به روش استاندارد )چندضلعی در لبه(
این روش11 مبتنی‌بر شناخت شمسه و عنصر شش‌ضلعی احاط شده در اطراف آن است. درمیان ستاره‌های 
استفاده شده به‌عنوان نشانه و الگو )motive( در هنرهای هندسی اسلامی ‌یک الگو به‌طور مشخص می‌تواند 
عنوان اسلامی را یدک بکشد. این الگو را گل هندسی می‌نامند که مشابه و همانند گل واقعی یا گل‌های کاغذی 
است که در حلقه بیرونی آن گلبرگ‌های قابل شمارشی مرکز ستاره یا مرکز گل را احاطه کرده‌اند. این تعریفِِ غیر 
 .)Lee & August, 2014(یخی ولی سازگارْْ اجازه می‌دهد تعریفی برای توسعه نقوش هندسی به دست بیاید تار
یک نوع شبکه زیرساخت توسط هانکین به‌عنوان وسیله‌ای برای ترسیم نقوش هندسی اسلامی با‌ اندازه‌های 
ابزار  از  هیچ‌یک  از  رسمی  به‌طور  هانکین   .)Hankin, 1925( شد  گرفته  کار  به  هندسی  گل‌های  متناسب 
ی نکرد ، اما لی با وام گرفتن عبارت هانکین، از  پیشنهادی خود برای ترسیم الگوهای ستاره اسلامی را نام‌گذار
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گل هندسی سا ی دو شمسه یا  گر نقش هندسی حاو روش لبه مشترک12 نام برد. و مخفف PIC را به آن داد]5[. ا

ک  که هر دو با استفاده از روش »استاندارد«13 ترسیم شده‌اند، ساده‌ترین روش برای اتصال آن‌ها  اشترا باشد 
که  که آن‌ها را محدود می‌کند –  لبه است. ممکن است به جای لبه، این فاصله را چندضلعی‌های معمولی 

»چندضلعی‌های محدودکننده« نیز نامیده می‌شوند.
گلبرک15  گل هندسی 14 به‌صورت زیر است. در این روش با تعیین زاویه محل برخورد  روش استاندارد ترسیم 
‌با چندضلعی منتظم )ضلع BC( سایر زوایای آلات شمسه مشخص می‌شود. با ترسیم نیم سازهای هریک 
 ‌X تقاطع حاصل می‌شود و با ترسیم زاویه d که قطعه‌ای از چندضلعی منتظم است در نقطه از اضلاع مثلث 

گلبرگ یا شش شل ترسیم می‌شود. شمسه و ترنج و 

گره به روش استاندارد نقطه ‌E محل تعیین زاویه آلفاست شکل 4. ترسیم 

درصورت امتداد و پرتو داشتن خطوط انتهایی گلبرگ‌ها می‌توان حالت کامل‌تری از یک گل مسطح را مشاهده 
کرد. این گل مسطح دوازده در شکل)۲( دیده می‌شود.

که استادکاران آن را آلت شش می‌نامیدند و نقش دوم یک مرحله امتداد   )petel( گلبرگ شکل 5. نقش اول بدون امتداد پرتوهای 
گلبرگ قابل مشاهده است و نقش سوم با دو مرحله امتداد خطوط 

Lee & August, 2014 :منبع

گیری یک نقش کامل را درزمینۀ دایره و مربع  گل هندسی با توجه به داشتن گلبرگ‌های هندسی امکان شکل‌
که اتصال  گیره‌ها ترسیم شده است. باید توجه داشت  که تعداد زیادی در نقوش هندسی در این وا می‌دهد 
گذارند  تأثیر می‌ بر یکدیگر  گردد  که اصول ذکرشده رعایت  گره‌ها با شمسه‌های مختلف به یکدیگر درصورتی‌
یعنی  شمسه،  نوع  دو  حاوی  گره‌های  در  می‌دهد.  شکل  تغییر  دوم  گره  اول  گره  زوایای  تغییر  درصورت  و 
بر دیگری  از اصولی مشابه ساختار استاندارد استفاده شود، شمسه‌ها  گر  ا با تعداد رئوس متفاوت،  شمسه 
موازی  گلبرگ‌های  با  نه  شمسه  گر  ا دوازده،  و  نه  شمسه  با  ترکیبی  گره  در  مثال،  به‌عنوان  گذارند.  می‌ تأثیر 
گر شمسه 12 با  ، ا گلبرگ‌های همگرا16 خواهد بود )در شکل هفت راست(‌. ازطرف‌دیگر رسم، شمسه 12 دارای 
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سا گرا17 خواهد بود )شکل هفت - چپ(. در هر  گلبرگ‌های وا کشیده شود، شمسه نه دارای  گلبرگ‌های موازی 

گلبرگ‌های شمسه  که مشابه  دو مورد، یک ساختار استاندارد منجر به یک جفت »گلبرگ« بینابینی می‌شود 
کرد، اما در این  گره را با هر دو نوع شمسه به صورت موازی رسم  نه است )شکل هفت -وسط(. می‌توان این 
‌اندازه‌های نسبی دو  گر که از یک ساختار استاندارد استفاده نشده است، حتی ا گرفت  مورد می‌توان نتیجه 

نوع شمسه به درستی رعایت شده باشد.

گره نه و دوازده گرایی  گره نه ودوازده با تغییر همگرایی و وا شکل 6. سه حالت ترسیم 

رابطه دو شمسه درصورت فاصله گرفتن از یکدیگر می‌تواند با انواع آلات هندسی پر شود. کاسترا در مقاله خود 
گی می‌تواند در سایر گره‌ها  انوع حالات رابطه بین دو شمسه ده را بررسی کرده است )Castera, 2016(. این ویژ

نیز مورد استفاده قرارگیرد.

  
گره ترکیبی ۱۲ و ۱۰ و دو حالت آ ن شکل 7. شکل ص ۳۴۱ فی تداخل الاشکال برای 

کاسترا  شکل 8. سه حالت قرارگیری شمسه‌های ده با زاویه و فاصله متفاوت از 
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گره ده شکل 9.  انواع حالت رابطه بین دو 
Bonner, 2017 :منبع

گره‌های ترکیبی به روش گل هندسی )استاندارد(  ترسیم 
مطابق جدولی که لی معرفی کرده است نقوش هندسی با رابطه p,q مشابه نقوش هندسی با شمسه‌های )۳۰-

۵(‌ و )۱۸-۶( و )۱۴-۷( ‌و )۱۲-۸(‌ و )۱۰-۱۰( ‌و )۹-۱۲( ‌و )۸-۱۶( ‌و )۷-۲۸(‌ قابل ترسیم است. این نقوش توسط 
کارایی  او و یا سایر منابع ترسیم نشده است. تحلیل لی برای رابطه دو شمسه در یک مثلث و ارتباط آن صرفاً 
کارایی مناسبی ندارد.  گروه تقارنی  تحلیل ریاضی داشته و برای تولید نقوش هندسی و تکثیر آن مبتنی‌بر 17 
کردن سطح را نمی‌دهد و  که مثلث تشکیل شده با انعکاس و یا چرخش امکان پر  این امر به‌علت این است 
کرد لیکن آلات نقش هندسی در لبه‌ها نمی‌توانند قرینه شده و در  دقیق‌تر اینکه سطح را با زمینه می‌توان پر 

گیرند. یک مرکز شمسه‌های متفاوتی قرار می‌
گر این رابطه ریاضی را مبنا قرار داده و مشابه گره ام الگره نقوش هندسی ترسیم گردد، مشاهده می‌شود منطق  ا
که در شکل )۱۰( ترسیم شده است توسط بونر دامنه بنیادی  گره ده قابل استفاده نیست. مثلثی  گروه تقارنی 
گره ده مثلث زایا با  گذاری نموده‌اند. در  )Bonner, 2017( و عباس ناحیه زایا   )Abas & Salman, 1994(  نام‌
چرخش ۱۸۰ درجه از میانه وتر می‌تواند تبدیل به مستطیلی شود که نقش کامل هندسی در آن ترسیم شود. از 

میان شمسه‌های جدول ذیل تنها شمسه ۱۲-۸ و ۱۰-۱۰ می‌توانند با منطقه گروه تقارنی مشابه ترسیم شوند.

گیره قابل تکرار با خطوط ضخیم گره هشت و دوازده به روش استاندارد و مشخص نموده وا شکل 10. ترسیم 
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سا ابعاد شمسه‌ها قابل  گردد با توجه به  که در ساختار دیگر نقوش هندسی پیاده‌سازی می‌ الگو هنگامی  این 

که در شکل ذیل نشان  استفاده نخواهد بود. سایر نقوش هندسی با منطق مشابه قابل ترسیم نخواهد بود 
گره‌های هشت و شانزده و گره نه و دوازده و گره چهارده و هفت و گره  داده می‌شود. در شکل از راست به چپ 

گره ده ترسیم شوند.  هیجده و شش نمی‌توانند با منطق 

گره‌های ترکیبی دیگر و عدم نطبیق زمین با انعکاس بازتابی به‌عنوان زمینه قابل تکرار شکل 11. ترسیم 

که با سایه پرشده در شکل  گره ترسیم نمود لیکن مثلثی  گره‌ها می‌توان  گروه تقارنی در این  با تغییر منطق 
و  شش  تقارنی  گروه  که  گره‌هایی  در  شد.  نخواهد  تکثیر  وتر  میانه  از  درجه   ۱۸۰ چرخش  با  و  شده  مشخص 
ضریبی از آن را دارند می‌توان از زمینه شش‌ضلعی استفاده نمود. در این نقوش مثلث دارای زاویه ۱۵ درجه 
گره نه و دوازده مثلثی با زوایای ۳۰ و ۶۰ دارد. برای ترسیم از تقارن محوری از  و ضرایب آن است به‌طور مثال 
گردد و سپس با چرخش 60 درجه نقش درزمینه شش‌ضلعی به  ضلع بزرگ‌تر مثلث هاشورخورده استفاده می‌

دست خواهد آمد )شکل 12(. 

گره شش و هیجده در زمینه مثلث و چرخش شش باره جهت تکمیل زمینه قابل تکرار شکل 12. ترسیم 

درزمینه‌هایی که امکان استفاده از هیچکدام از این دو منطق را ندارند به نظر می‌رسد زمینه جاپرکن18 یا قابل 
تکرار وجود ندارد. لیکن می‌توان با تغییرات منطقی این دوگانه شمسه را در یک زمینه مستطیل پیاده‌سازی 
گره هفت و چهارده به‌علت زوایای تشکیل شده در ترسیم شمسه استاندارد نمی‌تواند در یک زمینه  نمود. 
گرفته‌اند ترسیم شود و درصورت قرارگیری در مستطیل می‌تواند با  که شمسه‌ها در رئوس آن  قرار  مستطیل 
تغییر قرارگیری هفت‌ضلعی در یکی‌از شعاع‌های چهارده‌ضلعی درزمینه مستطیل به روش انتقال تکثیر شود. 
تقارن  با  یا  و  بسازد  محوری  بازتاب  قابل  مثلث  یک  می‌تواند  کوچک‌تر  ضلع  امتداد  با  شانزده  و  هشت  گره 
که با سایر اشکال منتظم قابل  محوری ضلع بزرگ‌تر می‌تواند یک نقش درزمنیه هشت‌ضلعی را ایجاد نماید 
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گیرد. این دو سا گره یازده و نه نیز به‌علت مشابهت منطق ریاضی می‌تواند در این جدول قرار  گسترش است. 

کنند اما با  گره چهارده وهفت نمی‌توانند در چرخش محوری وتر یک مستطیل را ایجاد  شمسه نیز به مانند 
گسترش یابد. این  استفاده از محور تقارن یازده‌ضلعی به‌عنوان ضلع مستطیل و تکرار آلات می‌توان درزمینه 

کلیت شکلِِ آلات تأثیری نخواهد داشت )شکل 13(.  که در  کردن متخصری دارد  امر نیاز به دستگردان 

شکل 13. ترسیم نقوش هندسی ترکیبی جدول یک توسط نگارنده و دسته‌بندی زمینه مربع و مستطیل و مثلث و نمایش ناحیه 
بنیادی هر زمینه

داشته  تناوبی  شبهه  نظم  می‌توانند  ترکیبی  گره‌های  از  تعدادی  شویم  خارج  گانه   ۱۷ تقارن  گروه‌های  از  گر  ا
گره ترکیبی هشت و شانزده می‌تواند در اشکال شبهه تناوبی تکثیر شود. و یا با اشکال متفاوتی  باشند. مثلاً 
گیره مربع و  یا وا گره هشت وشانزده و  که  را تشکیل دهند  گیره  درزمینه مانند ترکیب مربع و هشت‌ضلعی وا

گره ترکیبی را شکل داد.  گره ترکیبی هشت و دوازده می‌توان  مثلث با 
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سا

گره ترکیبی هشت و دوازده درزمینه ترکیبی مربع و مثلث متساوی الاضلاع  شکل 14. ترسیم 

گروه‌های تقارنی در نقوش هندسی 
گر  ا است.  امکان‌پذیر  متفاوت  تقارنی  حالات  با  و  اشکال  از  متفاوتی  انواع  توسط  دوبعدی  سطح  پوشاندن 
اعمال شوند و ظاهر جسم  یا نقش  لغزشی روی یک شکل  انعکاس‌های  یا  انعکا‌س‌ها  انتقالات، چرخش‌ها، 
گی‌های تقارنی برخوردار است. گروه تقارن یک شکل، مجموعه تمام تقارن‌ها، یعنی  تغییر نکند، آن جسم از ویژ
با اعمال شدن روی شکل، باعث می‌شوند  که  انتقالات و انعکاس‌های لغزشی است  چرخش‌ها، انعکاس‌ها، 

.)Abas & Salman, 1994( جسم طوری به نظر برسد که گویی موقعیت آن بدون تغییر باقی مانده است
کار وجودد دارد. نقوش هندسی  کردند صرفاً 17 حالت تقارن برای این   دانشمندان در اواخر قرن 19 مشخص 
دو بعدی در نقش مبنا و یا زمینه می‌توانند با انتقال و دوران و بازتاب و لغرش تکثیرشوند لذا به آن‌ها اشکال 
گویند. پولیا19 و اشر )1924( اولین افرادی هستند که از دیدگاه بلورشناسی به بررسی نقوش هندسی  جاپرکن می‌
کتاب هم‌آراستگی نقوش هندسی به تفصیل به بررسی و دسته‌بندی  کر در  پرداختند. سید عباس و عامر شا
کرسلمان، 1383(. همچنین مطالعات  گروه‌های تقارنی پرداخته‌اند )شا نقش مبنا در نقوش هندسی براساس 
 .)Makovicky, 1986( امیل مکویکی20 درمورد شناسایی تقارن در هنر و نه صرفاً نقوش هندسی مفصل است
گروه را  21 توانسته است به‌وسیلۀ برنامه رایانه‌ای امکان تشخیص و تفکیک نقوش هندسی در این هفده  گنزالز
کند )González et al., 2004(. دهقان‌نژاد در پژوهشی در روش‌های ریاضی موجود برای بررسی نقوش  فراهم 
گره‌های هندسی در اساس  ایرانی نسبت به دسته‌بندی  و  کاشیکاری اسلامی  آن در هنر  هندسی و جایگاه 
گروه‌های تقارن  گره اقدام نموده است )دهقان‌نژاد، 1378(. الجمالی در پژوهش خود به‌وسیلۀ  تفاوت رئوس 
و تعداد چرخش در رأس هر چندضلعی و با حداقل رساندن تعداد تکرار اتصال خطوط تمامی‌نقوش هندسی 
کرومول   .)Aljamali & Banissi, 2004( کرده است گانه و چهارگانه تقسیم‌بندی  گانه و شش‌ را در سه دسته سه‌
کارگیری آن نکاتی را در مقاله خود بیان کرده  درمورد گروه‌های تقارنی مورد استفاده در نقوش هندسی و نحوه به‌

.)Cromwell, 2016( و دسته‌بندی جدیدی را ارائه داده است
گروه تقارن P4M و p4g است را می‌توان درزمینه مستطیل ترسیم  که بر مبنای  تعداد زیادی از نقوش هندسی 
گروه CMM دارای چهار نوع  گونه‌ای که شمسه در مرکز قرار بگیرد. PMM دارای چهار مرکز تقارن است.  کرد، به‌
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مرکز چرخش 180 است و می‌تواند شمسه در مرکز ترسیم شود. مطابق جدولی که برایان ویچمن تهیّّه کرده است سا

ازلحاظ درصدی ۵۶.۴ نقوش هندسی را می‌توان با زمینه مستطیل یا مربع با شمسه مرکزی ترسیم نمود. گروه 
گروه تقارنی  گره‌ها با شمسه شش و دوازده در این  که ۲۲ درصد را شامل می‌شود.  پر تکرار دیگر P6M است. 
گره در شش‌ضلعی منتظم شمسه را در مرکز شش‌ضلعی ترسیم نمود. نمونه  که می‌توان با ترسیم  جای دارند 

هرکدام از این نقوش در پایین ترسیم شده است.

گروه تقارنی و درصد فراوانی آن‌ها  در 2600 نقش هندسی جدول 2. دسته‌بندی نقوش هندسی در 17 

http://www.tilingsearch.org :منبع

از  و می‌توان  گرفته‌اند  قرار   CMM گروه  و   PMM در  کثراً  ا پُُرتکرارترین نقوش هندسی  به‌عنوان یکی‌از  گره ده 
کرد. لی نیز در دست‌نوشته خود با تحلیل انواع  زمینه مستطیل با چهار بازتاب برای ترسیم آن‌ها استفاده 
گره‌ها نشان داده است تعداد زیادی از نقوش هندسی را می‌توان با قراردادن یک ستاره در بین دو شمسه با 

گیرند.  گره CMM با چهار بازتاب قرار می‌ که این منطق نیز در  رئوس متفاوت ترسیم نموده 

گره ده  گره هشت قناس موریانه و  گره هشت زهره و  گروه تقارنی پرتکرار در نقوش هندسی از راست به چپ  شکل 15. ترسیم چهار 
گره وه سرمدان قناس گیوه و سرمدان درزمینه مربع و 
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سا ام  گره  مشابه  قواعد  از  می‌تواند  متفاوت  شمسه‌های  با  ترکیبی  گره‌های  می‌دهد  نشان  خود  تحلیل  در  لی 

گروه  که در  گره ده باشند. این مبنا  الگره ده استفاده نمایند و درواقع در تعداد شعاع‌های خارج شده مشابه 
تقارنی Cmm قابلیت توسعه و تنوع بخشی دارد. با بررسی جداول می‌توان جدول ذیل را برای نقوش هندسی 
تقارنی  گروه‌های  یکی‌از  در  ترکیبی  گره‌های  این  از  هرکدام  نمود.  تعیین  آن‌ها  تقارنی  گروه  و  شده  بازترسیم 
گروه تقارنی و همچنین محل قرارگیری شمسه‌ها درزمینه قابل تکرار می‌توان  از نوع  گاهی  آ با  گیرند  قرار می‌

گره‌ها قابل انجام نخواهد بود.  کرد و به صرف رابطه ریاضی ترسیم  شمسه‌ها را درکنار یکدیگر پیاده‌سازی 
در انتها جدول معرفی شده تعداد رئوس شمسه گره‌های ناهمگون به همراه گروه تقارنی ترسیمات انجام شده 
گیره و ناحیه بنیادین مشابه  توسط نگارنده مشخص شده است. این جدول نشان می‌دهد لزوماً زمینه و وا
گره مربع است لیکن در هرکدام از یک شیوه خاص  گره‌ها در دو  گروه تقارنی نیست. زمینه  منجر به مشابهت 
برای ترسیم و تکمیل زمینه استفاده شده است. یکی به مانند ام الگره قابل تکثیر است و دیگری این امکان 
گره‌ها امری پیچیده است  گروه تقارنی و رابطه مثلثاتی  گره و  را ندارد. لذا در جمع‌بندی باید گفت رابطه زمینه 

کاملی حاصل نخواهد شد.  که صرفاً با تحلیل یک جنبه نتایج 

گروه تقارنی ترسیم پیشنهادی در مقاله و تفاوت آن جدول 3. 

شمسهتعداد رئوس شمسه

۱۸۱۴۱۲۱۰۹۹۸۷M

۶۷۸۱۰۱۱۱۲۱۶۲۸N

P6MCMMp4gCMM‍PMP6Mp4gPMMگروه تقارنی

 شش
ضلعی

 ششمستطیلمربعمستطیل
ضلعی

 شش
ضلعی

زمینه کاملمستطیلمربع

گیری  نتیجه‌
هندسی  نقوش  در  متناسب  گیره‌های  وا و  ناهمگون  شمسه‌های  بین  یاضی  ر رابطه  بررسی  به  پژوهش  این 
تعداد  بین  یاضی  ر رابطه  که  می‌دهند  نشان  بررسی‌ها  است.  پرداخته  لی  نظریات  بر  تکیه  ‌با  اسلامی 
 بیان  فرمول   با  که  دارد،  وجود   )p,q( شعاع‌ها  تقسیم  پارامترهای  و   )M,N( شمسه‌ها  رئوس 
فراهم  را  هندسی  تناسب  حفظ  با  ناهمگون  شمسه‌های  ترسیم  امکان  به‌تنهایی  یاضی  ر فرمول  می‌شود. 
نشان  مقاله  این  در  است.  گانه  هفده‌ تقارنی  گروه‌های  با  تطابق  نیازمند  نقوش  این  عملی  اجرای  و  نمی‌دهد 
استاندارد(  )روش  شمسه‌ها  دوایر  با  شعاعی  زیرساخت  شبکه  در  یاضی  ر منطق  با  نقوش  ترسیم  دادیم 
اشکال  به  را  آن‌ها  بتوان  تا  دارد  استفاده  مورد  لات  آ و  زمینه  و  شمسه‌ها  قرارگیری  محل  در  تغییراتی  به  ‌نیاز 
است.  بررسی  قابل  نیز  شمسه  دو  بیش‌از  گره‌های  در  منطق  این  و  داد  مطابقت  تکثیر  قابل  پرکن   جا 
در بررسی ترسیم گره‌ها با شمسه‌های ناهمگون نشان دادیم منطق تقارنی گره ده قابل استفاده برای سایر گره‌ها 
گره ترکیبی هشت و  نیاز است. در  برای ترسیم شمسه‌ها  گیره مربع و مستطیل و مثلث  گونه وا نیست و سه 
یه زمینه یک چهارم مربع را ترسیم نمود ولی در سایر  گره ده با بازتاب مثلث قائم الزاو دوازده می‌توان به مانند 
 ‌)۸ گیره مثلث و گره )۱۴-۷( ‌و )۱۸و گره‌های ترکیبی این منطق برقرار نیست و گره‌های )۹-۱۲(‌ و )۱۸-۶(‌ در وا
با تغییراتی درزمینه قابل تکرار و محل قرارگیری شمسه‌ها نسبت به یکدیگر قابل تکرار هستند. همچنین این 

گیره‌ها با حالت‌های متنوعی بازترسیم شوند.  شمسه‌ها به مانند گره هشت و دوازده می‌توانند در وا
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اعداد متغیر سا این  گردد و می‌توان  ثابت سه و دو منتهی نمی‌  )p , q( ثابت  زیرساخت شعاع‌ها به عدد  رابطه 

فرض  ابتدا  در  شده  گفته  فرمول  مطابق  می‌توانند  متنوع  شمسه‌هایی  عدد  دو  این  تغییر  درصورت  باشد. 
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