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Abstract 

In this article, first we define a Kripke semantics for normal modal Logic with a binary 
operator and we introduce a system ࡷ૛ which is sound and complete for this semantics. 
Then, we will introduce two translations and show that binary normal modal logic ࡷ૛, 
and unary normal modal logic ࡷ, i.e. modal logic with one binary operator, are very 
closely related by these two translations. We call a translation a faithful interpretation if 
provability is preserved in both directions. So, with this terminology we will show that 
these two translations are faithful interpretation of ࡷ into ࡷ૛ and vice versa. A logic 
extending ࡷ will be a set of formulas containing ࡷ closed under its rules and uniform 
substitution. A logic extending ࡷ૛ is similarly defined. Finally, we will prove that the 
classes of logics extending ࡷ and ࡷ૛ are closely related as well and there is a 1-1-
correspondence between the logics extending ࡷ and extending ࡷ૛. 

Keywords: Normal modal logic, Binary normal modal logic, Kripke semantics, Binary 
Kripke semantics, Completeness, Faithful interpretation. 
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  ، پژوهشگاه علوم انساني و مطالعات فرهنگيپژوهي منطق
  1402، بهار و تابستان 1، شمارة 14پژوهشي)، سال ـ  علمينامة علمي (مقالة  دوفصل

  منطق وجهي نرمال دوموضعي
  *فاطمه شيرمحمدزاده ملكي

  چكيده
موضـعي را   معناشناسي كريپكي براي منطق وجهي نرمال بـا يـك عملگـر دو    ابتدا در اين مقاله،

كه نسبت به اين معناشناسي درست و تمام است را معرفـي   ૛ࡷ ي به نامتعريف كرده و سيستم
هـا نشـان    اده از ايـن ترجمـه  دو نوع ترجمه ارائه خواهيم كـرد و بـا اسـتف    خواهيم كرد. سپس

) بسـيار  ࡷ) و منطق وجهي نرمال استاندارد (૛ࡷداد كه منطق وجهي نرمال دوموضعي (  خواهيم
پـذيري در   م در صـورتي كـه اثبـات   نـامي  پايـدار مـي  - به هم مرتبط هستند. يك ترجمه را تعبير

ي معرفـي شـده،    عريف، ثابت خواهيم كرد كه هر دو ترجمهتطبق اين جهت حفظ شود.   هردو
، يـك مجموعـه از   ࡷ منطـق يـك توسـيع از     و بـالعكس هسـتند.   ૛ࡷبـه   ࡷپايـدار از  - تعبيـر 
است و تحت قواعد آن و جانشيني يكنواخت بسته است. توسـيعي   ࡷاست كه شامل   ها فرمول

را نيز به همين صورت تعريف خواهيم كرد. در نهايت ثابت خواهيم كرد كه يـك   ૛ࡷاز منطق 
  وجود دارد. ૛ࡷو منطق  ࡷهايي از منطق  يك بين توسيع به تناظر يك

 كريپكـي،  معناشناسـي  دوموضـعي،  نرمـال  وجهـي  منطـق  نرمـال،  وجهـي  منطـق  ها: دواژهيكل
  .تعبير پايدار تماميت، دوموضعي، كريپكي معناشناسي

  
  مقدمه. 1

 ديانگ و شيرمحمدزادهنرمال نخستين بار توسط - هاي وجهي غير عملگر دوموضعي براي منطق
هـاي وجهـي    معرفي شده است. هدف آنها از معرفـي عملگـر دوموضـعي بـراي منطـق      [4] در
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منطـق   ܨܹدسـتگاه  بـود.   ܨܹغيرنرمال، پيدا كردن همتاي وجهـي بـراي منطـق زيرشـهودي     
  ا و قواعد زير است:ه شده از اصل  تعريف

ܣ. 1 →   ஺        ஺→஻஻. 8         ܤ˅ܣ

ܤ. 2 →   ஺஻→஺ .9         ܤ˅ܣ

ܤ˄ܣ. 3 →   ஺      ஻஺˄஻. 10         ܣ

ܤ˄ܣ. 4 →  ஺→஻      ஺→஼஺→஻˄஼ .11         ܤ

ܣ. 5 →  ஺→஼   ஻→஼஺˅஻→஼ .12           ܣ

6 .⊥→  ஺→஻    ஻→஼஺→஼. 13          ܣ

(ܥ˅ܤ)˄ܣ. 7 →  ஺↔஻     ஼⟷஽(஺→஼)↔(஻→஽). 14      (ܥ˄ܣ)˅(ܤ˄ܣ)

مطـرح   [8 ,3]در  ي بـاز  مسـأله نـوان يـك   بـه ع  ܨܹشهودي  همتاي وجهي براي منطق زير
با معرفـي معناشناسـي همسـايگي     [4] 2021تا اينكه ديانگ و شيرمحمدزاده در سال  بود،  شده

ي بـاز پاسـخ دادنـد و     يـن مسـأله  نرمـال) دوموضـعي بـه ا   - دوموضعي و منطق وجهـي (غيـر  
هاي زيرشهودي  براي ساير منطق همتاهاي وجهي دوموضعي [9]اي ديگر  شيرمحمدزاده در مقاله

هـاي وجهـي يـك موضـعي و      ي بين منطـق  ، رابطه[5]اي ديگر  معرفي كرد. اخيراً و در مقالهرا 
مورد بررسي قرار گرفته است. نخستين بار در تري  هاي وجهي دوموضعي به طور گسترده منطق
بـراي بررسـي   كه گسترشي از معناشناسـي كريپكـي اسـت،     همسايگيمعناشناسي  1970سال 
هاي همسايگي براي منطق وجهي، به هر حالتي،  در مدل . معرفي شدهاي وجهي كلاسيك  منطق

شود  حالت ناميده مي شود كه همسايگي آن هاي جهان نسبت داده مي اي از زيرمجموعه مجموعه
 Aهايي كه در آنهـا   درست است اگر و تنها اگر مجموعه جهانݓ در جهان  A□ و فرمول وجهي

همسـايگي را     معناشناسـي   شـيرمحمدزاده   منيـري و . ]2[باشد ݓدرست است يك همسايگي از 
 نـد ا هدمعرفي كرده و قضاياي درستي و تماميت را براي آنهـا ثابـت كـر    BPCو  IPC براي منطق

]6،7[ .  
، تعاريف و قضاياي مربوط به منطق وجهي 2ختار اين مقاله به شرح زير است. در بخش سا

مقالـه نيـاز خـواهيم داشـت را      هـاي ايـن   كه در سـاير بخـش   ،نرمال يك موضعي (استاندارد)
، يك معناشناسي كريپكي براي منطق وجهـي نرمـال بـا يـك عملگـر      3كنيم. در بخش  مي  بيان

ا تعريف كرده و سيستمي معرفي خواهيم كرد كه نسبت به اين معناشناسي درست دوموضعي ر
هـايي از زبـان منطـق وجهـي نرمـال اسـتاندارد بـه        ي ترجمه، با ارائه4و تمام است. در بخش 
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هـاي منطـق    منطق وجهي نرمال دوموضعي و بالعكس، نشان خواهيم داد كه نه تنها فرمول  زبان
هـايي بـه هـم     تفاده از ترجمـه بـا اس ـ  ૛ࡷو منطـق وجهـي نرمـال دوموضـعي      ࡷوجهي نرمال  

ها ارتباط بسيار نزديكـي   ترجمهها نيز با استفاده از اين  هاي اين منطق هستند، بلكه توسيع  مرتبط
  يك هستند. به هم دارند و در تناظر يكبا
 
 منطق وجهي نرمال. 2

براي مطالعه بيشتر  خواهيم پرداخت. ࡷ يك موضعي وجهي نرمال  منطق  در اين بخش به معرفي 
  مراجعه شود.  [11 ,10 ,2 ,1]راجع به اين منطق به 

درست است هرگاه  اًمنطق وجهي نرمال، منطق ضرورت و امكان است و يك گزاره ضرورت
بـه   منطق وجهـي بـا افـزودن عملگـر      زبان در حالت كلي در هر جهان ممكن، راست باشد.

  شود. ، به صورت زير تعريف ميسيكمنطق كلا  زبان
هاي توليد شده توسـط  ، كوچكترين مجموعه فرمول(ݐܣ)□ܮزبان وجهي نرمال  1.2ف تعري

p|¬A|A دهيم): نشان مي  ℙ ي متغيرهاي اتمي را با و مجموعه متغير اتمي است pدستور زبان زير است ( ∧ B|□A.  
را  ◊شوند. ضـمناً عملگـر    طبق معمول تعريف مي ⊤و  ∨ ، →،  ↔نمادهاي است و   (ݐܣ)□ܮ يــك زيرزبــان از ،(ݐܣ)௖ܮ، غيــر وجهــي توجــه داشــته باشــيم كــه زبــان منطــق كلاســيك

◊  كنند: به صورت زير تعريف مي □برحسب عملگر  ܣ ↔   (ܣ¬□)¬

◊و تعبير » ضرورتاً درست است ܣ«، آن است كه A□تعبير    ».ممكن استܣ «، آن است كه ܣ
ܨدوتايي  كريپكي)(قاب  2.2تعريف  = منطـق وجهـي نرمـال    يك قاب كريپكـي   ۄܴ,ܹۃ
كـه جهـان (ممكـن)     باشـد  يك مجموعـه نـاتهي از عناصـر    Wشود، در صورتي كه  ناميده مي
پــذيري  ي دســترس اســت كــه رابطــه Wي دوتــايي روي  يــك رابطــه Rشــوند و  مــي  ناميــده
  شود. مي  ناميده

ܯسه تايي  (مدل كريپكي) 3.2تعريف  = يك مدل كريپكي منطق وجهي نرمال  ۄܸ,ܴ,ܹۃ
ℙ:ܸيــك قــاب كريپكــي و  ۄܴ,ܹۃشــود، در صــورتي كــه ناميــده مــي → يــك تــابع  (ܹ)࣪

  باشد.گذاري روي اين قاب  ارزش
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ܯفرض كنيـد   (درستي) 4.2تعريف  = ݓ، يـك مـدل كريپكـي و    ۄܸ,ܴ,ܹۃ ∈ باشـد.   ܹ
  شود:  به صورت استقرايي زير تعريف مي Aدرستي فرمول 

١ .M, w ⊨ p  اگر و تنها اگرw ∈ V(p) ،  
2 .M, w ⊨ ¬A  اگر و تنها اگرM, w ⊭ A،  
3 .M, w ⊨ A ∧ B  اگر و تنها اگرM, w ⊨ A   وM, w ⊨ B ،  
4 .M, w ⊨ ᇱݓبراي هر و تنها اگر  اگر  ܣ□ ∈ ᇱݓ,Mداشته باشيم  ᇱݓ ܴ ݓبا    ܹ ⊨ A. 

Mدر يك مدل كريپكي  Aيك فرمول وجهي  5.2تعريف  = ,Wۃ R, Vاه است هرگ ـ راست ۄ
ݓبه ازاي هر  ∈ ܹ ،M, w ⊨ Aنويسيم  . در اين صورت ميM ⊨ A  فرمول وجهي .A  است معتبر

  هرگاه در هر مدل كريپكي وجهي راست باشد.
اصــول و قواعــد زيــر را  ،بــراي معرفــي دســتگاه اصــل موضــوعي منطــق وجهــي نرمــال

  گيريم: مي  درنظر
PC    ܣ)□  اياز منطق گزاره بندي لهر اص → (ܤ → ܣ□) → A       A→BB  ܭ           (ܤ□         MP  A □஺        Nec  

هـاي   جانشـين نمونه هاي بسته تحت  از فرمول را كوچكترين مجموعه ࡷمنطق  6.2تعريف 
PC  و   ܲܯو قواعد استنتاجي ܭوNec نامند. ميمنطق وجهي نرمال را   ࡷدهيم. منطق قرار مي  

به ترتيـب   Necو  MPشود و قواعد  ، اصل توزيع پذيري ناميده ميܭدر منطق وجهي، اصل 
 "برهان"توجه داشته باشيم كه مفاهيم  شوند. ي ضرورت ناميده مي ي وضع مقدم و قاعده قاعده

  شوند. هاي معمول هميشگي تعريف مي به روش ࡷدر منطق  "قضيه"و 
  يافت. [1]توان در  ي زير را مي اثبات قضيه

 اًهـاي كريپكـي درسـت و قوي ـ    قـاب  ي ي همه ردهنسبت به  ࡷمنطق (تماميت)  7.2قضيه 
 است.  تمام
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  يك سيستم ارائة معناشناسي براي منطق وجهي نرمال دوموضعي با. 3
در اين بخش، يك معناشناسي كريپكي براي منطق وجهي نرمال با يـك عملگـر دوموضـعي را    

بت بـه ايـن معناشناسـي درسـت و     نس ـ تعريف كرده و سيستمي را معرفـي خـواهيم كـرد كـه    
ال دوموضــعي را بــه صــورت زيــر . بــراي ايــن منظــور، ابتــدا زبــان وجهــي نرمــاســت  تمــام

  كنيم. مي  تعريف
هـاي  كـوچكترين مجموعـه فرمـول   ، (ݐܣ)⇒ܮزبان وجهـي نرمـال دوموضـعي     1.3تعريف 

p|¬A|A  متغير اتمي است): pشده توسط دستور زبان زير است (  توليد ∧ B|A ⇒ B.  
اسـت و   (ݐܣ)⇒ܮ يـك زيرزبـان از   (ݐܣ)௖ܮ اشيم كه همانند زبان وجهي نرمال،توجه داشته ب

A  شوند:  طبق معمول و به صورت زير تعريف مي ⊤و  ∨ ، →،  ↔نمادهاي  ∨ B ≔ ¬A ∧ ¬B,     A → B ≔ ¬A ∨ B,   A ↔ B ≔ (A → B) ∧ (B → A).  
Fدوتايي  (قاب كريپكي دوموضعي) 2.3تعريف  = يك قاب كريپكي دوموضـعي   ۄܴ,Wۃ

ها يك مجموعه ناتهي از جهان Wشود، در صورتي كه منطق وجهي نرمال دوموضعي ناميده مي
منطـق وجهـي نرمـال     موضـعي  مـدل كريپكـي دو   .باشـد  Wي دوتـايي روي   يك رابطه ܴو 

Mدوموضعي، سه تايي  = ,Wۃ R, Vۃاست كه در آن  ۄW, Rيك قـاب كريپكـي منطـق وجهـي      ۄ
V:ℙست و نرمال دوموضعي ا → ࣪(W) .يك تابع ارزشگذاري است  

Mفرض كنيد  (درستي) 3.3تعريف  = ,Wۃ R, Vيك مدل كريپكي دوموضـعي و  ۄ ،w ∈ W 
  شود:  به صورت استقرايي زير تعريف مي Aباشد. درستي فرمول 

1 .M, w ⊨ p  اگر و تنها اگرw ∈ V(p) ،  
2 .M, w ⊨ ¬A  اگر و تنها اگرM, w ⊭ A،  
3 .M, w ⊨ A ∧ B  اگر و تنها اگرM, w ⊨ A   وM, w ⊨ B ،  
4 .M, w ⊨ A ⇒ B   ݓبـراي هـر   اگر و تنها اگـرᇱ ∈ داشـته باشـيم: اگـر     ᇱݓ ܴ ݓبـا     ܹ M,ݓᇱ ⊨ A  آنگاهM,ݓᇱ ⊨ B.  

ܣ))  گيريم:زير را در نظر مي ي اعدهو قل ي اين بخش اص  در ادامه → B) ⇒ (C → D))  → ((A ⇒ (ܤ → (C ⇒ D))        ܭ⇒  A→BA⇒B       Imp  
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هاي جانشيننمونه هاي بسته تحت  از فرمول كوچكترين مجموعهرا   ૛ࡷمنطق  4.3تعريف 
PC  هــاي اعــدهو ق ⇒ܭو Imp   وMP ࡷدهــيم. منطــق قــرار مــي૛   منطــق وجهــي نرمــال را

 ناميم. مي  دوموضعي
 د:نشو مياثبات  زير  عدهدر منطق وجهي نرمال دوموضعي، دو قا 5.3لم 

  (ா⇒ி)→(஼⇒஽)∧(஺⇒஻)(ா→ி)→(஼→஽)∧(஺→஻) الف.
  (ா⇒ி)→(஺೙⇒஻೙)∧ …∧(஺భ⇒஻భ)(ா→ி)→(஺೙→஻೙)∧ …∧(஺భ→஻భ)ب. 

  پردازيم: ميالف  تنها به اثبات مورد اثبات. 
1 .(A → B) ∧ ܥ) → (ܦ → ܧ) →  فرض      (ܨ

2 .(A → B) → ܥ)) → (ܦ → ܧ) →   1طبق       ((ܨ
2 .(A → B) ⇒ ܥ)) → (ܦ → ܧ) →  Impو قاعده  2طبق       ((ܨ

3 .((A → B) ⇒ ൫(ܥ → (ܦ → ܧ) → (൯(ܨ → ((A ⇒ B) → ൫(ܥ → (ܦ ⇒ ܧ) →  ൯(ܨ
  ⇒ܭاصل 

4 .(A ⇒ B) → ൫(ܥ → (ܦ ⇒ ܧ) →   MPو قاعده  3، 2طبق        ൯(ܨ
5 .൫(ܥ → (ܦ ⇒ ܧ) → ൯(ܨ → ൫(ܥ ⇒ (ܦ → ܧ) ⇒   ⇒ܭاصل    ൯(ܨ
ܣ). 6 ⇒ (ܤ → ൫(ܥ ⇒ (ܦ → ܧ) ⇒   5و  4طبق        ൯(ܨ
7 .൫A ⇒ B) ∧ ܥ) ⇒ (ܦ → ܧ) ⇒   6طبق       ൯(ܨ

هاي كانوني، تماميت منطق وجهي نرمـال دوموضـعي را اثبـات     در ادامه و با استفاده از مدل
 ـ ૛ࡷمفاهيم برهان و قضيه در منطق خواهيم كرد. توجه داشته باشيم كه  هـاي معمـول    ه روشب

  شوند. ميهميشگي تعريف 
M௄మمدل  6.3تعريف  = W௄మۃ ,ܴ௄మ , ௄ܸ૛ࡷرا مدل كانوني منطق  ۄ૛  به صورت زير ناميده و
  كنيم: تعريف مي

1 .W௄మ ࡷي  ي همه مجموعه૛ -ها است. سازگار ماكسيمال  
شود: اگر براي هر فرمـول   به اين صورت تعريف مي W௄మروي  ௄మܴي دوتايي  رابطه. 2 ܤ¬، از  ܤو  ܣ ∧ ܣ ∈ ܣ)¬نتيجه بگيريم  ݒ ⇒ (ܤ ∈  .ݒݓ௄మܴ، آنگاه داريم ݓ

௄ܸ૛به صورت  ௄ܸ૛تابع ارزشگذار . 3 = ሼݓ ∈ W௄మ ݌ |  ∈  شود. تعريف مي  {ݓ
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ــم  ــول    ݒݓ௄మܴ 7.3ل ــر فرم ــراي ه ــر ب ــا اگ ــر و تنه ܣ، ܤو  ܣاگ ⇒ ܤ ∈ ــد  ݓ نتيجــه ده ܣ¬ ∨ ܤ ∈   . ݒ
ܣ¬و  ݒݓ௄మܴكنيم. فرض كنيد  ابتدا راست به چپ را اثبات مي اثبات. ∨ ܤ ∉ . حـال از  ݒ

ܤ¬گيـريم كـه    سازگار ماكسـيمال اسـت، نتيجـه مـي    - ૛ࡷيك  ݒكه  جايي آن ∧ ܣ ∈ طبـق   . ݒ
ܣ)¬، لذا ݒݓ௄మܴداريم   فرض ⇒ (ܤ ∈ ܣسازگار است، در نتيجه  ݓ.  حال چون ݓ ⇒ ܤ ∉   ݓ

  شود. و حكم اثبات مي
ܤ¬ رابطه نداشته باشد، يعنـي   ݓبا    ݒ فرض كنيد، اثبات چپ به راستبراي  ∧ ܣ ∈ و  ݒ ܣ)¬ ⇒ (ܤ ∉ ــندر . ݓ ــه  از آنجــايي صــورت، اي ســازگار ماكســيمال اســت،  - ૛ࡷيــك  ݓك

ܣگيريم كه  مي  نتيجه ⇒ ܤ ∈ ܣ¬. لذا طبـق فـرض مسـئله داريـم     ݓ ∨ ܤ ∈ ، امـا ايـن يـك    ݒ
  . ݒݓ௄మܴاست. در نتيجه   تناقض

  در ادامه به اثبات لم وجود خواهيم پرداخت.
ܣ)¬اگر  (لم وجود) 8.3لم  ⇒ (ܤ ∈ كه  طوري موجود است به W௄మدر  ݒ، آنگاه جهان ݓ ܴ௄మܤ¬و  ݒݓ ∧ ܣ ∈   .ݒ

ܣ)¬فرض كنيد  .اثبات ⇒ (ܤ ∈  ݒݓ௄మܴطوريكه  خواهيم ساخت به  ݒ. يك جهان مانند ݓ
ܤ¬و  ∧ ܣ ∈ ∗ݒ  كنيم: را به صورت زير تعريف مي ∗ݒي  . براي اين منظور مجموعهݒ = ሼ¬ܤ ∧ { ܣ ∪ ሼ¬ܥ ∨ ܥ | ܦ ⇒ ∋ ܦ   {ݓ

هـاي   چنـين نباشـد، لـذا فرمـول     دسازگار اسـت. فـرض كني ـ   ∗ݒابتدا نشان خواهيم داد كه  1ܥ¬ ∨ ,1ܦ … , ݊ܥ¬ ∨ ⊣  طوريكه : موجود هستند به  ݊ܦ ଵܥ¬) ∨ (ଵܦ ∧ … ∧ ௡ܥ¬) ∨ (௡ܦ → ܤ¬)¬ ∧   (ܣ

⊣  لذا، ଵܥ) → (ଵܦ ∧ … ∧ ௡ܥ) → (௡ܦ → ܣ) →   (ܤ

⊣  گيريم  ، نتيجه مي5.3طبق لم حال  ଵܥ) ⇒ (ଵܦ ∧ … ∧ ௡ܥ) ⇒ (௡ܦ → ܣ) ⇒    .(ܤ
∋ه ك از آنجايي ଵܥ)    ݓ  ⇒ (ଵܦ ∧ … ∧ ௡ܥ) ⇒ ܣ) ∋ ݓشود كه  ، نتيجه مي (௡ܦ ⇒ . امـا  (ܤ

گيـريم كـه    . لـذا نتيجـه مـي   ماكسـيمال اسـت   سـازگار - ૛ࡷيك  ݓاين يك تناقض است، زيرا 
موجود اسـت و طبـق    ݒمانند  ∗ݒ طبق لم ليندن باؤم، توسيعي از   سازگار است. ∗ݒي  مجموعه
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ܤ¬ داريم ݒ مراحل ساخت ∧ ܣ ∈ ܥكـه   ܦ,ܥهـاي   فرمولي  همه براي. همچنين ݒ ⇒ ܦ ∈  ݓ
ܥ¬ ،داريم ∨ ܦ ∈   .ݒݓ௄మܴگيريم كه  ، نتيجه مي7.3طبق لم  . لذاݒ

M௄మ، ܥبراي هر فرمول  (لم درستي) 9.3لم  ݓ, ⊩ ܥاگر و تنها اگر   ܥ ∈   . ݓ
ي استقراء، حالت  شود. در مرحله انجام مي ܥاثبات با استقراء روي پبچيدگي فرمول اثبات.  ܥ = ܣ ⇒ ها از فرض استقراء، ساده است. اثبات راسـت   ي حالت كنيم. اثبات بقيه را اثبات مي ܤ

M௄మ  شود: براي اين حالت به صورت زير انجام ميبه چپ  ݓ, ⊩ ܣ)¬ ⇒ M௄మ   و   ݒݓቀܴ௄మ ݒ∃       اگر و تنها اگر       (ܤ , ݒ ⊩ ܤ¬ ∧   ቁ ܣ
ܤ¬   و   ݒݓቀܴ௄మ ݒ∃         اگر و تنها اگر                   طبق فرض استقراء ∧ ∋ ܣ ቁ    ܴ௄మ ݒ ܣ)¬                     تنها  اگر                        طبق تعريف  ⇒ (ܤ ∈   .ݓ

  شود. ، به راحتي اثبات مي8.3نيز با استفاده از لم  به راست اثبات چپ
هاي كريپكي دوموضعي درست  قاب ي ي همه ردهنسبت   ૛ࡷمنطق  (تماميت) 10.3 قضيه

  تمام است.اً و قوي
بـراي اثبـات تماميـت قـوي،     . شـود  درست بودن اين منطق بـه سـادگي اثبـات مـي    اثبات. 

و جهـاني    ܯ، يك مدل ماننـد  ߁ها مانند  سازگار از فرمول- ૛ࡷي  است براي هر مجموعه  كافي
⫣ ݓ,ܯطوريكه،  به  پيدا كنيم، ܯدر  ݓمانند  ي  يك مجموعه ߑبراي اين منظور فرض كنيد . ߁

موجـود اسـت كـه     ∗ߑ، مانند ߑباؤم، توسيعي از  باشد. آنگاه طبق لم ليندن ૛ࡷسازگار از منطق 
௄మܯسازگار ماكسيمال است. در نتيجه، طبق لم درستي داريم،  ∗ߑ, ⊩   .  ߑ

  
  موضعي و دوموضعي نرمال يكهاي  بين منطق . رابطة4

و منطق  ࡷ موضعي يكوجهي نرمال  هاي منطق در اين بخش نشان خواهيم داد كه نه تنها فرمول
هاي اين  تند، بلكه توسيعهايي به هم مرتبط هس ترجمه با استفاده از ૛ࡷوجهي نرمال دوموضعي 

   يك با يكديگر هستند. به نيز در تناظر يك ها منطق
   كنيم: صورت زير تعريف ميرا به  ⇒ܮبه  □ܮ از ⋆نگاشت  1.4تعريف 

⋆(݌). 1 ≔  ،݌

⋆(ܣ¬). 2 ≔  ،⋆ܣ¬
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ܣ). 3 ∧ ⋆(ܤ ≔ ⋆ܣ ∧  ،⋆ܤ

4 .. ⋆(ܣ□) ≔ ⊤ ⇒   ⋆ܣ
ࡷ⊣اگر  2.4قضيه  ૛ࡷ⊣، آنگاه ܣ   .⋆ܣ
  ܭو اصـل   ܿ݁ܰشـود. تنهـا بـه اثبـات قـانون       اثبـات مـي   ܣبا استقراء روي استنتاج  اثبات.
  پرداخت.  خواهيم

  :ܿ݁ܰابتدا قانون 
1 .⊢௄మ  طبق فرض استقراء      ⋆ܣ

2 .⊢௄మ ⊤ →  1طبق     ⋆ܣ

3 .⊢௄మ ⊤ ⇒  Impو قانون  2طبق     ⋆ܣ

4 .⊢௄మ  ⋆و تعريف  3طبق     ⋆(ܣ□)
૛ࡷ⊣نشان خواهيم داد كه  خواهيم پرداخت، يعني ܭبه بررسي اصل  در ادامه ܣ)□) → (ܤ → ܣ□) →   :⋆((ܤ□

૛ࡷ⊣. 1 ܣ)  → (ܤ → ܣ) →   تاتولوژي          (ܤ
૛ࡷ⊣. 2 ൫⊤ → ܣ) → ൯(ܤ → ൫(⊤ → (ܣ → (⊤ →  1طبق     ൯(ܤ

૛ࡷ⊣. 3 ൫⊤ → ⋆ܣ) → ൯(⋆ܤ → ൫(⊤ → (⋆ܣ → (⊤ →  2جانشيني در   ൯(⋆ܤ

૛ࡷ⊣. 4 ൫⊤ → ⋆ܣ) → ൯(⋆ܤ ⇒ ൫(⊤ → (⋆ܣ → (⊤ →  Impو قانون  3طبق   ൯(⋆ܤ

૛ࡷ⊣. 5 ൫⊤ ⇒ ⋆ܣ) → ൯(⋆ܤ → ൫(⊤ → (⋆ܣ ⇒ (⊤ → و قـانون   ⇒ܭ، اصل 4طبق   ൯(⋆ܤ
MP 

૛ࡷ⊣. 6 ൫(⊤ → (⋆ܣ ⇒ (⊤ → ൯(⋆ܤ → ൫(⊤ ⇒ (⋆ܣ → (⊤ ⇒   ⇒ܭاصل   ൯(⋆ܤ
૛ࡷ⊣. 7 ൫⊤ ⇒ ⋆ܣ) → ൯(⋆ܤ → ൫(⊤ ⇒ (⋆ܣ → (⊤ ⇒  6و  5طبق     ൯(⋆ܤ

૛ࡷ⊣. 8 ܣ)□) → ⋆((ܤ → ⋆(ܣ□)) →   ⋆و تعريف  7طبق       (⋆(ܤ□)
૛ࡷ⊣. 9 ܣ)□) → (ܤ → ܣ□) →  ⋆و تعريف  8طبق         ⋆((ܤ□

  لذا حكم اثبات شد.
   كنيم: را به صورت زير تعريف مي □ܮبه  ⇒ܮاز  ⋕نگاشت  3.4تعريف 

⋕(݌). 1 ≔  ،݌
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⋕(ܣ¬). 2 ≔  ،⋕ܣ¬

ܣ). 3 ∧ ⋕(ܤ ≔ ⋕ܣ ∧  ،⋕ܤ

4 .. ܣ) ⇒ ⋕(ܤ ≔ ⋕ܣ)□ →   (⋕ܤ
௄૛⊣اگر  4.4 قضيه ࡷ⊣ آنگاه، ܣ   .⋕ܣ

 ⇒ܭو اصـل   ݌݉ܫشـود. تنهـا بـه اثبـات قـانون       اثبات مـي  ܣبا استقراء روي استنتاج  اثبات.
  خواهيم پرداخت.

  :݌݉ܫابتدا قانون 
1 .⊢௄ ܣ) →  طبق فرض استقراء    ⋕(ܤ

2 .⊢௄ ⋕ܣ →  1طبق     ⋕ܤ

3 .⊢௄ ⋕ܣ)□ →  Necو قانون  2طبق     (⋕ܤ

4 .⊢௄ ܣ) ⇒  ⋕و تعريف  3طبق     ⋕(ܤ
ــه ــل    در ادام ــي اص ــه بررس ــي   ⇒ܭب ــت، يعن ــواهيم پرداخ ــه   خ ــواهيم داد ك ــان خ ࡷ⊣ نش ܣ))) → (ܤ ⇒ ܥ) → ((ܦ  → ܣ)) ⇒ (ܤ → ܥ) ⇒   :⋕( ((ܦ

ࡷ⊣. 1 ܣ)□ → (ܤ → ܣ□) →  ܭاصل       (ܤ□

ࡷ⊣. 2 ⋕ܣ))□ → (⋕ܤ → ⋕ܥ) → ((⋕ܦ → ⋕ܣ)□) → (⋕ܤ → ⋕ܥ)□ → ــيني   ((⋕ܦ جانشـ
 1در 

ࡷ⊣. 3 ܣ)) → (ܤ ⇒ ܥ) → ⋕((ܦ → ܣ)) ⇒ (ܤ → ܥ) ⇒ و تعريــف  2طبــق     ⋕((ܦ ⋕ 
ࡷ⊣. 4 ܣ))) → (ܤ ⇒ ܥ) → ((ܦ  → ܣ)) ⇒ (ܤ → ܥ) ⇒ و تعريــف  3طبــق   ⋕( ((ܦ ⋕ 

  لذا حكم اثبات شد.
૛ࡷ⊣ 5.4 لم (⊤ ⇒ ܣ) → ((ܤ ↔ ܣ) ⇒  .(ܤ

   اثبات.
ܣ)  . 1 → (ܤ → ൫⊤ → ܣ) →  تاتولوژي    ൯(ܤ

ܣ)  . 2 → (ܤ ⇒ ൫⊤ → ܣ) →  Impو قانون  1طبق      ൯(ܤ
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ܣ))  . 3 → (ܤ ⇒ ൫⊤ → ܣ) → (൯(ܤ → ܣ)) ⇒ (ܤ → (⊤ ⇒ ܣ) →  ⇒ܭاصل    ((ܤ

ܣ)). 4 ⇒ (ܤ → (⊤ ⇒ ܣ) →  3و  2طبق      ((ܤ

5 .(⊤ → ܣ) → ((ܤ → ܣ) →  تاتولوژي    (ܤ

6 .(⊤ → ܣ) → ((ܤ ⇒ ܣ) →   Impو قانون  4طبق     (ܤ
7 .((⊤ → ܣ) → ((ܤ ⇒ ܣ) → ((ܤ → ((⊤ ⇒ ܣ) → ((ܤ → ܣ) ⇒  ⇒ܭاصل   ((ܤ

8 .(⊤ ⇒ ܣ) → ((ܤ → ܣ) ⇒  7و  6طبق     (ܤ

9 .(⊤ ⇒ ܣ) → ((ܤ ↔ ܣ) ⇒   8و  4طبق     (ܤ
  با هم تركيب خواهيم كرد.در ادامه دو ترجمه معرفي شده در بالا را 

௄⊣الف.  6.4 لم ܣ ↔   .⋕⋆ܣ
૛ࡷ⊣ب.  ܣ ↔   .⋆⋕ܣ

اتمـي حكـم     ܣشـود. بـراي    انجام مي ܣاستقرا روي پيچيدگي فرمول  با اثبات الف. اثبات.
 ،هاي عطفي و فصلي با استفاده از فرض استقراء مورد نظر جزئي از تعاريف است. اثبات حالت

ܣساده است.  فرض كنيد  = ௄⊣. بايستي نشان دهيم كه ܤ□ (ܤ□) ↔ ، ⋆. طبق تعريف ⋕⋆(ܤ□) ⊤)برابر با  ⋕⋆(ܤ□) ⇒ ⊤)□، برابـر بـا   ⋕است و دوباره طبق تعريـف   ⋕(⋆ܤ → ، يـا همـان   (⋕⋆ܤ
  است. لذا حكم اثبات شد. ܤ□برابر با  (⋕⋆ܤ)□ست. در نهايت، طبق فرض استقراء، ا (⋕⋆ܤ)□،

اتمي حكم مـورد نظـر     ܣشود. براي  م ميانجا ܣاستقرا روي پيچيدگي فرمول  با ب. اثبات
 ،هـاي عطفـي و فصـلي بـا اسـتفاده از فـرض اسـتقراء        جزئي از تعاريف است. اثبـات حالـت  

ܣاست.  فرض كنيد   ساده = ܤ ⇒ ௄⊣. بايستي نشان دهيم كه ܥ ܤ) ⇒ (ܥ ↔ ܤ) ⇒ . طبـق  ⋆⋕(ܥ
ܤ)، ⋕ تعريف ⇒ ⋕ܤ)□)برابـر بـا    ⋆⋕(ܥ → ، برابـر بـا   ⋕اسـت و دوبـاره طبـق تعريـف      ⋆((⋕ܥ (⊤ ⇒ ⋆⋕ܤ) → ⊤)، 5.4است. طبق لـم   ((⋆⋕ܥ ⇒ ⋆⋕ܤ) → ⋆⋕ܤ)معـادل بـا    (⋆⋕ܥ ⇒ اسـت.   (⋆⋕ܥ

⋆⋕ܤ)نهايت، طبق فرض استقراء، در ⇒ ܤبرابر با   (⋆⋕ܥ ⇒   است. لذا حكم اثبات شد. ܥ
૛ࡷ⊣اگر  الف. 7.4 قضيه ࡷ⊣، آنگاه ⋆ܣ   .ܣ

ࡷ⊣اگر  ب. ૛ࡷ⊣.، آنگاه ⋕ܣ   ܣ
௄మ⊣فرض كنيد الف.  اثبات. ௄⊣، داريم 4.4  ، آنگاه طبق قضيه⋆ܣ ، نيـز  6.4. مطابق با لم ⋕⋆ܣ
௄⊣گيريم كه  نتيجه مي   .ܣ

  شود. مشابه قسمت الف اثبات مي ب.
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૛ࡷ⊣ الف. 8.4گيري  نتيجه ࡷ⊣اگر و تنها اگر  ⋆ܣ   .ܣ
ࡷ⊣ ب. ૛ࡷ⊣.اگر و تنها اگر  ⋕ܣ   ܣ

  آيند.  به دست مي 7.4و  4.4، 2.4موارد الف و ب از قضاياي اثبات. 
پـذيري در هـر دو جهـت     كـه اثبـات  نـاميم، در صـورتي    مـي  پايـدار - تعبيريك ترجمه را 

بـه منطـق    ࡷپايدار از منطـق  - يك تعبير ⋆ي  كند كه ترجمه بيان مي 8.4گيري  شود. نتيجه  حفظ است. در ادامه خـواهيم ديـد    ࡷبه منطق  ૛ࡷپايدار از منطق - يك تعبير ⋕ي  است و ترجمه ૛ࡷ
هسـتند نيـز بـه هـم      ૛ࡷو  ܭهـاي   ي منطـق  هـايي كـه، گسـترش يافتـه     هـاي منطـق   كه كلاس

اسـت و   ࡷها اسـت كـه شـامل     ، يك مجموعه از فرمولࡷهستند. يك توسيع از منطق    مرتبط
نيز بـه همـين صـورت     ૛ࡷاز منطق  تحت قواعد آن و جانشيني يكنواخت بسته است. توسيعي

  شود. تعريف مي
را بـه عنـوان بسـتار      ⋆ℒباشـد.   ࡷيـك توسـيع از منطـق     ℒفرض كنيد  الف. 9.4تعريف  ሼܣ | ⋆ܣ ∈ ℒ}  ࡷتحت قواعد منطق૛ كنيم.  تعريف مي  

ܣ | ⋕ܣሼرا به عنوان بستار   ⋕ℒباشد.  ૛ࡷيك توسيع از منطق  ℒفرض كنيد  ب. ∈ ℒ}  تحت
  كنيم. تعريف مي ࡷقواعد منطق 

ܣباشد و  ࡷيك توسيع از منطق  ℒاگر  الف. 10.4لم  ∈ ℒ⋆ ܣ، آنگاه⋕ ∈ ℒ.  
ܣباشد و  ૛ࡷيك توسيع از منطق   اگر ℒ ب. ∈ ℒ⋕ ܣ، آنگاه⋆ ∈ ℒ. 

ܣفـرض كنيـد    الـف.  اثبات. ∈ ℒ⋆   ܤ فرمـول   ، آنگـاه تعـداد متنـاهيଵ⋆, … ௜ܤ، بـا  ⋆௡ܤ, ∈ ℒ ، 1 ≤ ݅ ≤ ــه، ، موجــود اســت݊ ⋆ଵܤطوريكــه  ب ∧ … ∧ ⋆௡ܤ ૛ࡷ ⊣ ــم  ܣ ૛ࡷ ⊣و در نتيجــه داري ⋆ଵܤ ∧ … ∧ ⋆௡ܤ → ࡷ ⊣داريم  ،4.4طبق قضيه از طرفي ديگر و . ܣ ⋕⋆ଵܤ ∧ … ∧ ⋕⋆௡ܤ → . طبق قسـمت  ⋕ܣ
ࡷ ⊣گيريم  ، نتيجه مي6.4از لم  "الف" Bଵ ∧ … ∧ ௡ܤ → Bଵكه  . حال از آنجايي⋕ܣ ∧ … ∧ ௡ܤ ∈ ℒ ،

⋕ܣلذا داريم  ∈ ℒ.  
  شود. ، نتيجه مي6.4از لم  "ب"، و قسمت 2.4ي  مشابه الف و با استفاده از قضيه ب.

ख، آنگاه باشد ࡷيك توسيع از منطق  ℒاگر الف.  11.4قضيه  = ख⋆⋕.  
ख، آنگاه باشد ૛ࡷيك توسيع از منطق  ℒاگر  ب. = ख⋕⋆.  

खكنيم  ابتدا ثابت مي الف. اثبات. ⊆ ख⋕⋆ ܣ. فرض كنيد ∈ ℒ  ܣ، آنگـاه⋆ ∈ ℒ⋆  ܣو⋆⋕ ∈ ℒ⋆⋕ .
௄⊣، 6.4طبق لم  ܣ ↔ A. در نتيجه ⋕⋆ܣ ∈ ℒ⋆⋕      حال براي اثبـات جهـت عكـس، فـرض كنيـد .
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A ∈ ℒ⋆⋕ .  ܤآنگاه وجود داردଵ⋕, … ௜ܤ، با ⋕௡ܤ, ∈ ℒ⋆ ،1 ≤ ݅ ≤ ⋕ଵܤ طوريكه ، به݊ ∧  …∧ ⋕௡ܤ  ⊢௄ . ܣ
ܣاست. در نتيجه  ℒمتعلق به  ⋕௜ܤ، هر 10.4از لم  "الف"طبق قسمت  ∈ ℒ .  

  شود. قسمت الف اثبات ميب. مشابه 
و  ࡷهـايي از منطـق    يك بين توسـيع  به دهد كه يك تناظر يك به خوبي نشان مي 11.4 قضيه

توان به خـوبي   را مي ࡷ كه هر بسطي از منطق وجهي نرمالوجود دارد. به اين معني   ૛ࡷمنطق 
 به عنوان يك منطق وجهي نرمال دوموضعي معادل نشان داد و بالعكس.

  
  گيري جهنتي. 5

نسـبت بـه معناشناسـي      ૛ࡷدر اين مقاله ابتدا ثابت كرديم كه منطق وجهي نرمـال دوموضـعي   
هاي وجهـي   ي منطق كريپكي دوموضعي درست و تمام است. سپس،  نشان داديم كه براي همه

هستند، يك منطق وجهي نرمال دوموضعي وجود دارد كه اساساً  ࡷنرمالي كه توسيعي از منطق 
است و برعكس. به بياني ديگر نشان داده شد كه منطق وجهـي نرمـال دوموضـعي را     معادل آن

 موضعي استاندارد تفسير كرد و بالعكس. توان به طور پايا در منطق وجهي نرمال يك مي
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