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BACKGROUND AND OBJECTIVES: In this paper, a life insurance product is designed with 
the help of stochastic control approach. These products are defined in such a way that in 
exchange for receiving an amount as insurance premium that is paid at specified times, 
the insurer undertakes to pay insurance benefits when the insured is alive at the end of 
the contract.
METHODS: This research is an analytical study in terms of developmental-applicative 
purpose. In the literature of life insurance, there are various products that are not the 
same in the type of benefit payment and the timing of their implementation. Among 
these examples, term life insurance, term life insurance, and mixed life insurance can 
be mentioned. Traditional insurance products with fixed benefits are quickly losing 
their appeal due to inflationary markets. In this research, it is focused on the design of 
a life insurance product on the condition of life, which is connected to the investment 
markets. Stochastic differential calculus models have been used to simulate capital 
markets assets. All the numerical results of this research have been calculated with the 
help of Matlab and Maple software.
FINDINGS: To achieve the best choice of investment type, with the help of stochastic 
optimal control tool, the best investment strategy was calculated for a person who has 
the CRRA utility function and buys this product, so that the most benefits are paid at the 
end of the contract. To invest in this contract, modeling was done in a non-risky market 
such as a bank and a risky market such as stocks, which have price jumps. In addition, 
to model the risk asset, the Merton model, which is a representative of the models with 
finite activity, was used, and at the end, a comparison was made for several mortality 
functions.
CONCLUSION: The main purpose of this article is investment for the insured who bought 
this product. In the product designed in this article, the insurer undertakes to pay the 
premiums received at a guaranteed rate at the end of the contract. Also, the insured will 
share the profit from the investment based on a certain percentage that is determined 
at the beginning of each year. The simulations show that the behavior of the optimal 
consumption rate is the same as the Merton model with the approach that the behavior 
of full price jumps is transparent in the optimal consumption rate designed in this article. 
Investment results for several mortality functions are reported in the Numerical Results 
section.
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مقاله علمی 
بهینه سازی سبد سرمایه گذاری برای یک محصول بیمه زندگی پویا با استفاده از ابزارهای کنترل 

تصادفی  

سامان وهابی، امیر تیمور پاینده نجف آبادی*

 گروه بيم سنجي، دانشکده علوم رياضي، دانشگاه شهيد بهشتي، تهران، ايران

پیشینه و اهداف: در اين مقاله ما به کمک رويکرد کنترل تصادفی، يک محصول بيمه عمر به  شرط حيات طراحی نموده ايم. 
اين محصولات به اين صورت است که در ازای دريافت مبلغی به عنوان حق بيمه که در زمان های مشخص پرداخت می شود، 

بيمه گر متعهد می شود زمانی که بيمه شده در انتهای قرارداد در قيد حيات باشد، مزايای بيمه ای را پرداخت کند.
روش شناسی: اين پژوهش از نظر هدف توسعه ای- کاربردی از نوع مطالعات تحليلی محسوب می شود. در ادبيات بيمه های 
زندگی محصولات متنوعی وجود دارد که در نحوه پرداخت مزايا و زمان اجرا با هم متفاوت هستند. از اين محصولات می توان 
به بيمه های عمر زمانی، بيمه های عمر به شرط حيات و بيمه های عمر مختلط اجاره نمود. محصولات بيمه ای سنتی که دارای 
مزايای ثابتی هستند، به دليل وجود بازارهای تورمی به سرعت جذابيت خود را از دست می دهند. در اين مقاله به طراحی يک 
محصول بيمه زندگی به شرط حيات پرداختيم که متصل به بازارهای سرمايه گذاری است. در اين مقاله برای شبيه سازی 
دارايی های بازارهای سرمايه از مدل های حساب ديفرانسيل تصادفی استفاده شده است. تمامی نتايج عددی اين پژوهش 

به کمک نرم افزار Matlab و Maple انجام شده است.
یافته ها: به منظور بهترين انتخاب سرمايه گذاری، به کمک ابزار کنترل بهينه تصادفی بهترين استراتژی سرمايه گذاری برای 
شخصی که دارای تابع مطلوبيت CRRA است و اين محصول را خريداری می کند، محاسبه شده که تا بيشترين مزايا در 
پايان قرارداد پرداخت شود. برای سرمايه گذاری اين قرارداد در بازاری غيرريسکی مانند بانک و بازاری ريسکی مانند سهام که 
دارای پرش های در قيمت بوده، مدل سازی انجام شده است. همچنين برای مدل کردن دارايی ريسکی از مدل  کو که به عنوان 

نماينده ای از مدل های با فعاليت متناهی است، استفاده شده و در انتها برای چند تابع مرگ  و مير مقايسه انجام شده است.
نتیجه گیری:  اصلی ترين هدف اين مقاله سرمايه گذاری برای بيمه شده هايی است که اين محصول را خريداری کرده اند. در 
محصولی که در اين مقاله طراحی شده است، بيمه گر متعهد می شود که حق بيمه های دريافتی را با نرخ تضمينی در انتهای 
قرارداد پرداخت کند. همچنين از سود حاصل از سرمايه گذاری به درصدی مشخص که در ابتدای هر سال معين می شود، 
بيمه شده را سهيم نمايد. شبيه سازی ها نشان می دهد که رفتار نرخ مصرف بهينه همانند مدل مرتون می باشد، با اين تفاوت 
که در نرخ مصرف بهينه طراحی شده در اين مقاله رفتار پرش های قيمت کامل مشهود است. نتايج سرمايه گذاری برای چندين 

تابع مرگ و مير در بخش نتايج عددی گزارش شده است.
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مقدمه
که  دارد  وجود  متنوعی  محصولات  زندگی  بيمه های  ادبيات  در 
اين  از  هستند.  متفاوت  هم  با  اجرا  زمان  و  مزايا  پرداخت  نحوه  در 
محصولات می توان به بيمه های عمر زمانی، بيمه های عمر به شرط 
حيات و بيمه های عمر مختلط اشاره نمود. در اين مقاله ما به کمک 
رويکرد کنترل تصادفی، يک محصول بيمه عمر به شرط حيات طراحی 
دريافت  ازای  در  که  است  صورت  اين  به  محصولات  اين  نموده ايم. 
مبلغی به عنوان حق بيمه که در زمان های مشخص پرداخت می شود، 
بيمه گر متعهد می شود زمانی که بيمه شده در انتهای قرارداد در قيد 
در  که  محصولی  در  کند.  پرداخت  را  بيمه ای  مزايای  باشد،  حيات 
اين مقاله طراحی شده است، علاوه بر اينکه بيمه گر متعهد می شود 
که حق بيمه های دريافتی را با يک نرخ تضمينی در انتهای قرارداد 
پرداخت  کند، از سود حاصل از سرمايه گذاری که درصدی مشخص 
و در ابتدای هر سال معين می شود، پرداخت نمايد. اصلی ترين هدف 
اين محصول  بيمه شده هايی است که  برای  مقاله سرمايه گذاری  اين 
را خريداری کرده اند. برای اين کار ما پرتفويی از دارايی های ريسکی 
و غيرريسکی تشکيل می دهيم و به محاسبه استراتژی بهينه و نرخ 
بهينه  تصادفی  رويکرد کنترل  از  ازاين رو،  بهينه می پردازيم.  مصرف 
استفاده شده است. به طور کلی به کمک اين رويکرد فرض می کنيم 
دارايی ريسکی دارای ديناميکی تصادفی باشد. در اين مقاله از سهام 
به عنوان دارايی ريسکی و پول بانکی به عنوان دارايی غيرريسکی برای 
مدل سازی استفاده شده است. اصلی ترين فرض اين مقاله اين است 
که در رفتار قيمت دارايی ريسکی، پرش های از خانواده فرايندهای 
لوی وجود دارد. به طور کلی مدل های مالی همراه با پرش را که در 
دو  به  می توان  هستند،  متفاوت  هم  با  پرش   در  رفتارشان  و  تعداد 
بخش تقسيم بندی کرد. اين مدل ها از دسته خانواده فرايندهای لوی 
هستند. دسته اول اين مدل ها، مدل های با فعاليت نامتناهی هستند. 
در اين مدل ها قسمت پرش بيشترين نقش را در اين فرايندها دارد 
معروف ترين  از  می دهد.  رخ  به ندرت  فرايندها  اين  پخش  قسمت  و 
دوم  دسته  کرد.  اشاره  واريانس-گاما  مدل  به  می توان  مدل ها  اين 
اين مدل ها، مدل های با فعاليت متناهی هستند که در ساختارشان 
معروف ترين  از  دارد.  وجود  پرش  قسمت  هم  و  پخش  قسمت  هم 
اين مدل ها می توان به مدل پخش و پرش مرتون و يا مدل پخش و 
پرش کو اشاره کرد. در اين مقاله ما از مدل پخش و پرش کو برای 
ساختار دارايی ريسکی استفاده کرده ايم. ازاين رو، ساختار کلی مقاله 

را به صورت زير بيان می کنيم.
بخش  در  است.  شده  بيان  تحقيق  پيشينه  دوم،  بخش  در 
در  که  اوليه  تعاريف  برخی  و  محصول  معرفی  نظری،  مبانی  سوم، 
بخش  در  می شود.  معرفی  داريم  نياز  آن ها  به  بعدی  بخش های 
بخش  در  است.  شده  بيان  را  مقاله  اين  سؤالات  اصلی ترين  چهارم 
تصادفی  بهينه  کنترل  رويکرد  با  پرتفو  سرمايه گذاری  کليات  پنجم 
مطرح و چند مثال از آن بيان می شود. در بخش آخر نتايج عددی 
و   Matlab افزار  نرم  به کمک  مقاله  اين  داده های  تجزيه و تحليل  و 

Maple ارائه می شود.

مبانی نظری پژوهش
با  حيات  به شرط  عمر  بيمه  محصول  يک  معرفی  به  مقاله  اين 
به  بيمه عمر  بهينه تصادفی می پردازد. يک محصول  رويکرد کنترل 
شرط حيات، محصولی است که شرکت بيمه متقبل می شود که در 
حيات  سرمايه  خاص،  زمانی  بازه  در  معين  بيمه  حق  دريافت  ازای 
اين بيمه نامه را در پايان قرارداد بيمه نامه به شرطی که بيمه شده در 
 P(t) حيات باشد، بپردازد. در اين محصول حق بيمه  های دريافتی را با
نمايش می دهيم که در زمان های مشخصی دريافت می شود، همچنين 
به   g تضمين  نرخ  با  را  بيمه ها  اين حق  که  می شود  متعهد  بيمه گر 
بيمه شده بازگرداند، به علاوه با سرمايه گذاری در بازارهای مالی، وی را 
از سود حاصل از سرمايه گذاری بهره مند سازد. اين نرخ مشارکت را 
τنشان می دهيم. زمان سررسيد قرارداد را با T و همچنين اين دو  با 
نرخ تضمين و مشارکت در ابتدای هر سال بروزرسانی می شود. در اين 
محصول تمامی مبالغی که برای بيمه شده از سود حاصل از سرمايه 
گذاری جمع آوری می شود، در حسابی به نام حساب مشتری گردآوری 

+tC نشان داده و به صورت زير تعريف می شود. می شود که آن را با 
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داشت  خواهيم   ، A ثابت مقدار  هر  ازای  به  آن  در  که 
سرمايه گذاری  حساب   * *,c

tW π همچنين  و   [ ] [ ]max ,0A A+ =
( و نرخ مصرف بهينه  *π بيمه شده است که تحت استراتژی بهينه )
( نمايش داده شده است. اين دو مقدار را در ادامه به طور کامل  *c (
معرفی خواهيم کرد. حساب ديگری که در اين قرارداد معرفی شده 
 نشان می دهيم  و به صورت 

tR+ است، حساب ذخيره نام دارد و آن را با 
زير تعريف می کنيم:
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بازار  که  مواقعی  تا  است  شده  طراحی  به گونه ای  حساب  اين 
از عهده تعهدات خود  تا  بيمه گر شود  برای  باشد پشتوانه ای  بحرانی 
بر آيد. در محصول بيمه ای به شرط حيات تمامی مزايای بيمه نامه در 
زمان سررسيد T پرداخت می شود؛ به همين جهت حساب مشتری در 

زمان سررسيد برابر است با:

* *,
0 1

1
(1 ) (1 ) (1 ) .

T
T c T t

T t t
t

C g C W g C gπτ
+

−
−

=

 = + + − + + ∑                                     )3(
                 

از  دريافتی  بيمه های  با حق  به جزئيات سرمايه گذاری  ادامه  در 
بيمه شده ها می پردازيم. روش کار به اين صورت است که با تشکيل 
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پرتفويی از دو بازار ريسکی و غيرريسکی، به دنبال محاسبه بهترين 
استراتژی سرمايه گذاری برای بيمه گذاران هستيم. برای شروع فرض 
فضای  در  همگی  می کنيم  استفاده  آن ها  از  که  مدل هايی  می کنيم 

,0] می باشد.  ]( ,{ } , )t t T∈Ω  
دارايی  می پردازيم.  غيرريسکی  دارايی  معرفی  به  اينجا  در 
تهديد  را  بازدهی اش، ريسکی آن  غيرريسکی دارايی ای است که در 
مثال،  به عنوان  است.  رشد  در حال  ثابتی  نرخ  با  همواره  و  نمی کند 
در  می باشد.  دارايی ها  اين  از  نمونه هايی  بانکی  پول  و  قرضه  اوراق 
زير  ديناميک  از  می توان  دارايی ها  اين  مدل سازی  برای  کلی  حالت 

پيروی کرد:

( ) ( ) , (0) 1,
( )

dB t r t dt B
B t

= =                                               )4( 

که با نرخ بهره r همواره رشد می کند. 
دارايی ديگر پرتفو بيمه ای اين مقاله، دارايی ريسکی است. دارايی 
ريسکی آن دسته از دارايی هايی هستند که در بازدهی و سود آن ها 
اطمينانی وجود ندارد و شرايط بازار سود يا زيان آن را تعيين می کند. 
در اين مقاله ما از سهام به عنوان دارايی ريسکی استفاده کرده ايم که 

دارايی ديناميک تصادفی زير است.
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ضريب  است،  تصادفی  ديفرانسيل  معادله  يک  که   5 رابطه  در 
dt را ضريب رانش، ضريب dZ را ضريب پخش و Z(t) يک حرکت 
براونی استاندارد است. فرض ما بر اين است که در ديناميک سهام، 
به دليل نوسانات قيمت، پرش هايی در قيمت دارايی وجود دارد و آن 
را به صورت يک عبارت انتگرالی نشان داده ايم. در اين عبارت x مقدار 

) اندازه تصادفی پواسون است.   , )N dt dx هر پرش و
براساس کتاب Tankov and Cont (2004) هر اندازه تصادفی 
 ( , )Π ⋅ ⋅ را آن  که  است  جبرانی  تصادفی  اندازه  يک  دارای  پواسون 
) همواره رابطه  , )t xΦ نمايش می دهيم و به ازای هر تابع اندازه پذير

زير برقرار است:

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) .t x N dt dx t x t dx dt
 
Φ = Φ Π 

 
∫ ∫
 

                                                           )6(
  

               

در اين مقاله فرض بر اين است که حرکت براونی و فرايند پرش 
در  وارد شود،  کليت مسئله خللی  به  اينکه  بدون  از هم مستقل اند. 
متغير  نام  به  ديگری  متغير  پواسون،  فرايند  جبرانی  اندازه  قسمت 
) نمايش  , ) ( , )tt dx dxνΠ = Π حالت تعريف شده است که به صورت
داده ايم. متغير حالت درحقيقت بيانگر ميزان فعاليت يک کسب و کار 
ميزان  يا  بازار  يک  نقدينگی  به حجم  می توان  مثال،  به عنوان  باشد. 
حجم معاملات اشاره کرد. اين پارامتر را هم می توان تصادفی و هم 
ثابت فرض کرد که در اين مقاله آن را ثابت فرض کرده ايم. در يک 
فرض  متغير حالت  از  نسبتی  را  فرايند  پرش  اندازه  ما  حالت خاص 

می کنيم؛ به عبارت ديگر خواهيم داشت:

   ( , ) ( ).t tdx dxν νΠ = Π                                                                            )7(

و  تعداد  در  که  را  پرش  با  همراه  مالی  مدل های  کلی  به طور 
رفتارشان در پرش  با هم متفاوت هستند، می توان به دو بخش تقسيم 
بندی کرد. اين مدل ها از دسته خانواده فرايندهای لوی هستند. دسته 
اول اين مدل ها، مدل های با فعاليت نامتناهی هستند. در اين مدل ها 
قسمت پرش بيشترين نقش را در اين فرايندها دارد و قسمت پخش 
اين فرايندها به ندرت رخ می دهد. از معروف ترين اين مدل ها می توان 
به مدل واريانس-گاما اشاره کرد. دسته دوم اين مدل ها، مدل های با 
فعاليت متناهی هستند که در ساختارشان هم قسمت پخش و هم 
قسمت پرش وجود دارد. از معروف ترين اين مدل ها می توان به مدل 
پخش و پرش مرتون و يا مدل پخش و پرش کو  اشاره کرد. در اين 
مقاله ما از مدل پخش و پرش کو برای ساختار دارايی ريسکی استفاده 
کرده ايم. برای مطالعه بيشتر در مورد اين مدل ها می توان به کتاب 

 Tankov and Cont (2004) اشاره نمود. 
توزيع  مقاله  اين  در  شد،  بيان  قبل  بخش  در  که  همان طور 
پرش های فرايند قيمت را از مدل کو استفاده کرده ايم. اين پرش ها 

دارای تابع چگالی زير هستند:

{ } { }
1 2

1 20 0( ) ,x x
X x xh x p e I q e Iβ ββ β−

> <= +  )8( 

همچنين  و   1 21, 0β β> > ضرايب  آن  در  که 
برای  کو  مدل  ديگر،  به عبارت  می باشد.   [0,1], 1p p q∈ + =
پرش های مثبت و منفی با احتمال p، دو توزيع نمايی با پارامترهای 
نرخ  و  استراتژی  محاسبه  برای  ادامه  در  می گيرد.  نظر  در  2β و  1β
بهينه که به تفصيل به آن خواهيم پرداخت، نياز به اندازه لوی مدل 
کو داريم. براساس مقاله Kou (2002) رابطه بين اندازه لوی و تابع 

) می باشد. ) ( )Xdx h x dxλΠ = چگالی فرايند پرش برابر با
 [0, ]{ ( )}t Ttπ ∈ اندازه پذير  و  مقدار  تابع حقيقی  به  تعريف:   ●

يک استراتژی پرتفو گوييم، هرگاه: 
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2

0
| ( ) | , . .

T

tt W dt a sπ < ∞∫                                                                        )9(

 { } [0, ]
( )

t T
c t

∈
انداره پذير و  مقدار  حقيقی  نامنفی،  فرايند  به   ●

فرايند مصرف گوييم، هرگاه:

0
( ) , . .

T
c t dt a s< ∞∫                                                                                )10(

به کمک دو تعريف بالا و با استفاده از ديناميک دو دارايی ريسکی 
 , ,

[0, ]: { }c c
t t TW Wπ π

∈= و غيرريسکی، به تعريف فرايند تصادفی ثروت 
می پردازيم. فرم کلی معادله ثروت به صورت زير است.

                                                                             )11(, 2 ,

, ,

1(( ( ) ( )( ( ) ( ) ( ))) ( ))
2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( 1) ( , ),

c c
t t

c c x
t t

dW r t t t t r t W c t dt

P t dt t W t dZ t t W e N dt dx

π π

π π

π µ σ

π σ π −

∞

−∞

= + + − −

+ + + − −∫
       

, می باشد که از اولين حق بيمه دريافتی 
0 (0)cW Pπ = که در آن 

به وجود می آيد. با توجه به تعريف قابل قبولی هر استراتژی، استراتژی
, باشد. 0c

tW π ≥ 0t آنگاه ≥ ) قابل قبول است که به ازای هر  , )cπ
عايد  محصول  اين  در  سود  بيشترين  اينکه  برای  تعريف:   ●
در  داريم.  آنان  سرمايه گذاری  رفتار  تعيين  به  نياز  شود،  بيمه شده 
به  بنا  افراد  از  يک  هر  گويند.  مطلوبيت  تابع  تعريف  اين  به  ادبيات 
تابع  موجود،  ريسک های  پذيرش  در  شخصی  خصوصيات  و  شرايط 
 CRRA مطلوبيت جداگانه ای دارند. در اين تعريف ما دو تابع مطلوبيت

را بيان می کنيم و به صورت زير تعريف می کنيم:

1

1, 0,
( ) 1

log( ) 1,

x
U x

x

γ

γ γ
γ

γ

−
≠ >= −

 =
                                                                  )12(  

γ ضريب ريسک گريزی افراد معرفی می شود. در ادامه  که در آن 
بازارهای  به   متصل  حيات  شرط  به  عمر  بيمه  محصول  طراحی  به 
در محصول  ذکر شد،  قبلًا  که  همان طور  می پردازيم.  سرمايه گذاری 
بيمه عمر به شرط حيات، شرط حيات بيمه شده در پايان قرارداد يکی 
از شروط اصلی اجرای قرارداد است؛ ازاين رو، بايد برای سن بيمه شده 
  Gerber (1997) توزيع احتمال در نظر بگيريم.  با بهره گيری از کتاب
 τ ) را به صورت زير تعريف می کنيم. فرض می کنيم که )F t تابع بقا
اين  اينکه  اين صورت احتمال  باشد، در  طول عمر آتی يک شخص 

شخص تا t سال آينده زنده باشد برابر است با:

( )( )F t P tτ= ≥                                                                                  )13(

از طرف ديگر اين احتمال بقا را می توان از مفهوم نيروی مرگ و مير 
به صورت زير تعريف کرد. 

( )
0

( )( ) lim ,
( )t

P t t t t f tt
t F tδ

τ δ τ
λ

δ→

≤ < + ≥
= =                                         )14(

) نيروی  )tλ ) تابع چگالی سن آتی بيمه شده و )f t که در آن
مرگ و مير می باشد. با کمی ساده سازی خواهيم داشت:

{ }0
( ) exp ( ) ,

t
F t u duλ= −∫                                                                )15(

 t s≤ همچنين تابع احتمال بقا از بازه t الی  s به شرطی که 
باشد، برابر است با:

{ }( , ) exp ( ) .
s

t
F s t u duλ= −∫                                                            )16(

تا به اينجا مفاهيم و تعاريف مورد نياز برای محصول بيمه عمر 
متصل به شرط حيات را که متصل به بازارهای سرمايه گذاری است، 
بيان کرديم. حال در ادامه به هدف و اصل موضوع اين مقاله با طرح 

سؤالات زير می پردازيم.

سؤالات پژوهش
تا به اينجا به معرفی محصولی که در اين مقاله طراحی شده است، 
پرداختيم. در ادامه مسائلی را طرح کرده و به حل آن ها می پردازيم. 
همان طور که بيان شد اصلی ترين هدف اين مقاله سرمايه گذاری برای 
شخصی است که اين محصول بيمه ای را خريداری می کند. ازاين رو، 

با سؤالات زير رو به رو هستيم.
گرفته  نظر  در  بيمه شده ها  برای  سرمايه گذاری  استراتژی  •چه 
هم  و  برآيد  خود  تعهدات  عهده  از  شرکت  هم  که  به طوری  شود 

بيمه شده ها از خريد اين محصول احساس رضايت کنند؟
•بهترين نرخ مصرف برای بيمه شده ها چه مقدار باشد تا آنان از 

دارايی خود به بهترين نحو استفاده کنند؟
•آيا توابع مرگ و مير مختلف در تعيين استراتژی و نرخ مصرف 

بهينه تأثير دارد؟

مروری بر پیشینه پژوهش
مسئله تخصيص بهينه يکی از اصلی ترين مسائل در ادبيات بيمه و 
رياضيات مالی است که از ديرباز مورد توجه بوده است. از اولين افرادی 
که به اين مسئله توجه ويژه ای داشته Merton (1969)  است. وی 
ابتدا مسئله بهينه سازی پرتفو مالی رويکرد کنترل تصادفی بهينه را 
 Merton (1976) .مطرح نمود و به محاسبه استراتژی بهينه پرداخت
و  کرد  بيان  مصرف  نرخ  در حضور  را  بهينه  تصادفی  کنترل  مسئله 
 Yaari (1965) را محاسبه کرد.  بهينه  نرخ مصرف  ادبيات  با همين 
تصادفی  عمر  طول  با  شخص  يک  برای  را  زندگی  بيمه های  مسئله 
مطرح کرد. درحقيقت محصولی که در اين مقاله طراحی شده است 
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به نوعی شبيه بيمه های عمر متصل به بازارهای سرمايه گذاری است. 
Barigou and Delong (2022)  با طراحی يک محصول بيمه ای 
اين  بازاری دارای عدم قطعيت، به قيمت گذاری  متصل به سهام در 
  Ceci et al. (2017) .محصول به کمک روش شبکه عصبی پرداختند
يک محصول بيمه  ای عمر مختلط با قابليت پوشش ريسک را طراحی 
کرده که پرداخت های آن به بازار سهام بستگی داشته است. در اين 
مقاله ما از مدل پخش و پرش کو برای مدل سازی قيمت دارايی ريسکی 
  Wang et al. (2021) .خود که همان سهام باشد، استفاده کرده ايم 
اين  فوت  مزايای  و  مطرح  را  واحد  به  متصل  بيمه ای  محصول  يک 
پرش  و  پخش  مدل  يک  برای  فوريه  تبديلات  به کمک  را  محصول 
قيمت گذاری کرده  اند.Huertas and Alfonso (2021)  به کمک 
مدل های کسرپذير، ذخاير رياضی را که ازجمله تعهدات آتی شرکت 
بيمه در قبال بيمه شده ها است، برای يک محصول بيمه ای محاسبه 
کرده اند. اصلی ترين نتايج اين مقاله موضوع سرمايه گذاری با استفاده از 
  Kung and Yang (2019).حق بيمه های دريافتی از بيمه شده ها است 
با طراحی يک محصول بيمه عمر، بر روی سرمايه گذاری آن تمرکز 
داشتند. Liu et al. (2002) با استفاده از همين ادبيات يک محصول 
بيمه عمر متصل به واحد طراحی کرده اند. از ديگر مقالاتی که در اين 
زمينه چاپ شده است می توان به Li et al. (2014) اشاره کرد که 
با در نظر گرفتن مسئله يک بهينه سازی بيمه ای و اتکائی، وقتی که 
ديناميک دارايی ريسکی اين فرايند از مدل هستون پيروی می کند به 
محاسبه استراتژی و نرخ مصرف بهينه پرداخته اند. از ديگر کاربردهای 
ديگر کنترل بهينه تصادفی می توان به طراحی صندوق های بازنشستگی 
 Xu and Gao (2020) .با مزايای معين و مشارکت معين اشاره نمود 
برای  تصادفی  بهينه  کنترل  جواب  از  بسته ای  فرم  يک 
دست  به  معين  مشارکت  با  بازنشستگی  صندوق  يک 
 Dong and Zheng (2020) آنها،  مشابه   آورده اند. 
با  بازنشستگی  بهينه تصادفی دوگانه يک صندوق  رويکرد کنترل  با 
کنترل  ابزار  کلی  به طور  کرده اند.  ارزيابی  و  معين طراحی  مشارکت 
از  است.  قابل تعريف  تصادفی  مدل های  کمک  به  تصادفی  بهينه 
نحوه  و  لوی  فرايندهای  خانواده  به  می توان  مدل ها  اين  مهم ترين 
کرد.  اشاره  ريسکی  دارايی های  تعريف  در  مدل ها  اين  از  استفاده 
 (Cox and Huang, 1989; Kallsen, 2000; Emmer and

Klüppelberg, 2004; Choulli and Hurd, 2001).
با    Øksendal (2013) Øksendal and Sulem (2019)  و 
مدل سازی  به  پرش  همراه  تصادفی  ديفرانسيل  معادلات  از  استفاده 
برای  لوی  فرايندهای  از  آن ها  پرداخته اند.  دارايی ها  ديناميک 
مدل ها  اين  همچنين  کرده اند.  استفاده  پرش  مدل های  شبيه سازی 
قابل استفاده  تصادفی  مرگ و مير  نرخ  مدل کردن  و  شبيه سازی  برای 

.(Liang and Ma, 2015) هستند
مدل  از  که  تصادفی  بهره  نرخ  کمک  به   Yao et al. (2020)
اونشتاين-اوهلنبرگ استفاده کرده اند، استراتژی بهينه و نرخ مصرف 
بهينه را برای محاسبه کرده و تأثير نرخ بهره تصادفی را بر استراتژی 
بهينه گزارش کرده اند. از نمونه مقالاتی که به محصول بيمه عمر به 

 Ceci et al. (2020) شرط حيات طراحی کرده اند، می توان به مقاله 
گذاری  قيمت  روش BSDEs به  از  استفاده  با  که  نمود  اشاره 
آن  کاربرد  و  بهينه  تخصيص  مسئله  پرداختند.  قرارداد 
است بوده  قابل توجه  بيمه ای  محصولات  طراحی  در   همواره 
(Pasin and Vargiolu, 2010; Gao, 2008; Deelstra et al., 2004).

با توجه به توضيحات بالا، در اين مقاله ما به کمک رويکرد کنترل 
تصادفی، يک محصول بيمه عمر به شرط حيات طراحی نموده ايم. اين 
به عنوان  ازای دريافت مبلغی  اين صورت است که در  به  محصولات 
حق بيمه که در زمان های مشخص پرداخت می شود، بيمه گر متعهد 
باشد،  قرارداد در قيد حيات  انتهای  بيمه شده در  می شود زمانی که 

مزايای بيمه ای را پرداخت کند.

روش شناسی پژوهش
در اين بخش به سرمايه گذاری برای يک بيمه شده که محصول 
شود.  می  پرداخته  می کند،  خريداری  را  حيات  شرط  به  عمر  بيمه 
بهترين  دنبال  به  بيمه ای  پرتفو  يک  تشکيل  با  که  است  اين  هدف 
را  اين مسير  تصادفی  بهينه  کنترل  باشيم.  استراتژی سرمايه گذاری 
  Merton (1971) برای ما ميسر ساخته است. با استفاده از رويکرد
و  Yaari (1965) مسئله بهينه سازی تصادفی زير را تعريف می کنيم:

{ }
( )( )

0

,

( ), ( )
( , ) sup ( , ) ( ) ( , ( )) ,

s t

Tc
t T ts c s

J W t F T t U W U s c s dsπ

π ≤ ≤

= + ∫ )17 ( 

دنبال  به  اين است که  بهينه سازی  رابطه 17 در مسئله  هدف 
بيشترين پرتفو مورد انتظار در انتهای قرارداد برای يک شخص با تابع 
) می باشد. پس با انتخاب  , )cπ مطلوبيتی دلخواه تحت دو استراتژی
 U(.) ،17 بهترين استراتژی رابطه 17 را ماکزيمم می کنيم. در رابطه
همان تابع مطلوبيتی است که در بخش قبلی به آن اشاره شده است. 
به کمک حساب ديفرانسيل تصادفی می توان نشان داد که تابع هدف 

17 جوابی از معادله زير است.
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به معادله 18 در ادبيات تصادفی معادله هميلتون-ژاکوبی-بلمن 
)Hamilton-Jacobi-Bellman( می گويند که به اختصار به معادله 

HJB معروف است.
را  بهينه  مصرف  نرخ  و  بهينه  استراتژی  اينکه  برای  ادامه  در 
) در رابطه 18 نسبت به پارامترهای  , , , )W c tπΩ محاسبه کنيم، از
به عبارت  قرار می دهيم.  برابر صفر  و  ) مشتق گرفته  , )cπ کنترل
و   19 رابطه  حل  از  بهينه  مصرف  نرخ  و  بهينه  استراتژی  ديگر، 
دلخواه محاسبه  تصادفی  اندازه  و  تابع مطلوبيت  ازای هر  به    ،20

می شود:
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2 * 2 2 *1( ) ( (1 ( 1)), ) ( , ) 0.
2

x
t W t WW tr W J W J J W e t dxµ σ π σ π ν

π

∞

−∞

∂
+ − + + + − Π =

∂∫
2 * 2 2 *1( ) ( (1 ( 1)), ) ( , ) 0.

2
x

t W t WW tr W J W J J W e t dxµ σ π σ π ν
π

∞

−∞

∂
+ − + + + − Π =

∂∫   )19(

 )20(

          

*( , ) 0WU t c J
c
∂

− =
∂

از خواص تابع مطلوبيت می توان به اکيداً صعودی بودن اشاره کرد 
 مقدار بيشينه می باشد. همچنين در 

*c

2 در نتيجه 
*

2 ( , ) 0U t c
c
∂

=
∂

و چون 
0wwJ < π* مقدار بيشينه باشد بايد شرط  استراتژی بهينه برای اينکه

برقرار باشد. 
تابع  دو  برای  را  بهينه  مصرف  نرخ  و  بهينه  استراتژی  ادامه  در 
مطلوبيتی که در بخش قبل معرفی کرده ايم، محاسبه می کنيم. فرض 

می کنيم تابع مطلوبيت بيمه شده از نوع مطلوبيت لگاريتم باشد:

( ) log( ), ( , ) log( ),T t
t t t tU W e W U t c e cα α− −= =  )21(

با پيروی از Ait-Sahalia et al. (2009)  فرض می کنيم جواب 
( به صورت حدس زير باشد: ( , )J W t تابع هدف مسئله )

( , ) ( ) ( ) ( ),tJ W t U W f t g t= +     )22( 

قضيه 1-3: فرض می کنيم بيمه شده دارای تابع مطلوبيت لگاريتم 
به فرم رابطه 21 و همچنين حدس جواب تابع هدف به صورت رابطه 

22 باشد، در اين صورت موارد زير برقرار است:
) توابع ثابت زير می باشد: )g t ) و )f t 	·

0 0
( ) ( ) ( )

0
( ) ,

t s
tu du T s u du

f t e e ds
λ α λ− − ∫ ∫=  

 
∫                                                               )23(     

[ ]
2 2 2 *

( ) ( ) ( ) ( ) log( ( )) 1
1 1( ( ( )) ( )) ( ) 0
2 2

t

T

g t t g t e T t f t

r r e f t

α

α

λ α

π µ σ π σ φ π

−

−

′ − + − − +

 + + − − + =  
)24(        

* می باشد. *( ) log(1 ( 1)) ( , )x
te dxφ π π ν

∞

−∞
= + − Π∫ که در آن  

( و نرخ مصرف  *π ● با استفاده از توابع بالا استراتژی بهينه )
( از روابط زير به دست می آيد: *c بهينه )

* 2 2
*

1 ( 1) ( , ) 0,
2 1 ( 1)

x

tx

er dx
e

π σ µ σ ν
π

∞

−∞

− − + + − + Π =  + −  ∫                             )25(

* ( ) .
( )

T t t
t

Wc e
f t

α −=                                                                                      )26(

و    HJB معادله   از  اول  مرتبه  مشتق  از  استفاده  با  اثبات: 
نرخ  و  بهينه  استراتژی  کنترل،  پارامترهای  به  نسبت  مشتق گرفتن 
معادله  در  بهينه  مقادير  قراردادن  با  می آيد.  به دست  بهينه  مصرف 

HJB خواهيم داشت:

( , ) log( ) ( ) ( )T
t tJ W t e W f t g tα−= +

[ ]

2

*
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( )

log( ) ( ) ( )
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T
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t
t t

e f tJ
W
e f tJ

W
J e W f t g t
U t c e T t f t W

α

α

α
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−

−

−


=


 = −

 ′ ′= +


= − − +

)27(   

با قراردادن رابطه 27 در معادله HJB خواهيم داشت:

[ ]

2 2 2

*

1 1log( ) ( ) ( ( )) ( )
2 2

( ) ( ) ( ) ( ) log( ( )) log( ) 1

( ) log( ) ( ) ( ) log(1 ( 1)) ( , ) 0,

T T
t

t
t

T T x
t t

e W f t r r e f t

t g t g t e T t f t W

e t W f t e f t e dx

α α

α

α α

π µ σ π σ

λ α

λ π ν

− −
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∞
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−∞

 ′ + + + − − −  
′+ + − − + + −

+ + − Π =∫

                            )28(   

tW از رابطه بالا معادله زير را داريم: برای حذف

log( ) ( ) ( ) log( ) ( ) log( ) 0.T T t
t t te W f t e t W f t e Wα α αλ− − −′ − + =                                 )29(    

با جايگذاری  ادامه  ) محاسبه می شود. در  )f t از اين معادله که 
) محاسبه می شود.  )g t ،HJB در معادله ( )f t

تابع  برای  را  بهينه  مصرف  نرخ  و  بهينه  استراتژی  ادامه  در 
مطلوبيت توانی محاسبه می کنيم. فرض می کنيم تابع مطلوبيت توانی 

به فرم زير باشد:
 

1 1

( ) e , ( , ) e ,
1 1

T tt
t

W cU W U t c
γ γ

α α

γ γ

− −
− −= =

− −  )30(  

در اين حالت حدس جواب تابع هدف به فرم زير است:
( , ) ( ) ( ),t tJ W t U W f tγ=    )31( 

قضيه 2-3: فرض می کنيم بيمه شده دارای تابع مطلوبيت توانی 
به فرم رابطه 30 و همچنين حدس جواب تابع هدف به صورت رابطه 

31 باشد، در اين صورت موارد زير برقرار است:
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) برابر است با: )f t ● با مفروضات بالا

*
*

0 0

( ( ))( ) 1 1( ) ( ) ( )( )

0
( )

s tT s u du s ds T tt
f t e ds e

α π λ λ π
γ γ γ

+Ψ −  − + −Ψ − 
 

 ∫ ∫ =
 
 
∫                               )32(

*
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0 0
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0
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f t e ds e
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∫
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
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

∫                           )33(

( و نرخ مصرف بهينه ) *π  · با استفاده از توابع بالا استراتژی بهينه )
( از روابط زير به دست می آيد: *c

2 * 2 *1( ) (1 (e 1)) (e 1) ( , ) 0.
2

x x
tr dxγγσ π µ σ π ν
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γ
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=

اثبات:  همانند تابع مطلوبيت لگاريتم، با استفاده از مشتق مرتبه اول 
از معادله HJB و با جايگذاری مشتقات زير خواهيم داشت:

1
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( ) ( )
1

( , ) . ( )
( ) 1

T
W t

T
WW t

T t
t

T t
TT t

t
t

J e f t W
J e f t W

WJ e f t f t

e We eU t c f t
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                                        )36(

 به معادله زير می رسيم:
1

( )
1

T
te W f t

α γ
γ

γ

− −

−
در انتها با فاکتور گيری از

( )* ( )( ) ( )
( ) ( ) 0

T tt
f t f t e

α
γ

λ π

γ

−−Ψ
′ + + =                                                )37(

که از حل اين معادله ديفرانسيل حدس جواب به دست می آيد.
لم1-3: با استفاده از مدل کو و اندازه تصادفی مدل کو استراتژی 

بهينه از رابطه زير به دست می آيد:

2 * 2 *10 ( ) ( )
2

r Vγσ π µ σ π= − + + − +                                              )38(

( ) ( ) ( ) ( )1 2
1 2 1* * *

1 20
( ) 1 1 1 1V p t t t q t t t dt

γ γβ γ βπ λ β π λ β π
− −+ − − = + − − − − −  ∫               )39(

( ) ( ) ( ) ( )1 2
1 2 1* * *

1 20
( ) 1 1 1 1V p t t t q t t t dt

γ γβ γ βπ λ β π λ β π
− −+ − − = + − − − − −  ∫

اثبات: برای محاسبه استراتژی بهينه که در رابطه 34 بيان شده 
تقسيم   ( ,0)−∞ و   (0, )∞ زيربازه دو  به  را  انتگرال  قسمت  است، 
 ln(1 )x t= − − می کنيم که برای قسمت مثبت انتگرال از تغيير متغير
استفاده   ln(1 )x t= − متغير تغيير  از  انتگرال  منفی  برای قسمت  و 
(0,1) تبديل می شود. می کنيم که در نهايت قسمت انتگرالی به بازه

در  انتگرال گيری  روش های  کمک  به  را  انتگرال  اين  ادامه،  در   
در  سپس  کرده،  ساده سازی   Gradshteyn and Ryzhik (2014)
انتگرالی گوسی به صورت عددی حل و در  با روش  نرم افزار ميپل و 
بخش نتايج عددی گزارش داده شده است. همچنين تمامی نتايج اين 
1γ باشد، برقرار است.  = لم برای تابع مطلوبيت لگاريتم در حالتی که
تا به اينجا روش محاسبه استراتژی بهينه را برای مدل کو بيان 
کرديم. در ادامه در چند مثال به محاسبه نرخ مصرف بهينه برای دو 

نيروی مرگ و مير معروف می پردازيم.
مثال1-3: فرض می کنيم نيروی مرگ و مير دی موآر با بيشترين 

ω به صورت زير تعريف شود:  سن

1( ) , 0t t
x t

λ ω
ω

= < <
− −

                                      )40(

در اين صورت با استفاده از قضيه 1-3 نرخ مصرف بهينه برای 
يک شخص با تابع مطلوبيت لگاريتم به صورت زير است:

( )
2

* ( ) .
1 ( ) (1 ( ))t tt

xc W
t x e xα

ω α
α α ω α ω

−
=

+ − − + + −
                               )41(

مثال2-3: فرض می کنيم تمام مفروضات مثال 1-3 برقرار باشد، 
در اين صورت نرخ مصرف بهينه برای يک شخص با تابع مطلوبيت 

توانی به صورت زير به دست می آيد:

( )
* e ,

( )

T t
t

t
Wc
f t

α
γ
−

=                                                                 )42(
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                                  )43(

فرم  به  گامپرتز  مرگ و@مير  نيروی  می کنيم  فرض  مثال3-3: 
زير باشد:

( ) , 0x tt BC tλ += >                                              )44(

C ضرايب ثابت هستند. آن گاه نرخ مصرف بهينه  و  B که در آن 
برای شخصی با تابع مطلوبيت لگاريتم برابر است با:

( )
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* ln( ) .
1, 1,

ln( ) ln( )

x tBCT t
C

t tx t x
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   

                                         )45(

انتگرال نمايی می باشد. Ei که در آن 
مثال4-3: فرض می کنيم تمام مفروضات مثال 3-3 برقرار باشد، 
در اين صورت نرخ مصرف بهينه برای يک شخص با تابع مطلوبيت 

توانی به صورت زير به دست می آيد:
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* e ,
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T t
t

t
Wc
f t

α
γ
−

=                                                             )46(
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x s xx s x B C CT s B C C T tt CCf t e ds e
α π π

γγ γ
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ln( )ln( )
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x s xx s x B C CT s B C C T tt CCf t e ds e
α π π

γγ γ

++  −+Ψ − − −Ψ − − +  
 

 
 =
 
 
∫

نتایج و بحث
در اين مقاله يک محصول بيمه عمر به شرط حيات طراحی شده 
است که بخشی از مزايای آن به دو بازار ريسکی و غيرريسکی بستگی 
دارد. برای اين منظور با تشکيلی پرتفويی از دو بازار مذکور، استراتژی 
و نرخ مصرف بهينه محاسبه و در جدول و نمودارهای زير بيان شده 
است. نتايج عددی نشان می دهد که رفتار نرخ مصرف بهينه همانند 
مصرف  نرخ  در  که  تفاوت  اين  با  می باشد،   Merton (1976) مدل 
بهينه طراحی شده در اين مقاله رفتار پرش های قيمت کامل مشهود 
دو سن  برای  بهينه  نرخ مصرف  نشان دهنده  نمودارهای 4-1  است. 
30 و 60 برای تابع مطلوبيت CRRA می باشد. همچنين در جدول 1 

استراتژی بهينه برای مدل کو گزارش شده است.
در نمودارهای بالا رفتار نرخ مصرف بهينه برای دو تابع مطلوبيت 
نمايش داده شده است. همان طور که مشاهده می شود، در  نمودارهای 
1 و 4 رفتار نرخ مصرف بهينه برای دو مقدار سن در تابع مطلوبيت 
می کنند،  حرکت  کمی  فاصله  با  و  بوده  نزديک  هم  به  بسيار  توانی 
به طوری که مقدار مصرف بهينه در مدل مرگ و مير دی مو آر برای 
کلی  به طور  است.  سالگی   60 سن  از  بيشتر  کمی  سالگی   30 سن 
شبيه سازی ها نشان می دهد که نرخ مصرف در تابع مطلوبيت توانی 

 
 مير دي موآر را براي تابع مطلوبيت توانيورفتار نرخ مصرف بهينه براي مدل مرگ  :1  نمودار

Fig 1: The behavior of the optimal consumption rate for the De Moir mortality model with power utility function. 

   

نمودار 1: رفتار نرخ مصرف بهينه برای مدل مرگ و مير دی موآر را برای تابع مطلوبيت توانی
Fig. 1: The behavior of the optimal consumption rate for the De Moir mortality model with power utility function.
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  مير دي موآر را براي تابع مطلوبيت لگاريتمورفتار نرخ مصرف بهينه براي مدل مرگ  :2  نمودار

Fig 2: The behavior of the optimal consumption rate for the De Moir mortality model with logarithm utility function. 

   

نمودار 2: رفتار نرخ مصرف بهينه برای مدل مرگ و مير دی موآر را برای تابع مطلوبيت لگاريتم
Fig. 2: The behavior of the optimal consumption rate for the De Moir mortality model with logarithm utility function.

  
 C=1.01, B=0.01  با پارامترهاي   مير گامپرتز وبراي مدل مرگ  تابع مطلوبيت لگاريتم با  رفتار نرخ مصرف بهينه  :3 نمودار

Fig 3: The behavior of the optimal consumption rate with logarithm utility function for the Gampertz mortality model with B=0.01 and C=1.01. 

   

C=1.01, B=0.01 نمودار 3: رفتار نرخ مصرف بهينه با تابع مطلوبيت لگاريتم برای مدل مرگ و مير گامپرتز با پارامترهای
Fig. 3: The behavior of the optimal consumption rate with logarithm utility function for the Gampertz mortality model with 

B=0.01 and C=1.01.

 
 

  C=1.01, B=0.01  مير گامپرتز را براي تابع مطلوبيت تواني با پارامترهايورفتار نرخ مصرف بهينه براي مدل مرگ  :4 نمودار
Fig 4: The behavior of the optimal consumption rate with power utility function for the Gampertz mortality model with B=0.01 and C=1.01. 

 

C=1.01, B=0.01 نمودار 4: رفتار نرخ مصرف بهينه برای مدل مرگ و مير گامپرتز را برای تابع مطلوبيت توانی با پارامترهای
Fig. 4: The behavior of the optimal consumption rate with power utility function for the Gampertz mortality model with B=0.01 

and C=1.01.
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زياد به سن افراد بستگی ندارد و مقاديرشان با گذشت زمان به هم 
گامپرتز  مرگ و مير  مدل  برای  نرخ  اين  درحالی که  می شوند.  نزديک 
برعکس عمل می کند. نمودارهای 2 و 3 نرخ مصرف بهينه برای تابع 
دو  بهينه  مصرف  نرخ  مقدار  که  می دهد  نشان  را  لگاريتم  مطلوبيت 
سن 30 و 60 سالگی از هم بيشتر بوده است. به عبارت ديگر، مقدار 
ديد  از  است.   بوده  مطلوبيت حساس  تابع  به  اينجا  در  نرخ مصرف 
اقتصادی عموماً مصرف کنندگان هزينه های خود را بر مبنای ارزيابی 
منطقی و آگاهانه از شرايط اقتصادی فعلی و آينده خود قرار می دهند. 
اغلب شرايط اقتصادی منفی باعث می شود که ذات نرخ مصرف برای 
افراد همواره نزولی باشد. در اين مقاله سرمايه گذاری در بازاری انجام 
در  هستند.  ديناميکشان  در  پرش هايی  دارای  قيمت ها  که  می شود 
حالت کلی نرخ مصرف تابعی نزولی است. از آنجايی که در نتايج اين 
مقاله پرش های منفی وجود دارند، نرخ مصرف رفتار نزولی تر به خود 
به بعد شاهد پرشی منفی در رفتار  از زمانی  می گيريد به طوری که 

نرخ مصرف هستيم.
در جدول 1 استراتژی های بهينه برای تابع مطلوبيت های توانی و 
لگاريتم گزارش شده است. همان طور که قبلًا بيان شد در حالتی که 
1γ باشد، استراتژی بهينه برای تابع مطلوبيت لگاريتم بوده و در  =
جدول گزارش شده است. نتايج نشان می دهد که برای تابع مطلوبيت 
لگاريتم مقدار استراتژی بهينه بيشتر از تابع مطلوبيت توانی بوده و 
بيشتر  به مراتب  ريسکی  بازارهای  در  سرمايه  نسبت  ديگر  به عبارت 
می باشد و بيمه شده هايی که ريسک پذيرتر هستند برای سرمايه گذاری 
از تابع مطلوبيت لگاريتم استفاده می کنند. همچنين هر اندازه ضريب 
در  سرمايه گذاری  در  مشارکتشان  باشد،  بيشتر  افراد  ريسک گريزی 

بازارهای ريسکی کمتر می باشد.

جمع بندی و پیشنهادها
در اين مقاله با بهره گيری از پرتفويی متشکل از دارايی ريسکی 
يک  بهينه،  مصرف  نرخ  و  بهينه  استراتژی  محاسبه  و  غيرريسکی  و 
از  قرارداد بيمه عمر طراحی کرديم. مطالعه ما بر روی يک خانواده 
فرايندهای لوی بوده و تأثير اين فرايندها روی استراتژی های پرتفو 
ادامه يافت. در ادامه با استفاده از دو مدل مرگ و مير شناخته شده اين 

نتايج با هم مقايسه شده است.
 امروزه در برخی از شرکت های بيمه، محصولاتی در رشته عمر 

طراحی شده اند که برخی از مزايای آن از بازارهای سهام استخراج 
تجربی  بسيار  انجام می شود  دراين باره  اغلب  که  مطالعاتی  می شود. 
چنين  در  می پذيرد.  انجام  بازار  مشاهدات  از  استفاده  با  و  بوده 
شرايطی طراحی مدل هايی مانند مدل اين مقاله در تصميم گيری و 
ارائه خدمات هر چه بهتر برای مشتريان بسيار حائز اهميت است و 
بهتری  رفتار سهام عملکرد  پيش بينی  بحث  در  همچنين می توانند 
مقاله  اين  قيمتی  مدل  از  استفاده  با  ديگر،  به عبارت  دهند.  انجام 
می توانند سناريوهای مختلفی طراحی کنند و با توجه به اين سناريو 
کنند.  انتخاب  بحرانی  مواقع  در  را  سرمايه گذاری  رفتار  بهترين 
ضروری  بسيار  مدل های  چنين  طراحی  بيمه  صنعت  در  ازاين رو 

است.
به عنوان پژوهشی که در ادامه می توان به آن پرداخت، استفاده 
شدت  از  مدلی  به عنوان  تصادفی  ديفرانسيل  معادلات  خانواده  از 
مرگ و مير است. همچنين در مدلی کاربردی تر می توان به خانواده ای 
از مدل های ديفرانسيل تصادفی توأم اشاره نمود. اين دسته از مدل ها 
صادر  گروهی  به صورت  که  است  قابل استفاده  بيمه نامه هايی  برای 
می شود و در اين زمينه مطالعات کمی انجام شده است. از نگاه کلی تر، 
از اين محصولات می توان در فروش محصولات بيمه نامه های زندگی 

در شرکت های بيمه استفاده نمود.
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 هاي متفاوت.استراتژي بهينه سرمايه گذاري براي تابع مطلوبيت تواني با ضريب ريسك گريزي   :1جدول  
Table 1: The optimal investment strategy for the power utility function with different risk aversion coefficients. 

 
 

∗    
0.3878 5.3 3  
0.3810 6.1 3  
0.3213 7.5 5  
0.3176 8.2 5  
0.6961 6.3 1  
0.5917 7.9 1  
0.5774 8.4 1  

  
 

جدول 1:  استراتژی بهينه سرمايه گذاری برای تابع مطلوبيت توانی با ضريب ريسک گريزی های متفاوت.
Table 1: The optimal investment strategy for the power utility function with different risk aversion coefficients.



236

نشریه علمی پژوهشنامه بیمه دوره 12، شماره 3، تابستان 1402، ص  238-225

تعارض منافع
نويسنده )گان( اعلام می دارند که در مورد انتشار اين مقاله تضاد 
منافع وجود ندارد. علاوه بر اين، موضوعات اخلاقی شامل سرقت ادبی، 
رضايت آگاهانه، سوء رفتار، جعل داده ها، انتشار و ارسال مجدد و مکرر 

توسط نويسندگان رعايت شده است.

دسترسی آزاد
مجوز  تحت  مقاله  اين   :2023© نويسنده)ها(  کپی رايت 
استفاده،  بين المللی Creative Commons Attribution 4.0 اجازه 
اشتراک گذاری، اقتباس، توزيع و تکثير را در هر رسانه يا قالبی مشروط 
تغييرات  ذکر  به  مجوز CC منوط  به  دسترسی  دقيق  نحوه  درج  به 
احتمالی بر روی مقاله می باشد. لذا به استناد مجوز مذکور، درج هرگونه 
تغييرات در تصاوير، منابع و ارجاعات يا ساير مطالب از اشخاص ثالث در 

اين مقاله بايد در اين مجوز گنجانده شود، مگر اينکه در راستای اعتبار 
مقاله به اشکال ديگری مشخص شده باشد. در صورت عدم درج مطالب 
مذکور و يا استفاده فراتر از مجوز فوق، نويسنده ملزم به دريافت مجوز 

حق نسخه برداری از شخص ثالث می باشد.
 Creative Commons بين المللی  مجوز  مشاهده  به منظور 

Attribution 4.0 به آدرس زير مراجعه گردد: 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0

یادداشت ناشر
در  حقوقی  مرزهای  به  توجه  با  بيمه  پژوهشنامه  نشريه  ناشر 

نقشه های منتشر شده بی طرف باقی می ماند.

منابع 

Ait-Sahalia, Y.; Cacho-Diaz, J.; Hurd, T.R., (2009). Portfolio 
choice with jumps: A closed-form solution. Annals Appl. 
Probability., 19(2): 556-584 (29 Pages).

Barigou, K.; Delong, L., (2022). Pricing equity-linked life 
insurance contracts with multiple risk factors by neural 
networks. J. Comput. Appl. Math., 404(1).

Ceci, C.; Colaneri, K.; Cretarola, A., (2020). Indifference 
pricing of pure endowments via BSDEs under partial 
information. Scand. Actuarial. J., 2020(10): 904-933 (30 
Pages).

Ceci, C.; Colaneri, K.; Cretarola, A., (2017). Unit-linked life 
insurance policies: Optimal hedging in partially observ-
able market models. Insur. Math. Econ., 76(1): 149-163 
(15 Pages).

Choulli, T.; Hurd, T.R., (2001). The role of hellinger process-
es in mathematical finance. Entropy., 3(3): 150-161 (12 
Pages).

Cox, J.C.; Huang, C.F., (1989). Optimal consumption and 
portfolio policies when asset prices follow a diffusion 
process. J. Econ. Theory., 49(1): 33-83 (51 Pages).

Deelstra, G.; Grasselli, M.; Koehl, P.F., (2004). Optimal de-
sign of the guarantee for defined contribution funds. J. 
Econ. Dyn. Control., 28(11): 2239-2260 (22 Pages).

Dong, Y.; Zheng, H., (2020). Optimal investment with 
S-shaped utility and trading and Value at Risk con-
straints: An application to defined contribution pension 
plan. Eur. J. Oper. Res., 281(2): 341-356 (16 Pages).

Emmer, S.; Klüppelberg, C., (2004). Optimal portfolios 
when stock prices follow an exponential Lévy process. 
Finance. Stochastics., 8(1): 17-44 (28 Pages).

Gao, J., (2008). Stochastic optimal control of DC pension 
funds. Insur. Math. Econ., 42(3): 1159-1164 (6 Pages).

Gerber, H.U., (1997). Life insurance mathematics. Springer. 
Sci. Bus. Media

Gradshteyn, I.S.; Ryzhik, I.M., (2014). Table of integrals, se-
ries, and products. Acad. Press

Huertas, K.E.A.; Alfonso, K.E., (2021). Mathematical re-
serves of unit-linked insurance policies with fractional 
volatility. 

Kallsen, J., (2000). Optimal portfolios for exponential Lévy 
processes. Math. Methods. Oper. Res., 51(1): 357-374 
(18 Pages).

Kou, S.G., (2002). A jump-diffusion model for option pric-
ing. Manage. Sci., 48(8): 1086-1101 (16 Pages).

Kung, K.L.; Yang, S.Y., (2019). Optimal consumption and in-
vestment problem incorporating housing and life insur-
ance decisions: The continuous time case. J. Risk. Insur., 
87(1): 143-171 (29 Pages).

Li, D.; Rong, X.; Zhao, H., (2014). Optimal reinsurance and 
investment problem for an insurer and a reinsurer with 
jump-diffusion risk process under the Heston model. 
Comput. Appl. Mathematics ., 35(2): 533-557 (25 Pag-
es).

Liang, Z.; Ma, M., (2015). Optimal dynamic asset allocation 
of pension fund in mortality and salary risks framework. 
Insur. Math. Econ., 64(1): 151-161 (11 Pages).

Liu, J.; Longstaff, F.A.; Pan, J., (2002). Dynamic asset alloca-
tion with event risk. J. Finance., 58(1): 1-45 (45 Pages).

Merton, R.C., (1969). Lifetime portfolio selection under 
uncertainty: The continuous-timecCase. Rev. Econ. Stat., 
51(3): 247-257 (11 Pages).

Merton, R.C., (1971). Optimum consumption and portfolio 
rules in a continuous-time model. J. Econ. Theory., 3(4): 
373-413 (41 Pages).

Merton, R.C., (1976). Option pricing when underlying 
stock returns are discontinuous. J. Financ. Econ., 3(1/2): 
125-144 (20 Pages).

Øksendal, B., (2013). Stochastic differential equations: An 
introduction with applications. Springer. Sci. Bus. Media

Øksendal, B.; Sulem, A., (2019). Applied stochastic control 
of jump diffusions. Springer. Berlin., 498(1).

Pasin, L.; Vargiolu, T., (2010). Optimal portfolio for CRRA 

http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
https://doi.org/10.1214/08-AAP552
https://doi.org/10.1214/08-AAP552
https://doi.org/10.1214/08-AAP552
https://doi.org/10.1016/j.cam.2021.113922
https://doi.org/10.1016/j.cam.2021.113922
https://doi.org/10.1016/j.cam.2021.113922
https://www.tandfonline.com/doi/full/10.1080/03461238.2020.1790030
https://www.tandfonline.com/doi/full/10.1080/03461238.2020.1790030
https://www.tandfonline.com/doi/full/10.1080/03461238.2020.1790030
https://www.tandfonline.com/doi/full/10.1080/03461238.2020.1790030
https://doi.org/10.1016/j.insmatheco.2017.07.005
https://doi.org/10.1016/j.insmatheco.2017.07.005
https://doi.org/10.1016/j.insmatheco.2017.07.005
https://doi.org/10.1016/j.insmatheco.2017.07.005
https://doi.org/10.3390/e3030150
https://doi.org/10.3390/e3030150
https://doi.org/10.3390/e3030150
https://doi.org/10.1016/0022-0531(89)90067-7
https://doi.org/10.1016/0022-0531(89)90067-7
https://doi.org/10.1016/0022-0531(89)90067-7
https://doi.org/10.1016/j.jedc.2003.10.003
https://doi.org/10.1016/j.jedc.2003.10.003
https://doi.org/10.1016/j.jedc.2003.10.003
https://doi.org/10.1016/j.ejor.2019.08.034
https://doi.org/10.1016/j.ejor.2019.08.034
https://doi.org/10.1016/j.ejor.2019.08.034
https://doi.org/10.1016/j.ejor.2019.08.034
https://doi.org/10.1007/s00780-003-0105-4
https://doi.org/10.1007/s00780-003-0105-4
https://doi.org/10.1007/s00780-003-0105-4
https://doi.org/10.1016/j.insmatheco.2008.03.004
https://doi.org/10.1016/j.insmatheco.2008.03.004
https://link.springer.com/book/10.1007/978-3-662-03460-6
https://link.springer.com/book/10.1007/978-3-662-03460-6
https://doi.org/10.1016/C2010-0-64839-5
https://doi.org/10.1016/C2010-0-64839-5
http://urn.nb.no/URN:NBN:no-89706
http://urn.nb.no/URN:NBN:no-89706
http://urn.nb.no/URN:NBN:no-89706
https://doi.org/10.1007/s001860000048
https://doi.org/10.1007/s001860000048
https://doi.org/10.1007/s001860000048
https://doi.org/10.1287/mnsc.48.8.1086.166
https://doi.org/10.1287/mnsc.48.8.1086.166
https://doi.org/10.1111/jori.12270
https://doi.org/10.1111/jori.12270
https://doi.org/10.1111/jori.12270
https://doi.org/10.1111/jori.12270
https://doi.org/10.1007/s40314-014-0204-1
https://doi.org/10.1007/s40314-014-0204-1
https://doi.org/10.1007/s40314-014-0204-1
https://doi.org/10.1007/s40314-014-0204-1
https://doi.org/10.1007/s40314-014-0204-1
https://doi.org/10.1016/j.insmatheco.2015.05.008
https://doi.org/10.1016/j.insmatheco.2015.05.008
https://doi.org/10.1016/j.insmatheco.2015.05.008
https://ssrn.com/abstract=324045
https://ssrn.com/abstract=324045
https://doi.org/10.2307/1926560
https://doi.org/10.2307/1926560
https://doi.org/10.2307/1926560
https://doi.org/10.1016/0022-0531(71)90038-X
https://doi.org/10.1016/0022-0531(71)90038-X
https://doi.org/10.1016/0022-0531(71)90038-X
https://doi.org/10.1016/0304-405X(76)90022-2
https://doi.org/10.1016/0304-405X(76)90022-2
https://doi.org/10.1016/0304-405X(76)90022-2
https://link.springer.com/book/10.1007/978-3-662-03620-4
https://link.springer.com/book/10.1007/978-3-662-03620-4
https://link.springer.com/book/10.1007/978-3-030-02781-0
https://link.springer.com/book/10.1007/978-3-030-02781-0
https://doi.org/10.1111/j.1468-0300.2010.00222.x


آثار اینشورتک بر بوم کسب  وکار شرکت های بیمه

237

پیوست
در اين پيوست کدهای نوشته شده برای نتايج عددی اين مقاله 
با دو نرم افزار Matlab و Maple پيوست می شود. لازم به ذکر است 
نرخ  برای  و   Maple نرم افزار  از  بهينه  استراتژی  محاسبه  برای  که 
مصرف بهينه از نرم افزار Matlab استفاده شده است. در ابتدا کدهای 
Matlab برای چهار نمودار از نرخ مصرف بهينه قرار داده شده است.

 % % % % % % % % % % % % % % % % %
 Optimal Consumption for Kou Jump
Model%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

 g=8.04; csi=0.3; mu=0.28; sig=0.16; r=0.04; C=1.01;
B=0.01;
x=60; xx=30; pi=0.3901; T=20; fiVG=-0.01; a=0.05;
gg=7.15; fiKOU=0.07;

 ZaribKou=[0.3463 0.7143 1.1053 1.5209 1.9626
 2.4321 2.9312 3.4617 4.0256 4.6252 5.2627 5.9405
 6.6614 7.4279 8.2431 9.1102 10.0325 11.0136 12.0574
13.1678];
t=1:1:T;
s i = ( 1 - g ) * ( r + p i * ( m u + ( 0 . 5 * ( s i g ^ 2 ) ) - r ) -
(0.5*g*((pi*sig)^2)))+fiKOU;
for i=1:length(t)

    
    X=ZaribKou(i)*exp((1/g)*(((B/log(C))*(C^(x+t(i))-

C^x))-si*(T-t(i))));
    XX=ZaribKou(i)*exp((1/gg)*(((B/

log(C))*(C^(xx+t(i))-C^xx))-si*(T-t(i))));
    

    cc(i,:)=exp(a*(T-t(i))/gg)/(XX);
    c(i,:)=exp(a*(T-t(i))/g)/(X);

end
hold on
plot(t,c,’.-’)
plot(t,cc,’-+’)

utility functions when risky assets are exponential addi-
tive processes. Econ. Notes., 39(1/2): 65-90 (26 Pages).

Tankov, P.; Cont, R., (2004). Financial modelling with jump 
processes. Chapman. AMP

Wang, Y.; Zhang, Z.; Yu, W., (2021). Pricing equity-linked 
death benefits by complex Fourier series expansion in 
a regime-switching jump diffusion model. Appl. Math. 
Comput., 399(1).

Xu, W.; Gao, J., (2020). An optimal portfolio problem of DC 

pension with Input-Delay and Jump-Diffusion process. 
Math. Probl. Eng., 1-9 (9 Pages).

Yaari, M.E., (1965). Uncertain lifetime, life insurance, and 
the theory of the consumer. Rev. Econ. Stud., 32(2): 137-
150 (14 Pages).

Yao, H.; Chen, P.; Zhang, M.; Li, X., (2020). Dynamic dis-
crete-time portfolio selection for defined contribution 
pension funds with inflation risk. J. Ind. Manage. Op-
tim., 18(1): 511-540 (30 Pages).

ylabel(‘Optimal Consumption (c^*)’)
xlabel(‘Time(t)’)
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%

 g=3.2; csi=0.3; mu=0.28; sig=0.16; r=0.04; w=100;
x=60; xx=20; pi=0.3901; T=20; fiVG=-0.1;; a=0.05;
gg=2.75; fiKOU=0.7;
t=1:1:T;
s i = ( 1 - g ) * ( r + p i * ( m u + ( 0 . 5 * ( s i g ^ 2 ) ) - r ) -
(0.5*g*((pi*sig)^2)))+fiKOU;
for i=1:length(t)

    X=exp(csi*(w-x-T)-(si*(T-t(i)))/g);
    Y=(csi^(-g-1))*((2*(w-x))/(w-x-t(i)))^(1/g);

    G=gammainc(csi*(w-x),g+1)-gammainc(csi*(w-x-
t(i)),g+1);

    
    XX=exp(csi*(w-xx-T)-(si*(T-t(i)))/gg);
    YY=(csi^(-gg-1))*((2*(w-xx))/(w-xx-t(i)))^(1/gg);

    GG=gammainc(csi*(w-xx),gg+1)-gammainc(csi*(w-
xx-t(i)),gg+1);

    
    cc(i,:)=exp(a*(T-t(i))/gg)/(GG*XX*YY);
    c(i,:)=exp(a*(T-t(i))/g)/(G*X*Y);

end
hold on
plot(t,c,’.-’)
plot(t,cc,’-+’)
ylabel(‘Optimal Consumption (c^*)’)
xlabel(‘Time(t)’)
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%
C=1.01; B=0.01; T=20; x=30; a=0.05; xx=60;
t=1:1:T;
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for i=1:length(t)
    X=mfun(‘Ei’,(B*(C^x))/log(C));
    Y=mfun(‘Ei’,(B*(C^(x+t(i))))/log(C));
    Z=exp(a*(T-t(i))-(B*C^(x+t(i)))/log(C))*log(C);

    
    XX=mfun(‘Ei’,(B*(C^xx))/log(C));
    YY=mfun(‘Ei’,(B*(C^(xx+t(i))))/log(C));
    ZZ=exp(a*(T-t(i))-(B*C^(xx+t(i)))/log(C))*log(C);

    
    c(i,:)=Z/(Y-X);
    cc(i,:)=ZZ/(YY-XX);

end
hold on
plot(t,c,’.-’)
plot(t,cc,’-+’)
ylabel(‘Optimal Consumption (c^*)’)
xlabel(‘Time(t)’)
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%
alpha=0.05; x=60; w=100; xx=30;
t=1:1:20;
for i=1:length(t)

    c(i,:)=((w-x)*(alpha^2))/((1+(alpha*t(i))-alpha*(w-
x))+exp(alpha*t(i))*(1+alpha*(w-x)));

    
    cc(i,:)=((w-xx)*(alpha^2))/((1+(alpha*t(i))-

alpha*(w-xx))+exp(alpha*t(i))*(1+alpha*(w-xx)));

    
end
hold on
plot(t,c,’.-’)
plot(t,cc,’-+’)
ylabel(‘Optimal Consumption (c^*)’)
xlabel(‘Time(t)’)
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%

در کد زير استراتژی بهينه محاسبه شده است. روش محاسبه به 
کمک روش های انتگرال گيری که در نرم افزار Maple موجود است، 

استفاده شده است.

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
alpha=0.05; x=60; w=100; xx=30; 
t=1:1:20; 
for i=1:length(t) 
    c(i,:)=((w-x)*(alpha^2))/((1+(alpha*t(i))-alpha*(w-x))+exp(alpha*t(i))*(1+alpha*(w-x))); 
     
    cc(i,:)=((w-xx)*(alpha^2))/((1+(alpha*t(i))-alpha*(w-xx))+exp(alpha*t(i))*(1+alpha*(w-xx))); 
     
end 
hold on 
plot(t,c,'.-') 
plot(t,cc,'-+') 
ylabel('Optimal Consumption (c^*)') 
xlabel('Time(t)') 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
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alpha=0.05; x=60; w=100; xx=30; 
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for i=1:length(t) 
    c(i,:)=((w-x)*(alpha^2))/((1+(alpha*t(i))-alpha*(w-x))+exp(alpha*t(i))*(1+alpha*(w-x))); 
     
    cc(i,:)=((w-xx)*(alpha^2))/((1+(alpha*t(i))-alpha*(w-xx))+exp(alpha*t(i))*(1+alpha*(w-xx))); 
     
end 
hold on 
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%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

 
موج  ود اس  ت، اس  تفاده ش  ده    Mapleافزار  گيری که در نرمهای انتگرالدر کد زير استراتژی بهينه محاسبه شده است. روش محاسبه به کمک روش

 است.

>  

>  

  
>  

>  

>  

>  

>  

>  

 
 

AUTHOR(S) BIOSKETCHES  نويسندگان   معرفي  

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
alpha=0.05; x=60; w=100; xx=30; 
t=1:1:20; 
for i=1:length(t) 
    c(i,:)=((w-x)*(alpha^2))/((1+(alpha*t(i))-alpha*(w-x))+exp(alpha*t(i))*(1+alpha*(w-x))); 
     
    cc(i,:)=((w-xx)*(alpha^2))/((1+(alpha*t(i))-alpha*(w-xx))+exp(alpha*t(i))*(1+alpha*(w-xx))); 
     
end 
hold on 
plot(t,c,'.-') 
plot(t,cc,'-+') 
ylabel('Optimal Consumption (c^*)') 
xlabel('Time(t)') 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
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