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Abstract 
Index tracking, known as one of the passive management methods of 

investing, seeks to form portfolios in such a way that replicate the 
performance of market index.  In this study, the application of a binary 
optimization model in time series clustering to form an index tracker portfolio 
is investigated. For the clustering process, various time series similarity 
measures including Capula-based correlation coefficients and dynamic 
distance based approaches have been used. Out-of-sample test on market 
ratios and tracking error of portfolios based on 50 More Active Company 
index of Tehran Stock Exchange in the period from beginning of 1394 till the 
end of spring 1397 indicates that portfolios have been successful in tracking 
index and average tracking error of portfolios did not differ significantly. 
Also, pairwise comparisons test on portfolio tracking error indicates that 
portfolios tracking error does not differ significantly. 
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بر  یمبتن يکردهایبر کاپولا و رو یمبتن یهمبستگ بیکاربرد ضرا

منظور  به یزمان يهايسر انیشباهت م نییدر تع ایپو يزیربرنامه
 1بر شاخص یمبتن يپرتفو لیو  تشک يبندخوشه
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 چکیده
، گذاري شناخته شده استهاي مدیریت غیرفعال سرمایهردیابی شاخص که به عنوان یکی از روش

نزدیک به  اياي است که در طول زمان با کمترین میزان خطا، بازدهگونهبه دنبال تشکیل پرتفوي، به
بندي ریزي صفر و یک در خوشهبرنامهشاخص داشته باشد. در این پژوهش به بررسی کاربرد یک مدل 

بندي، وشهمنظور فرایند خبه است.منظور تشکیل پرتفوي ردیاب شاخص پرداخته شدههاي زمانی بهسري
چنین بر کاپولا هم استوارهاي زمانی از جمله، ضرایب همبستگی هاي متنوع سنجش شباهت سريمعیار

است. هاي زمانی، مورد استفاده قرار گرفتههت سريرویکردهاي پویا در سنجش شبا استوار برفاصلۀ 
تر شرکت فعال 50بر شاخص  استوارآزمون خارج از نمونه بر روي نسبت بازار و خطاي ردیابی پرتفوهاي 

نشان از این موضوع  1397تا پایان بهار سال  1394بورس اوراق بهادار تهران در بازه زمانی ابتداي سال 
اند و متوسط خطاي ردیابی روزانۀ پرتفوها داراي دهکریابی شاخص موفق عمل ها در رددارد که پرتفو

ی گیرانه مقایسات زوجی بر روي خطاي ردیابداري با یکدیگر نیست. همچنین آزمون سختتفاوت معنی
 دار ندارد.   ها با یکدیگر تفاوت معنیها نیز نشان از این موضوع دارد که خطاي ردیابی پرتفوپرتفو
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 مقدمه
گذاري شامل یک طیف گسترده هستند که رویکردهاي غیرفعال هاي مدیریت سرمایهروش

در ابتداي آن رویکردهاي فعال در سوي دیگر این طیف قراردارند. ردیابی شاخص، یکی از 
لی است. به طور کقرار گرفته یادشدههایی است، که در ابتداي طیف پرکاربردترین روش

فرض کارایی اطلاعاتی بازار سرمایه استوار است با ایجاد رویکرد غیرفعال که براساس 
 نظر پذیري عملیاتی مدیر، ضوابط مشخصی را براي مدیر درمحدودیت در میزان انعطاف

ي، به دنبال گذارنه مدیریت سرمایهشاخص به عنوان یکی از رویکردهاي منفعلاردیابی گیرد. می
دهنده یک هاي تشکیلگذاري در تعدادي از سهماي است که با سرمایهتشکیل پرتفوي به گونه

 . کندشاخص، عملکرد شاخص را بازسازي 

ص هاي تشکیل دهنده شاخدهنده پرتفوي، از سهامهاي تشکیلبدون تردید هرچه تعداد سهم
تفاده از کردن این اختلاف با اسگیرد. کمینهمی کمتر باشد، عملکرد پرتفوي از شاخص فاصله

 استواروي هاي تشکیل پرتفتواند به عنوان یکی از روشسازي ریاضی میبهینهیک مدل پیچیده 
د ها با توجه به نیازشان به تخمین پارامترهاي متعدبر شاخص مورد استفاده قرار گیرد. اما این مدل

داراي  ،آنها، به خصوص در زمانی که در سایز واقعی مورد استفاده قرار گیرند بینیو پیش
نی و محاسباتی بالایی خواهند بود. استفاده مستقیم از مدل میانگین واریانس و پیچیدگی زما

دیابی هاي رهاي عاملی که در ادبیات موضوع به عنوان روشهمچنین استفاده غیر مستقیم از مدل
گیرند نیز، پژوهشگران را با اند و در قسمت بعدي مورد بررسی قرار میشاخص معرفی شده

 . کردروبرو خواهند  بالاهاي محدودیت
، رویکرد بر شاخص استواریکی دیگر از رویکردهاي مورد استفاده براي تشکیل پرتفوي 

هایی از شاخص که داراي روند هاي زمانی است. در این رویکرد، سهمبندي سريخوشه
گیرند و از هر گروه یک نماینده براي تشکیل عملکردي مشابه هستند، در یک گروه قرار می

هاي تنها به تخمین میزان شباهت میان سري ،است که این روش روشنشود. ي انتخاب میپرتفو
بندي نیاز دارد و در نتیجه پیچیدگی محاسباتی رویکردهاي قبلی را نخواهد زمانی به منظور خوشه

 داشت.
هاي بندي سهمخوشه برايسازي صفر و یک، این پژوهش به ارائه یک مدل بهینه

بندي، بر ص و در نتیجه تشکیل پرتفوي ردیاب شاخص پرداخته است. خوشهدهنده شاختشکیل
بر  واراستتوان به رویکردهاي شود که در این میان میاساس معیارهاي شباهت متنوعی انجام می
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. پژوهش کردبر کاپولا اشاره  استوار) و رویکردهاي EDRو  DTWریزي پویا (مانند برنامه
ر هاي مورد استفاده داست که کدام یک از رویکرد پرسشاین  دهی بهحاضر به دنبال پاسخ

ري منتج شاخص با عملکرد بهتهاي زمانی، به تشکیل پرتفوي ردیاب تعیین شباهت میان سري
شود. هاي حاصل، پاسخ داده میخطاي ردیابی پرتفو با آزمون مقایسه پرسشد؟ و این شومی

دهنده برتري پرتفوي ایجاد شده در ردیابی شاخص تر، نشانبدون تردید، خطاي ردیابی پایین
 است. 

در ادامه متن حاضر، در قسمت بحث و بررسی به بیان مساله و اهمیت آن و همچنین، مروري 
ش در وههاي پژها و فرضیهشود. همچنین پرسشو مبانی نظري پرداخته میپژوهش  بر پیشینه

ه و و فنون تجزیپژوهش دهی به آنها در بخش روش پاسخ این قسمت معرفی شده و چگونگی
هاي تحلیل اطلاعات مورد اشاره قرار خواهند گرفت. در ادامه پس از ارائه قسمت بحث در یافته

ورد گیري و ارائه پیشنهادها مدهد، بخش نتیجهمیتوسعه را  هاهپژوهش که نتایج آزمون فرضی
 گیرد. بررسی قرار می

 
 بحث و بررسی

 و اهمیت آن مسالهیان ب
هاي غیرفعال در مدیریت پرتفوي، از اهمیت بالایی ردیابی شاخص، به عنوان یکی از روش

ور سازي صفر و یک به منظدر ادبیات مالی برخوردار است. این پژوهش به ارائه یک مدل بهینه
ن موضوع یترپردازد. مهمبر شاخص می استوارهاي زمانی، و تشکیل پرتفوي بندي سريخوشه

ترین همبندي است. مهاي زمانی تعیین معیار سنجش شباهت در فرایند خوشهبندي سريدر خوشه
) و ضرایب DTW ،EDRهاي سنجش میزان شباهت پویا (مانندهدف این پژوهش بررسی معیار

 آنها در هاي زمانی و تحلیل تاثیر استفاده ازبندي سريبر کاپولا منظور خوشه استوارهمبستگی 
 بر شاخص است. استوارمدل تشکیل پرتفوي 

 
 پژوهش مروري بر پیشینه

هاي ردیابی شاخص و توان روشآید میاز آنچه که در بررسی ادبیات موضوع به دست می
ه . طبقه اول، به طور مستقیم بکردگروه کلی، طبقه بندي  4توان به تشکیل پرتفوي ردیاب را می

 که با عنوان خطاي ردیابی معروف است-پرتفوي و شاخص  سازي اختلاف میان عملکردکمینه
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. در مورد خطاي ردیابی تعاریف گوناگونی در ادبیات موضوع )2012، 1(چن و روي پردازندمی
 مورد انتظار شاخص هارائه شده است. برخی خطاي ردیابی را به عنوان قدرمطلق اختلاف بازد

برخی ). 2011و همکاران،  3میهوا ؛1994، 2كکراس، استیتمن، کلار( انددهکرپرتفوي معرفی 
ها واریانس اختلاف بین بازده شاخص و پرتفوي را به عنوان معیار خطاي ردیابی دیگر از پژوهش

). 2012، 5؛ رول و رونالد1990؛ مید و سالکین، 1989، 4مید و سالکین( انددهکرمعرفی 
شاخص و پرتفوي به عنوان خطاي پژوهشگران دیگري به معرفی مجموع مجذور اختلاف بازده 

. همانطور که در تعریف خطاي ردیابی )2012و همکاران،  6(بیسلی ردیابی و پرتفوي پرداختند
ست، ا روشنشاخص و یا مجذور این اختلاف  ،پرتفوي هبه عنوان واریانس اختلاف بین بازد

نظر محاسباتی ریزي درجۀ دوم است از له برنامهاسازي خطاي ردیابی یک مسله کمینهامس
به بررسی رویکردهاي ابتکاري براي  پژوهشگرانهاي خاص خود را دارد. برخی پیچیدگی

د (بیسلی و کردنتمرکز  مسالهپرداختند و در واقع بر روي پیچیدگی محاسباتی  مسالهتحلیل 
اي ) نیز به بررسی الگوریتم ابتکاري پذیرش آستانه2002ي (لزگیلی و ک). 2012همکاران، 

د (گیلی و کردنختند و این الگوریتم را به عنوان رویکردي موثر در ردیابی شاخص معرفی پردا
 .)2002، 7کلِزي

لافات بازده تسازي قدرمطلق اخ) به جاي واریانس، به کمینه2001کنو و ویجایانایاکا (
، 8كایانایا(کونو و ویج پرتفوي با استفاده از الگوریتم شاخه و کران پرداختند هشاخص و بازد

لیل هاي استاندارد تح) با اشاره به پیچیدگی زمانی الگوریتم2017و همکاران ( 9سانت آنا). 2001
ریزي درجه دوم به ارائه یک الگوریتم ابتکاري مبتنی بر الگوریتم ژنتیک پرداختند برنامه مساله

تر از و دکس را با موفقیت و در زمانی مناسب 100، فتسی 500و سه شاخص اس اندپی 
) 2017(گارسیا و همکاران ).2017آنا و همکاران،  کردند (سانتهاي استاندارد ردیابی الگوریتم

به مقایسه دو الگوریتم فراابتکاري جستجوي ممنوع و الگوریتم ژنتیک در تشکیل پرتفوي 
شاخص واقعی پرداختند و برتري الگوریتم جستجوي ممنوع را در  7بر  استوارردیاب شاخص 
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 2رودلف، مارکوس و پورگن ).2017، 1کردند (گارسیا، گوئیجارو و الُیورصوص اثبات این خ
 گیري خطاي ردیابی پرداختند و با استفاده از) نیز به معرفی معیارهایی خطی براي اندازه1999(

 را استخراج کردند مسالهو جواب  کردندریزي خطی مقدار خطاي ردیابی را کمینه برنامه
) به تحلیل مدل با استفاده از 2017( آنا و همکارانسانت ).1999و پورگن،  (رودلف، مارکوس

انباشتگی پرداختند و عملکرد مشابه این دو رویکرد را در تشکیل رویکردهاي همبستگی و هم
سانتاآنا و ( بر شاخص بر اساس اطلاعات بازار سرمایه کشور برزیل نشان دادند استوارپرتفوي 

) نیز با مقایسه این دو رویکرد بر اساس 1396لو، شفیع زاده و قهرمانی (ضعیو ).2017همکاران، 
 انباشتگی در تشکیل پرتفوي ردیاببر هم استواراطلاعات بازار سرمایه ایران، برتري مدل 

با استفاده از الگوریتم کرم  مساله) به تحلیل 1394. سجادي و سبزواري (کردندشاخص را اثبات 
میري، کرمی . اکردندایجاد  مسالهاي براي تحلیل چیدگی زمانی چندجملهشبتاب پرداختند و پی

) نیز با استفاده از الگوریتم بیگ بنگ، بیگ کرانچ و الگوریتم دیفرانسل 1395و ناصر پور (
 پرداختند.  بالا مسالهتکاملی به تحلیل 

ر هاي عاملی به منظورویکرد دیگري که در ادبیات به آن اشاره شده است، استفاده از مدل
هاي مدل .)2012(چن و روي،  هاي پرتفوي ردیاب و شاخص استبین مشخصه همخوانیایجاد 

سازند. براي مثال یک مدل یک سهم را به یک یا چند عامل اقتصادي مربوط می هعاملی بازد
 ندکناز یک مدل رگرسیون خطی استفاده می iسهم  هآوردن بازددستر بهمنظوشاخصی بهتک

 به این ترتیب که:) 2003، 3(بیسلی، مید و چانگ

𝑟𝑟i )1رابطه ( = α𝑖𝑖 + β𝑖𝑖 . r𝑀𝑀 + 𝜀𝜀 

شاخص ارزیابی ریسک سیستماتیک است. در علوم مالی ریسک را به دو دسته سیستماتیک  iبتاي سهم 
گردد و ریسک کنند. ریسک غیرسیستماتیک به مشخصات شرکت باز میبندي میو غیرسیستماتیک تقسیم

ایطی که بتاي سازي واریانس تحت شرسیستماتیک نیز به مشخصات کلی بازار مربوط است. یک مدل کمینه
رد. از آنجا عنوان یک روش تشکیل پرتفوي ردیاب مورداستفاده قرارگیتواند بهمی ،فوي برابر با یک باشدپرت

 1ر با شاخص حرکت کند و ضریب رگرسیون شاخص نسبت به خودش براب یکسانکه پرتفوي ردیاب باید 
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هاي معاملاتی ) با درنظرگرفتن چندین عامل و هزینه2004و همکاران( 2اردوگان ).1980، 1(رود خواهد بود
به منظور برآورد  پژوهشگراناین  ).2004ان و همکاران، گ(ارِدو سازي شاخص شارپ پرداختندبه بیشینه

. کردنداستفاده  )1963، 3(شارپ ايهاي سرمایهگذاري داراییها از مدل قیمتدارایی بازدهتري از دقیق
 ا و وزنهیک مدل عاملی، پویایی شاخص که به دلیل تغییر قیمت سهم ) با ارائه2006ی و مارسلینو (کوریل

دیابی شاخص ر مسالهافتد را در نظر گرفته و با استفاده از این مدل پویا به تحلیل آنها در شاخص اتفاق می
تفاده از یک مدل چندعاملی براي ) با اس2013و همکاران ( 5جنگ ).2006، 4(کورییلی و مارسلینو پرداختند

 50بر شاخص  تواراسدهی، به تشکیل پرتفوي شاخصی ارتقایافته ها و تکنیک ادهاك براي وزنانتخاب سهم
 که این مدل به نسبت اطلاعاتی بالاتر نسبت به رویکردهاي کردندشرکت شانگاهاي پرداختند و اثبات 

) با استفاده 1394پور، تندنویس و هاشمی (فلاح .)2013(جنگ و همکاران،  شوداستاندارد منتج می
پرداختند و عدم قطعیت موجود در  1سازي واریانس جزء اخلال به تشکیل پرتفویی با بتاي نزدیک به کمینه

 .کردنداستوار تحلیل  سازيپارامترهاي مدل را با استفاده از رویکرد بهینه
انس روش میانگین واری ،گیردرار میروش دیگري که براي ردیابی شاخص مورد استفاده ق

به  )1959( 6زسازي مارکویتبا استفاده از رویکرد بهینه )1992( مارکوییتز است. رچارد رول
هاي معاملاتی را نیز به این مدل ) هزینه 1998تشکیل پرتفوي ردیاب شاخص پرداخته و راودر (

عاملی فاما و فرنچ  3) با ارائه مدل پایدار 2016روي و دخیانگ ( ).1998، 7کرد (رووِدِراضافه 
هاي عاملی و رویکرد میانگین واریانس براي تشکیل پرتفوي شاخصی افزوده به ترکیب مدل

و با بازنویسی مدل و تبدیل آن به یک مدل بهینه سازي ترکیبی مخروطی درجه دوم  پرداختند
د بر شاخص شارپ بهتر خواه استوارهاي ر نسبت به مدلنشان دادند که عملکرد این مدل پایدا

این رویکرد به منظور تشکیل پرتفوي شاخصی بهبود یافته نیز  ).2016، 8(روي و دِکسیانگ بود
بهبود  یصندوق شاخص .)1398رداري قرار میگیرد(انصاري، بهزادي و تندنویس؛ بمورد بهره 

 گر،ید يونسبت به شاخص است و از س شتریه ببه بازد یابیدست يدر تلاش برا کسویاز  افتهی
 .)1390(حجازي، جعفري، دلشادي،  کندیکاهش انحراف از شاخص تلاش م يبرا

                                                                                                                                      
1. Rudd 
2. Erdogan 
3. Sharpe 
4. Corielli & Marcellino 
5. jeng 
6. Markowitz 
7. Rohweder 
8. Roy & Dexiang 
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ه بسیاري بر شاخص نیز مورد توج استوارهاي زمانی براي تشکیل پرتفوي بندي سريرویکرد خوشه
جمعی هم پایهبندي بر مدل خوشه ه) به ارائ2004( 1از پژوهشگران قرار گرفته است. فوکاردي و فبوزي

) با استفاده از رویکرد 2005بر شاخص را تشکیل دادند. داز و کینوتی ( استوارپرداختند و پرتفوي 
 اندمانی پرداختههاي زبندي سريردیابی شاخص با استفاده از خوشه مسالهریزي تصادفی، به تحلیل برنامه

) مدل بهینه سازي صفر و یک را براي 2005( 3ونچیکورنجلوس و توت). 2005، 2(داس و سینکاتی
، و توتونچی کورنجلوسکردند (ها زمانی بر مبناي ضریب همبستگی پیرسون را معرفی بندي سريخوشه
قطعیت ضریب ) عدم1399) و امیري و شهسواري و چالسپاري (1394پور و تندنویس (، فلاح)2005

 ار دادند. سازي استوار مورد بررسی قراستفاده از رویکرد بهینههمبستگی به عنوان پارامتر این مدل را با 
 

 ادبیات و چارچوب نظري
هاي مورد استفاده براي سنجش میزان شباهت در این بخش از پژوهش به معرفی شاخص

 پردازد:هاي زمانی میسري
 DTWرویکرد 

اي زمان، مورد محاسبه ه تغییرات پویرویکرد پیچش زمانی پویا بهترین نگاشت بین دو سري زمانی را با توجه ب
𝑖𝑖براي  𝑥𝑥(𝑖𝑖)دهد. دو سري زمانی به صورت قرار می = {1. … . .𝑚𝑚}  و𝑦𝑦(𝑗𝑗)  براي𝑗𝑗 = {1. … . .𝑛𝑛} 

.𝑑𝑑(𝑖𝑖با اجزاي  𝐷𝐷𝑚𝑚×𝑛𝑛را در نظر بگیرید. براي این دو سري، ماتریس  𝑗𝑗) گیرد. مورد محاسبه قرار می𝑑𝑑(𝑖𝑖. 𝑗𝑗) 
 شود. به طوري که:معرفی می 𝑦𝑦(𝑗𝑗)و  𝑥𝑥(𝑖𝑖)به عنوان فاصله محلی دو جزء 

.𝑑𝑑(𝑖𝑖 )2رابطه ( 𝑗𝑗) = (𝑥𝑥(𝑖𝑖) − 𝑦𝑦(𝑗𝑗))2 

 شود:به صورت زیر معرفی می yو  xبه عنوان نگاشتی بین  Wمسیر پیچشی 

𝑊𝑊   )                                                        3رابطه ( = �
𝑤𝑤𝑥𝑥(𝑘𝑘)
𝑤𝑤𝑦𝑦(𝑘𝑘)�            𝑘𝑘 = 1.2. … . 𝑝𝑝 

دهند. به را نشان می 𝑦𝑦و  𝑥𝑥اجزا در سري زمانی  ترتیب مرتبهبه 𝑤𝑤𝑥𝑥(𝑘𝑘) و 𝑤𝑤𝑦𝑦(𝑘𝑘) بالادر رابطه 

با  𝑥𝑥امین جزء سري زمانی  𝑤𝑤𝑥𝑥(𝑘𝑘)نشان دهنده این موضوع است که  ′(𝑤𝑤𝑦𝑦(𝑘𝑘) و 𝑤𝑤𝑥𝑥(𝑘𝑘))عبارتی 
𝑤𝑤𝑦𝑦(𝑘𝑘)  امین جزء سري زمانی𝑦𝑦  هم تراز شده است. این مسیر پیچشیW  کندباید در شرایط زیر صدق: 

                                                                                                                                      
1. Focardi & Fabozzi 
2. Dos & Cincotti 
3. Cornuejols, Tutuncu 
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𝑊𝑊(1)شرایط مرزي: یک مسیر پیچشی باید از نقطه  • = �1
آغاز شده و در نقطه  �1

𝑊𝑊(𝑝𝑝) = �m
n� .پایان یابد. به عبارتی نقاط ابتدایی و انتهایی مسیرها منتاظر هستند 

 اي قرار گیرند که:باید به گونه 𝑊𝑊شرایط پیوستگی مسیر: اجزاي مسیر  •

𝑤𝑤𝑥𝑥(𝑘𝑘 )4رابطه ( + 1) − 𝑤𝑤𝑥𝑥(𝑘𝑘) ≤ 1  
𝑤𝑤𝑦𝑦(𝑘𝑘 + 1) −𝑤𝑤𝑦𝑦(𝑘𝑘) ≤ 1 

روي مسیر، هر یک از ابعاد حداکثر یک کند که در هر پیشبه عبارتی این شرط بیان می
 .کردواحد تغییر خواهند 

 اي قرار گیرند که:باید به گونه Wشرط یکنواختی: اجزاي مسیر  •

𝑤𝑤𝑥𝑥(𝑘𝑘 )5رابطه ( + 1) − 𝑤𝑤𝑥𝑥(𝑘𝑘) ≥ 0  
𝑤𝑤𝑦𝑦(𝑘𝑘 + 1) −𝑤𝑤𝑦𝑦(𝑘𝑘) ≥ 0. 

مت ها حرکت به سکند که در هر گام مسیر، هیچ یک از سريعبارتی این شرط بیان میبه
 عقب نخواهند داشت. 

 دهد:تصویر زیر یک مسیر پیچشی را به صورت نمادین نشان می

 

ه .1تصویر  ي نمون دو سر ن  ت بی ي از یک نگاش  yو  xا
 

قابل  Yو  Xسیر بین دو سري زمانی شمار ممشخص است، بی بالاهمانطور که در تصویر و توضیحات 
به عنوان مسیر بهینه معرفی  Yو  Xمعرفی است. در رویکرد پیچش زمانی پویا، مسیري با کمترین مسافت بین 

 ریزي پویا به شکل زیر قابل یافتن است:شود. این مسیر با استفاده از تکنیک برنامهمی
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�)    6رابطه (
𝑟𝑟(𝑖𝑖. 𝑗𝑗) = 𝑑𝑑(𝑖𝑖. 𝑗𝑗) + min {𝑟𝑟(𝑖𝑖 − 1. 𝑗𝑗 − 1). 𝑟𝑟(𝑖𝑖 − 1. 𝑗𝑗). 𝑟𝑟(𝑖𝑖. 𝑗𝑗 − 1)}
DTW(x. y) = min{r(m. n)}                                                               

.𝑟𝑟(𝑖𝑖 بالاریزي پویا برنامه در رابطه 𝑗𝑗) 0و0کمترین فاصله تجمعی میان نقاط ( دهندهنشان(  
، کردرا مشخص  Wبتوان مسیر بهینه  بالاریزي پویاي برنامه مسالهاست. اگر با تحلیل   )iوjو (

 شوند:به دو سري زمانی جدید تبدیل می Yو  Xدو سري زمانی اولیه 

���𝑥𝑥𝑘𝑘� )7رابطه ( = 𝑥𝑥(𝑤𝑤𝑥𝑥(𝑘𝑘))
𝑦𝑦𝑘𝑘��� = 𝑦𝑦(𝑤𝑤𝑥𝑥(𝑘𝑘))            𝑘𝑘 = 1.2. … 𝑝𝑝 

را به  DTW، شاخص بالااقلیدسی دو سري زمانی جدید  توان با محاسبه فاصلهحال می
 2؛ شن1994، 1(برنت و کلیوفورد عنوان شاخص شباهت دو سري زمانی مورد محاسبه قرار داد

 ): 2016و همکاران، 

 )8رابطه (
𝐷𝐷𝐷𝐷𝑊𝑊(𝑥𝑥.𝑦𝑦) = �(�̅�𝑥(𝑘𝑘) − 𝑦𝑦�(𝑘𝑘))2

𝑝𝑝

𝑘𝑘=1

 

 
 EDRرویکرد 

را با چالش  DTWتواند رویکرد یکی از رویکردهاي نوینی است که می EDRرویکرد 
ریزي پویا به شکل زیر تواند با استفاه از رویکرد برنامهمی EDR جدي روبرو سازد. محاسبه

 انجام شود:
 )9رابطه (

𝐷𝐷(𝑖𝑖. 𝑗𝑗) =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝐷𝐷(𝑖𝑖 − 1. 𝑗𝑗 − 1)      
                                                          𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑚𝑚�𝑥𝑥(𝑖𝑖).𝑦𝑦(𝑖𝑖)� = 1 

 
1 + min{𝐷𝐷(𝑖𝑖 − 1. 𝑗𝑗 − 1).𝐷𝐷(𝑖𝑖 − 1. 𝑗𝑗).𝐷𝐷(𝑖𝑖. 𝑗𝑗 − 1)}

                                                           𝑖𝑖𝑖𝑖𝑚𝑚�𝑥𝑥(𝑖𝑖).𝑦𝑦(𝑖𝑖)� = 0

  

𝐸𝐸𝐷𝐷𝐸𝐸(𝑥𝑥.𝑦𝑦) = �(�̅�𝑥(𝑘𝑘) − 𝑦𝑦�(𝑘𝑘))2
𝑝𝑝

𝑘𝑘=1

 

 : بالاکه در رابطه 

                                                                                                                                      
1. Berndt & Clifford 
2. Shen 



 ... ردهايرویکبر کاپولا  یمبتن یهمبستگ بیکاربرد ضراو همکاران:  تندنویس 56 

.𝑚𝑚�𝑥𝑥(𝑖𝑖) )10رابطه ( 𝑦𝑦(𝑖𝑖)� = 𝜃𝜃(𝜀𝜀 − 𝑖𝑖(𝑥𝑥(𝑖𝑖). 𝑦𝑦(𝑖𝑖)) 

مقداري مثبت و یا صفر را به خود تخصیص دهد،  zشود که اگر به صورتی بیان می 𝜃𝜃تابع 

𝜃𝜃(𝑧𝑧) = 𝜃𝜃(𝑧𝑧)خواهد بود. در غیر این صورت   1 = ؛ چن و 2013و همکاران،  1(وانگ .0
 ).2014، 2؛ سِرا و اِکروس2005همکاران، 
 دهد.اي است که اختلاف فاز سري هاي زمانی را به عنوان ورودي مورد کنترل قرار میهم آستانه 𝜀𝜀مقدار 

 
 رویکرد کاپولا

هاي زمانی مختلف را به توزیع مشترك آنها اي سريتواند توزیع حاشیهاین رویکرد می
سکلار براي . بر اساس تئوري اکندمرتبط سازد تا همبستگی میان دو متغیر تصادفی را تشریح 

.𝐹𝐹(𝑥𝑥1توزیع مشترك دو بعدي  𝑥𝑥2)  براي دو متغیر تصادفی𝑋𝑋1  و𝑋𝑋2 اي هاي حاشیهبا توزیع
𝐹𝐹(𝑥𝑥1)  و𝐹𝐹(𝑥𝑥2) یک تابع کاپولا𝐶𝐶  :وجود دارد که 

.𝐹𝐹(𝑥𝑥1 )11رابطه ( 𝑥𝑥2) = 𝐶𝐶[𝐹𝐹1(𝑥𝑥1).𝐹𝐹2(𝑥𝑥2)] 

 داریم: بالابا مشتق گرفتن از دو طرف معادله 

 )12رابطه (

𝜕𝜕2𝐹𝐹(𝑥𝑥1. 𝑥𝑥2)
𝜕𝜕𝑥𝑥1𝜕𝜕𝑥𝑥2

=
𝜕𝜕2𝐶𝐶[𝐹𝐹1(𝑥𝑥1).𝐹𝐹2(𝑥𝑥2)]

𝜕𝜕𝐹𝐹1𝜕𝜕𝐹𝐹2
𝑖𝑖1(𝑥𝑥1). 𝑖𝑖2(𝑥𝑥2)

=
𝜕𝜕2𝐶𝐶[𝑢𝑢1.𝑢𝑢2]
𝜕𝜕𝑢𝑢1𝜕𝜕𝑢𝑢2

× �
𝜕𝜕𝐹𝐹𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑖𝑖)
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

= 𝑐𝑐(𝑢𝑢�) × �𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑖𝑖)
𝑖𝑖

 

𝑢𝑢𝑖𝑖و  𝐹𝐹𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑖𝑖)تابع چگالی  دهندهنشان 𝑖𝑖𝑖𝑖، بالادر رابطه  𝑖𝑖براي هر   = = �𝑢𝑢و  2و1 = (𝑢𝑢1.𝑢𝑢2)  و
𝑐𝑐(𝑢𝑢�)  ،ر هر تابع توزیع احتمال قضیه اسکلا برپایهتابع چگالی کاپولاست. هنگامی که متغیرهاي پیوسته باشند

 داده شود.  نشان بالااي و یک ساختار وابستگی به صورت معادله تواند با یک توزیع حاشیهچند متغیره می
را با استفاده  توان آنها پیوسته باشند، کاپولا یکتاست و به صورت یکتا میاگر همه حاشیه

ت که هیچ شده این اس بیانترین ویژگی نتیجه مهم اي بیان کرد.از مقادیر مختلف تابع حاشیه
 اي وجود ندارد. هاي حاشیهالزامی مبنی بر تشابه توزیع

                                                                                                                                      
1. Wang 
2. Serra & Acros 
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اي سازد که بتوانند با توابع کاپولاي متنوع توزیع حاشیهرا قادر می پژوهشگران ،این تئوري
هاي گو، المتغیرهاي تصادفی را با توزیع مشترك آنها مرتبط سازند و از طریق این ارتباط

 ).2007، 1(پاتونها را تشخیص دهندهمبستگی میان این متغیر
 

 کاپولاي نرمال 
 : )2000، 2(سانگ کرد) تابع توزیع خانواده کاپولاي نرمال را به صورت زیر معرفی 2000سونگ (

𝐶𝐶𝐺𝐺𝐺𝐺(𝑢𝑢1.𝑢𝑢2;𝜌𝜌)          )                               13رابطه ( = 𝛹𝛹𝑝𝑝(𝛹𝛹−1(𝑢𝑢1).𝛹𝛹−1(𝑢𝑢2)) 

 است. 𝜌𝜌𝜌𝜌(0.1)تابع توزیع نرمال استاندارد دومتغیره، با ضریب همبستگی  𝛹𝛹𝑝𝑝 بالاکه در رابطه 
 شود:تابع چگالی کاپولاي گوسین به صورت زیر معرفی می

.𝐶𝐶𝐺𝐺𝐺𝐺(𝑢𝑢1.𝑢𝑢2 )15رابطه ( . . . .𝑢𝑢𝑛𝑛;𝛴𝛴) = |𝛴𝛴|−
1
2exp (−

1
2
𝜉𝜉′(𝛴𝛴−1 − 𝐼𝐼)𝜉𝜉) 

 
  کاپولا تی استیودنت

تابع توزیع تابع کاپولاي تی استیودنت را به صورت زیر معرفی  )2002امبرچت و همکاران (
  :)2002، 3اِمبرِچتسکردند (

𝐶𝐶𝑇𝑇(𝑢𝑢1.𝑢𝑢2;𝜌𝜌) )16رابطه ( = 𝐷𝐷𝜐𝜐.𝜌𝜌(𝑡𝑡𝜐𝜐−1(𝑢𝑢1). 𝑡𝑡𝜐𝜐−1(𝑢𝑢2)) 

 𝑡𝑡𝜐𝜐−1درجه آزادي و  𝜐𝜐ضریب همبستگی،  𝜌𝜌تی استیودنت،  توزیع دو متغیره 𝐷𝐷𝜐𝜐.𝜌𝜌در اینجا 
تی استیودنت است. امبرچت و همکاران نشان دادند که تابع کاپولاي  معکوس توزیع تک متغیره

گالی کاپولاي طور همزمان است. تابع چتی استیودنت بیانگر وابستگی دنباله بالایی و پایینی به
 :)2008 ،تی استیودنت به شرح زیر قابل ارائه است (استولاتر

.𝐶𝐶𝑣𝑣(𝑢𝑢1.𝑢𝑢2 )17رابطه ( . . . .𝑢𝑢𝑛𝑛;𝛴𝛴)

= 𝐾𝐾|𝛴𝛴|
1
2(1

+ 𝑣𝑣−1𝜉𝜉𝛴𝛴𝜉𝜉)−(𝑣𝑣+2)/2�(1
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
+ 𝑣𝑣−1𝜉𝜉𝑖𝑖2)(𝑣𝑣+1)/2 

                                                                                                                                      
1. Patton 
2. Song 
3. Embrechts 



 ... ردهايرویکبر کاپولا  یمبتن یهمبستگ بیکاربرد ضراو همکاران:  تندنویس 58 

 تابع گاما و به صورت زیر است:  دهندهنشان K بالا،در تابع 

𝐾𝐾 )18رابطه ( = 𝛤𝛤 �
𝑣𝑣
2
�
𝑛𝑛−1

𝛤𝛤 �
𝑣𝑣 + 1

2
�
−𝑛𝑛
𝛤𝛤(
𝑣𝑣 + 𝑛𝑛

2
) 

 
 کاپولاهاي ارشمیدسی

کاپولاي ارشمیدسی یک دسته مهم از توابع کاپولا با ساختار ساده و خصوصیات تحلیلی بسیاري 
𝐶𝐶(𝑢𝑢1.𝑢𝑢2)است. تابع کاپولاي ارشمیدسی دو متغیره به صورت  = 𝜑𝜑[−1]{𝜑𝜑(𝑢𝑢1) + 𝜑𝜑(𝑢𝑢2)} 

:𝜑𝜑کاهشی و داراي تابع مولد  بی چون و چرااست که پیوسته،  [0.1] → [0.∞]  
𝜑𝜑(1)به طوري که  =  به صورت معادله زیر است (کشاورز حداد،  𝜑𝜑[−1]وس و تابع شبه معک 0

 :)1393حیرانی، 

𝜑𝜑[−1]  (𝑡𝑡) )19رابطه ( = �𝜑𝜑
−1(𝑡𝑡)        0 ≤ 𝑡𝑡 ≤ 𝜑𝜑(0)

0                𝜑𝜑(0) ≤ 𝑡𝑡 ≤ ∞  

د از، گیرند که عبارتنسه نوع کاپولاي ارشمیدسی به صورت رایج مورد استفاده قرار می
کاپولاي کلایتون، کاپولاي فرانک و کاپولاي گامبل که در ادامه مورد اشاره قرار خواهند 

 گرفت: 

 :)2013شود (خورابی و مایور، کاپولاي فرانک به صورت زیر ارائه می

𝐶𝐶𝐹𝐹𝐹𝐹𝐺𝐺𝑛𝑛𝑘𝑘(𝑢𝑢1.𝑢𝑢2;𝛼𝛼) )20رابطه ( = −
1
𝛼𝛼

ln (1 +
(𝑒𝑒−𝛼𝛼𝑢𝑢1 − 1)(𝑒𝑒−𝛼𝛼𝑢𝑢2 − 1)

𝑒𝑒−𝛼𝛼 − 1
) 

 شود:تابع چگالی کاپولاي فرانک به صورت زیر معرفی می

𝐶𝐶𝐹𝐹𝐹𝐹𝐺𝐺𝑛𝑛𝑘𝑘 )22رابطه ( =
𝛼𝛼(1 − 𝑒𝑒−𝛼𝛼)𝑒𝑒−𝛼𝛼(𝑢𝑢1+𝑢𝑢2)

((1 − 𝑒𝑒−𝛼𝛼) − (1 − 𝑒𝑒−𝛼𝛼𝑢𝑢1)(1 − 𝑒𝑒−𝛼𝛼𝑢𝑢2))2
 

 )2013شود: (خورابی و مایور، کاپولاي گامبل به صورت زیر ارائه می
𝐶𝐶𝐺𝐺𝑢𝑢𝑚𝑚𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺(𝑢𝑢1.𝑢𝑢2;𝛼𝛼) )23رابطه (

= −
1
𝛼𝛼

ln (1 +
(𝑒𝑒−𝛼𝛼𝑢𝑢1 − 1)(𝑒𝑒−𝛼𝛼𝑢𝑢2 − 1)

𝑒𝑒−𝛼𝛼 − 1
) 

 تابع چگالی کاپولاي گامبل به شرح زیر است:
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𝐶𝐶𝐺𝐺𝑢𝑢𝑚𝑚𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 )25رابطه ( =
𝑒𝑒(−((−ln𝑢𝑢1)𝛼𝛼+(− ln𝑢𝑢2)𝛼𝛼)

1
𝛼𝛼)((−ln𝑢𝑢1)𝛼𝛼(− ln𝑢𝑢2)𝛼𝛼)𝛼𝛼−1

𝑢𝑢1𝑢𝑢2((−ln𝑢𝑢1) + (−ln𝑢𝑢1))2
1
𝛼𝛼

× (((−ln𝑢𝑢1)𝛼𝛼 + (− ln𝑢𝑢2)𝛼𝛼)
1
𝛼𝛼 + 𝛼𝛼 − 1) 

 : )2013، 1(خاروبی و مورر شودبه شکل زیر تعریف میکاپولاي کلایتون نیز 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐺𝐺𝐺𝐺𝑦𝑦𝐶𝐶𝐶𝐶𝑛𝑛(𝑢𝑢1,𝑢𝑢2;𝛼𝛼) )26رابطه ( = (𝑢𝑢1−𝛼𝛼 + 𝑢𝑢2−𝛼𝛼 − 1)
1
𝛼𝛼 

 شود:در نتیجه تابع چگالی این کاپولا به صورت زیر تعریف می

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐺𝐺𝐺𝐺𝑦𝑦𝐶𝐶𝐶𝐶𝑛𝑛 )28رابطه ( = (1 + 𝛼𝛼)(𝑢𝑢1𝑢𝑢2)−𝛼𝛼−1((𝑢𝑢1−𝛼𝛼 + 𝑢𝑢2−𝛼𝛼 − 1)2
1
𝛼𝛼  

 پژوهشهاي ها و پرسشفرضیه
ست که اپرسش ، این پژوهش به دنبال پاسخ دادن به این بالابا توجه به موضوعات ارائه شده در 

و رویکرد  DTWهاي ضرایب همبستگی مبتنی بر کاپولا، رویکرد استفاده از کدام یک شاخص«
EDR نتج خواهد تر مهاي زمانی به پرتفوي ردیاب شاخص با خطاي ردیابی پایینبندي سريدر خوشه

تنی پرتفوي ردیاب شاخص مب«این فرضیه است که  کردن. همچنین این پژوهش به دنبال آزمون »شد؟
خطاي ردیابی پایین تري  DTWبه عنوان یک رویکرد بهبود دهنده نسبت به رویکرد  EDRبر رویکرد 

 ».دارد DTWسبت به پرتفوي ردیاب مبتنی بر شاخص ن
 

 پژوهشروش 
هاي زمانی، این امکان را به بندي سريمدل استفاده شده در این پژوهش براي خوشه

بر شاخص  راستواهاي مورد نظر خود براي تشکیل پرتفوي دهد که تعداد سهمگیرنده میتصمیم
گروه  qهاي تشکیل دهنده شاخص را به سهم . در واقع، این مدلکندمشخص  qرا با پارامتر 

سازي صفر و یک زیر، کند. در مدل بهینهنماینده انتخاب می 1و از هر گروه  کردهتقسیم 
به عنوان نماینده انتخاب شده است. همچنین اگر مقدار  jباشد، سهم  1برابر با  𝑦𝑦𝑗𝑗مقدار  اگر

 است. انتخاب شده iنده سهم به عنوان نمای jباشد، سهم  1برابر با  𝑥𝑥𝑖𝑖𝑗𝑗متغیر

                                                                                                                                      
1. Kharoubi & Maurer 
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 )29رابطه (

max��𝜌𝜌𝑖𝑖𝑗𝑗

𝑛𝑛

𝑗𝑗=1

. 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑗𝑗

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

 

Subject to 
(1)∑ 𝑦𝑦𝑗𝑗 = 𝑞𝑞𝑛𝑛

𝑗𝑗=1  
(2)∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑗𝑗 = 1𝑛𝑛

𝑗𝑗=1  
(3)𝑥𝑥𝑖𝑖𝑗𝑗 ≤ 𝑦𝑦𝑗𝑗 
𝑥𝑥𝑖𝑖𝑗𝑗 ,𝑦𝑦𝑗𝑗 ∈ (0,1) 

 به صورت زیر قابل بررسی هستند: بالاهاي مدل محدودیت
 د.کنمشخص میهاي انتخابی براي تشکیل پرتفوي را محدودیت اول تعداد سهم .1

 دهند که هر سهم فقط یک نماینده خواهد داشت.هاي دوم نشان میمجموعه محدودیت .2

براي تشکیل پرتفوي انتخاب  jدهند که اگر سهم هاي سوم نشان میمجموعه محدودیت .3
 هاي دیگر نیز باشد.تواند نماینده سهمشده باشد، می

شود. گام مورد نظر براي تشکیل پرتفوي تکمیل میهاي ، فرایند انتخاب سهمبالابا حل کردن مدل 
خابی هاي انتگذاري در هر کدام از این سهمها در پرتفوي و یا نسبت سرمایهبعدي تعیین وزن این سهم

 شود:شده به عنوان نماینده، به صورت زیر محاسبه مییا ارزش بازار براي هر سهم انتخابjwاست. مقدار

𝑤𝑤𝑗𝑗 )30رابطه ( = �𝑣𝑣𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

. 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑗𝑗  

ام است. با این توضیحات در واقع iدهنده ارزش بازار سهم نشان 𝑣𝑣𝑖𝑖در رابطه فوق مقدار 

jw هایی است که سهم مقدار بیانگر مجموع ارزش بازار سهمj ها انتخاب به عنوان نمایندة آن
هاي انتخابی براي پرتفوي محاسبه شد، نسبت کدام از سهمشده است. حال که ارزش بازار هر 

 شود:ها به صورت زیر تعریف میگذاري در هر کدام از سهمسرمایه

𝛷𝛷𝑗𝑗 )31رابطه ( =
𝑤𝑤𝑗𝑗

∑ 𝑤𝑤𝑓𝑓
𝑞𝑞
𝑓𝑓=1

 

 
 فنون تجزیه و تحلیل اطلاعات

هاي اندازه گیري شباهت با استفاده از شاخص 29در این پژوهش، مدل ارائه شده در رابطه 
نده هاي تشکیل دهبندي سهمارائه شده قسمت پیشینه نظري پژوهش اجرا شده و پس از خوشه

 شود. ، وزن هم سهم در پرتفوي مبتنی بر شاخص محاسبه می31شاخص، با استفاده از رابطه 
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 استفادههاي مورد داده
هاي پرکاربرد در بورس اوراق بهادار تهـران تر، یکی از شاخصشاخص پنجاه شرکت فعال

دهنده شاخص با توجه به هاي تشکیلشود و سهمماه به روز می 3ت. ترکیب این شاخص هر اسـ
 .)1384فر، شوند (راعی و پویانمعیارهاي زیر انتخاب می

 نقدشوندگی سهام  •
 جاري بازار تأثیر سهام بر ارزش  •
 هاي سودآوريخصوص نسبتنسبتهاي مالی، به •

 و ها، سري زمانی بازده روزانه مورد نیاز استسنجش میزان شباهت میان داراییبا توجه به اینکه براي 
دة شاخص پنجاه شرکت فعالهـاي تشـکیلبودن سـهمو پرمعامله بالابا توجه به معیارهاي  تر، این دهنـ

اب شاخص انتخاب شده استشاخ به عنوان شاخص ه منظـور تشـکیل پرتفـوي ردیـ      .ص هـدف بـ
مربوط  1396ماه اسفند تاماه به منظور تحلیل مدل از اطلاعات تاریخی در بازه زمانی فروردین

اند، شرکت فعال انتخاب شده 50به عنوان  1397هایی که در سه ماه نخست سال به شرکت
براي محاسبه  96ها در بازه زمانی فروردین لغایت اسفند است. بازده روزانۀ این سهماستفاده شده

 معیارهاي شباهت مورد استفاده قرار گرفته است. 
 
 هاي ارزیابی عملکرد معیار
هاي استانداردي که براي ارزیابی عملکرد پرتفوي استخراج شده از مدل ر این قسمت معیارد

 معرفی می شود. ،مورد استفاده قرار می گیرند
شود. این به منظور سنجش موفقیت یک پرتفوي در ردیابی شاخص از معیار نسبت بازار استفاده می

دهد که آیا پرتفوي در ردیابی شاخص موفق نشان میشود، محاسبه می 18معیار که با استفاده از رابطه 
 است. 1بوده است یا خیر. مقدار مطلوب این معیار براي پرتفوي ردیاب شاخص معادل عدد 

 )32رابطه (
𝑀𝑀𝐸𝐸𝑖𝑖 =

1 + 𝑟𝑟𝑝𝑝𝑖𝑖

1 + 𝑟𝑟𝐼𝐼𝑖𝑖
 

 است.  iدهده بازده پرتفوي در زمان نشان 𝑟𝑟𝑝𝑝𝑖𝑖و  iدهنده مقدار بازده شاخص در زمان نشان 𝑟𝑟𝐼𝐼𝑖𝑖، بالادر رابطه 
د. این معیار شوهاي ردیاب از معیار خطاي ردیابی استفاده میبه منظور مقایسه عملکرد پرتفو

 ازدهبزیر محاسبه می شود، به بررسی اختلاف عملکرد بازده شاخص و  هکه از طریق رابط
 .)2012پرتفوي، در دوره زمانی مورد آزمون خواهد پرداخت (چن و روي، 
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 )33رابطه (
𝐷𝐷𝐸𝐸𝑖𝑖 =

∑ �𝑟𝑟𝑝𝑝𝑖𝑖 − 𝑟𝑟𝐼𝐼𝑖𝑖�𝑛𝑛
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛
 

 هستند.  32، معادل پارامترهاي معرفی شده در خصوص رابطه بالاپارامترهاي موجود در رابطه 
 

 هاي پژوهش بحث در یافته
دوره سه ماهه از ابتداي  13ورس اوراق بهادار تهران، در شرکت فعالتر ب 50هاي در این پژوهش از داده

به منظور سنجش عملکرد مدل در ردیابی شاخص استفاده شده  1397ماه نخست سال  3تا پایان  1394سال 
هاي تشکیل دهنده سهم بازدهماهه هدف،  3هاي روزانه یک سال قبل از است. در ابتدا با استفاده از قیمت

 استواری هاي همبستگتر بورس اوراق بهادار تهران محاسبه و با استفاده از شاخصلشرکت فعا 50 شاخص
باهت هاي سنجش شبر کاپولا مقدار شاخص استوارو ضرایب همبستگی  EDRو  DTWهاي بر الگوریتم
هاي سنجش شباهت، در مدل هاي بازده، مورد محاسبه قرار گرفت. با به کار بردن شاخصمیان سري

. تعداد شدها در پرتفوي بهینه محاسبه ها و وزن هر یک از آنسهم 29ي ارائه شده در رابطه سازبهینه
 سهم در نظر گرفته شد. 5دهنده پرتفوي ردیاب،  هاي تشکیلسهم

شرکت   50شاخص  بازدهها با روزانه پرتفو بازدههاي ارزیابی عملکرد، به منظور محاسبه معیار
 تر مورد مقایسه قرار گرفت. نمادهاي مورد استفاده در جداول نتایج به شرح زیر هستند:فعال

ل  دو م .1ج پرتفونا ي  ذار صگ خ دیاب شا ي ر  ها
 ویژگی نماد پرتفوي

 هاي زمانیت سريبه عنوان معیار سنجش شباه "همبستگی مبتنی بر کاپولاي گاوسی"پرتفوي بهینه بر اساس شاخص  Aپرتفوي 
 هاي زمانیيبه عنوان معیار سنجش شباهت سر "همبستگی مبتنی بر کاپولاي تی"پرتفوي بهینه بر اساس شاخص  Bپرتفوي 
 هاي زمانیسري به عنوان معیار سنجش شباهت "همبستگی مبتنی بر کاپولاي گامبل"پرتفوي بهینه بر اساس شاخص  Cپرتفوي 
 هاي زمانیسري به عنوان معیار سنجش شباهت "همبستگی مبتنی بر کاپولاي فرانک"شاخص پرتفوي بهینه بر اساس  Dپرتفوي 
 هاي زمانیاهت سريبه عنوان معیار سنجش شب "همبستگی مبتنی بر کاپولاي کلایتون"پرتفوي بهینه بر اساس شاخص  Eپرتفوي 
 هاي زمانیسري به عنوان معیار سنجش شباهت "DTW"پرتفوي بهینه بر اساس شاخص  Fپرتفوي 
 هاي زمانیبه عنوان معیار سنجش شباهت سري "EDR"پرتفوي بهینه بر اساس شاخص  Gپرتفوي 

ه پیش شود. همانطور کها پرداخته میدر این مرحله به محاسبه مقدار نسبت بازار براي پرتفو
 1معادل ، مقدار مطلوب براي این معیار در خصوص پرتفوي ردیاب شاخص شداز این اشاره 

است. به منظور بررسی مقادیر، از آزمون آماري سنجش مقدار میانگین جامعه به صورت زیر 
 شود:استفاده می
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� )34رابطه (
:فرض صفر 𝜇𝜇𝐼𝐼𝐼𝐼 = 1

:فرض یک 𝜇𝜇𝐼𝐼𝐼𝐼 ≠ 1
 

 گیرد:آماره آزمون فوق به صورت رابطه زیر مورد محاسبه قرار می

𝑡𝑡 )35رابطه ( =
𝑋𝑋�𝐼𝐼𝐼𝐼 − 1

(𝑆𝑆
𝐼𝐼𝐼𝐼

√𝑛𝑛
)

 

 95ها محاسبه شده و با ناحیه پذیرش که در سطح اطمینان نسبت بازار پرتفو آماره فوق براي
شود. جدول زیر مقادیر پارامترهاي مربوط است، مقایسه می  ]-2,006،2,006درصد معادل بازه [

 دهد:به آزمون فوق را مورد بررسی قرار می
 

ل  دو ت بازار  .3ج از نسب ه  د استفا ها با  پرتفو د  ش عملکر  سنج
 Gپرتفوي  Fپرتفوي  Eپرتفوي  Dپرتفوي  Cپرتفوي  Bپرتفوي  Aپرتفوي  

 94نسبت بازار بهار 
 94نسبت بازار تابستان 
 94نسبت بازار پاییز 

 94نسبت بازار زمستان 
 95نسبت بازار بهار 
 95نسبت بازار پاییز 

 95نسبت بازار زمستان 
  96نسبت بازار بهار 

 96نسبت بازار تابستان 
 96نسبت بازار پاییز 

 96نسبت بازار زمستان 
 97نسبت بازار بهار

 متوسط نسبت بازار
انحارف استاندارد نسبت 

 بازار


 مقدار آماره

 آزموننتیجه 

دلیلی براي 
رد فرض 

صفر وجود 
ندارد

دلیلی براي 
رد فرض 

صفر وجود 
ندارد

دلیلی براي 
رد فرض 

صفر وجود 
ندارد

دلیلی براي 
رد فرض 

صفر وجود 
ندارد

دلیلی براي 
رد فرض 

صفر وجود 
ندارد

دلیلی براي 
رد فرض 

صفر وجود 
 ندارد

دلیلی براي 
رد فرض 

صفر وجود 
 ندارد
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 اند.دهکرپرتفوي در ردیابی شاخص موفق عمل  7دهد که هر ینتیجه آزمون نشان م

شود. پیش از این اشاره شد که به منظور ها پرداخته میدر ادامه، به مقایسه عملکرد پرتفو

پرتفوي  7شود. متوسط خطاي ردیابی ها از معیار خطاي ردیابی استفاده میمقایسه عملکرد پرتفو

 به شرح جدول زیر است:
 

ل  دو ها .4ج پرتفو ه  ی روزان دیاب ي ر طا خ ط   متوس
پرتفوي  

A 
 Gپرتفوي  Fپرتفوي  Eپرتفوي  Dپرتفوي  Cپرتفوي  Bپرتفوي 

متوسط خطاي ردیابی 
 94بهار 



متوسط خطاي ردیابی 
 94تابستان 



متوسط خطاي ردیابی 
 94پاییز 



متوسط خطاي ردیابی 
 94زمستان 



متوسط خطاي ردیابی 
 95بهار 



 ردیابیمتوسط خطاي 
 95پاییز 



متوسط خطاي ردیابی 
 95زمستان 



متوسط خطاي ردیابی 
  96بهار 



متوسط خطاي ردیابی 
 96تابستان 



متوسط خطاي ردیابی 
 96پاییز 



متوسط خطاي ردیابی 
 96زمستان 



متوسط خطاي ردیابی 
 97بهار



متوسط کل خطاي 
 ردیابی


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تر از سایر مقداي پایین Aقابل مشاهده است که متوسط خطاي ردیابی روزانه، در پرتفوي 
عملکرد این پرتفوها، از آزمون مقایسات زوجی  است. به منظور سنجش دقیق و مقایسهها پرتفو

رد. در گیشود. در این آزمون مقدار خطاي ردیابی دو پرتفوي مورد مقایسه قرار میاستفاده می
یابی، این آزمون به صورت زیر انجام ، به منظور مقایسه مقدار خطاي ردBو  Aمورد دو پرتفوي 

 شود:می

 )36رابطه (
�

𝐷𝐷𝐸𝐸𝐴𝐴:فرض صفر > 𝐷𝐷𝐸𝐸𝐵𝐵

کی 𝐷𝐷𝐸𝐸𝐴𝐴:فرض  ≤ 𝐷𝐷𝐸𝐸𝐵𝐵
 

، ، کمتر استBاز پرتفوي  Aیابی پرتفوي خطاي رداین آزمون نسبت به این فرضیه که 
ه ، در فرض یک (در مقابل فرض صفر) قرار گرفتبالاگیرانه است چراکه فرضیه آزمونی سخت

به صورت  iاست. براي آنجام این آزمون، ابتدا اختلاف خطاي ردیابی دو پرتفوي، در بازه زمانی 
 شود:زیر محاسبه می

𝐷𝐷𝑖𝑖𝐴𝐴.𝐵𝐵 )37رابطه ( = 𝐷𝐷𝐸𝐸𝑖𝑖𝐴𝐴 − 𝐷𝐷𝐸𝐸𝑖𝑖𝐵𝐵  

ها، مقدار متوسط و انحراف استاندارد این مقادیر  iپس از محاسبه این اختلاف به ازاي تمامی 
 محاسبه شده و آماره مورد بررسی قرار خواهد گرفت:

𝑡𝑡 )38رابطه ( =
𝐷𝐷�𝐴𝐴.𝐵𝐵

(𝑆𝑆
𝐴𝐴.𝐵𝐵

√𝑛𝑛
)
 

هاي دهنده انحراف استاندارد اختلافنشان  𝑆𝑆𝐴𝐴.𝐵𝐵نشاندهنده متوسط و  𝐷𝐷�𝐴𝐴.𝐵𝐵 بالادر عبارت 
هاي زمانی) ها (در اینجا، تعداد بازهدهنده تعداد نمونهنشان 𝑛𝑛میان خطاي ردیابی دو پرتفوي و 

 n-1با  tها) نرمال باشد، این آماره داراي توزیع 𝐷𝐷𝑖𝑖𝐴𝐴.𝐵𝐵ها (است. درصورتی که توزیع اختلاف
شود. رد شدن فرض صفر، در این ي است و با مقدار بحرانی این توزیع مقایسه میدرجه آزاد

به صورتی معناداري  Bاز پرتفوي  Aدهد که مقدار خطاي ردیابی پرتفوي آزمون نشان می
 تر است. پایین

پرتفوي بررسی شده در پژوهش، انجام شده که نتیجه  7این آزمون براي هر زوج مرتب از 
 است: آن به شرح زیر
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ل  دو پرتفو .5ج ی  دیاب ي ر طا خ ی  ج صمقایسات زو خ دیاب شا ي ر  ها

 پرتفوي 

A 
 Fپرتفوي  Dپرتفوي  Cپرتفوي  Bپرتفوي  Eپرتفوي  Gپرتفوي 

 پرتفوي
D 

 𝐷𝐷� 𝐷𝐷� 𝐷𝐷� 𝐷𝐷� 𝐷𝐷� 𝐷𝐷� 
 𝑆𝑆 𝑆𝑆 𝑆𝑆 𝑆𝑆 𝑆𝑆 𝑆𝑆 
 𝑡𝑡 𝑡𝑡 𝑡𝑡 𝑡𝑡 𝑡𝑡 𝑡𝑡 

 پرتفوي

E 

  𝐷𝐷� 𝐷𝐷� 𝐷𝐷� 𝐷𝐷� 𝐷𝐷� 
  𝑆𝑆 𝑆𝑆 𝑆𝑆 𝑆𝑆 𝑆𝑆 
  𝑡𝑡 𝑡𝑡 𝑡𝑡 𝑡𝑡 𝑡𝑡 

 پرتفوي
G 

   𝐷𝐷� 𝐷𝐷� 𝐷𝐷� 𝐷𝐷� 
   𝑆𝑆 𝑆𝑆 𝑆𝑆 𝑆𝑆 
   𝑡𝑡 𝑡𝑡 𝑡𝑡 𝑡𝑡 

 پرتفوي
A 

    𝐷𝐷� 𝐷𝐷� 𝐷𝐷� 
    𝑆𝑆 𝑆𝑆 𝑆𝑆 
    𝑡𝑡 𝑡𝑡 𝑡𝑡 

 پرتفوي
C 

      𝐷𝐷� 𝐷𝐷� 
      𝑆𝑆 𝑆𝑆 
      𝑡𝑡 𝑡𝑡 

 پرتفوي
F 

       𝐷𝐷� 
       𝑆𝑆 
       𝑡𝑡 

 
ها، مقدار متوسط و انحراف همانطور که در جدول قابل بررسی است، به ازاي هر زوج از پرتفو

به منظور   38ارائه شده در رابطۀ  بی و همچنین مقدار آمارههاي میان خطاي ردیااستاندارد اختلاف
(در  tقابل مشاهده است. با توجه به مقدار بحرانی توزیع  36سنجش آزمون فرضیۀ ارائه شده در رابطۀ 

 ها بر دیگري به صورت معنادار اثباتیک از پرتفو ، برتري هیچاست 67/1که معادل  )95سطح اطمینان 
دیابی اند و میزان خطاي رانجام فرایند ردیابی شاخص شده ها موفق بهشود. به عبارتی همه پرتفونمی

 درصد با یکدیگر متفاوت نیست.  95پرتفوها در سطح معنی داري 
 

 هاگیري و ارائه پیشنهادنتیجه
و  هاي زمانیبندي سريدر این پژوهش تاثیر معیارهاي مختلف سنجش شباهت، در خوشه

ب هاي ضرایاین منظور شاخصبر شاخص انجام شد. به استواردر نهایت تشکیل پرتفوي 
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هاي همبستگی مبتنی بر کاپولاي گاوسی، تی، کلایتون، فرانک و گامبل و  همچنین رویکرد
به منظور تعیین شباهت میان   EDRو  DTWسنجش شباهت مبتنی بر برنامه ریزي پویا مانند 

 هاي زمانی، مورد استفاده قرار گرفتند. سري
ه از مقادیر محاسبه شده توسط هر یک از این رویکردها در یک مدل بهینه سازي در ادام

بندي . این مدل، پس از خوشهشدهاي زمانی، استفاده بندي سريخوشه برايریاضی صفر و یک، 
و وزن هر  کردههاي شاخص، از هر خوشه یک نماینده را انتخاب سهم بازدههاي زمانی سري

 7 ،بالاگیرد. با توجه به توضیحات هاي خوشه در نظر میوزن سهم نماینده را معادل مجموع
 پرتفوي ردیاب شاخص به صورت زیر قابل معرفی خواهد بود:

  DTWپرتفوي ردیاب شاخص مبتنی بر رویکرد  •
  EDRپرتفوي ردیاب شاخص مبتنی بر رویکرد  •
 پرتفوي ردیاب شاخص مبتنی بر ضریب همبستگی بر اساس کاپولاي گوسی •
 پرتفوي ردیاب شاخص مبتنی بر ضریب همبستگی بر اساس کاپولاي تی •
 پرتفوي ردیاب شاخص مبتنی بر ضریب همبستگی بر اساس کاپولاي گامبل •

 پرتفوي ردیاب شاخص مبتنی بر ضریب همبستگی بر اساس کاپولاي کلایتون •

 پرتفوي ردیاب شاخص مبتنی بر ضریب همبستگی بر اساس کاپولاي فرانک •
تر شرکت فعال 50هاي تشکیل دهنده شاخص ، از اطلاعات شرکتبالابررسی فرایند به منظور 

. پس از محاسبۀ شداستفاده  1397تا  1394ماهه از سال  3بازه  13بورس اوراق بهادار تهران در در 
 ها و انجام آزمون خارج از نمونه، نتایج زیر به دست آمد:هاي شباهت و تشکیل پرتفومعیار

 ها نشان از موفقیت همه آنها در از نمونه روي معیار نسبت بازار پرتفو آزمون خارج
 تشکیل پرتفوي مبتنی بر شاخص دارد.

  پرتفوي مبتنی بر رویکرد کاپولاي گوسی بر اساس شاخص نسبت بازار، بیشترین دقت
 را در تشکیل پرتفوي ردیاب شاخص داشته است.

 فوها نشان از این موضوع دارد که آزمون خارج از نمونه بر روي خطاي ردیابی پرت
 درصد داراي تفاوت معنی دار نیست.  95پرتفوي در سطح اطمینان  7خطاي ردیابی 

افزایش  هاي زمانی وهمچنیندر نظر گرفتن هزینۀ معاملاتی براي تنظیم مجدد پرتفوي در بازه
ي شاخصی وبازدهی پرتفوي همزمان با حفظ سطح ریسک به عنوان رویکردي براي تشکیل پرتف

  شود. هاي آتی پیشنهاد میهایی براي پژوهشارتقایافته (فعال) به عنوان موضوع
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 منابع

 با افتهیبهبود  یصندوق شاخص لیتشک") 1399ش؛ چالسپاري، س ( ،م؛ شهسواري ،امیري
، 49، شماره 13، دوره بورس اوراق بهادار، "استوار یامکان يساز نهیبه کردیاستفاده از رو

 72تا  47صفحات 

ردیابی شاخص بورس اوراق بهادار با در نظر گرفتن ").1395( ، عناصرپور م؛ کرمی، ش؛ امیري،
دانش سرمایه  ",محدودیت زیان گریزي با استفاده از رویکرد جدید بیگ بنگ بیگ کرانچ

 .105تا  83صفحات 15سال پنجم، شماره . گذاري
). مقاله پژوهشی: ردیابی شاخص بهبودیافته دو مرحله 1398ف. ( ،تندنویس ؛ع ،بهزادي ؛ح ،انصاري

 .7) 4، (1-22، راهبرد مدیریت مالی. هاي فراابتکارياي با استفاده از الگوریتم
تفاده با اس افتهیبهبود  یصندوق شاخص لیتشک ") 1390( ،م ،دلشادي ؛د ،جعفري سرشت ؛ر ،حجازي

 .157تا  135، صفحات 14، شماره 4، بورس اوراق بهادار، دوره "کیژنت تمیاز الگور
 .، ایران، انتشارات سمتگذاري پیشرفتهمدیریت سرمایه)؛ 1384فر، ا (راعی، ر؛ پویان

ردیابی شاخص با استفاده از الگوریتم  مسالهحل ")1394( سبزواري، ج؛ سجادي، م؛ سجادي، م
، 10دوره ششم، شماره ، مهندسی و رایانش نرم مدیریت ",تاب فراابتکاري ترکیبی کرم شب

 .143تا  125صفحات 
ردیابی شاخص و شاخص بهبودیافته با استفاده از ") 1396زاده، م؛ قهرمانی، ع (لو، ر؛ شفیععیوض

-457، صفحات 3نوزدهم، شماره ، دوره تحقیقات مالی "انباشتگی و همبستگیرویکردهاي هم
474. 
سازي پرتفوي ردیاب شاخص با استفاده از بهینه" )1394( ,؛ هاشمی، ا، س؛ تندنویس، ففلاح پور

مهندسی  ",شرکت فعالتر بورس اوراق بهادار تهران 50مدل تک شاخصی پایدار برمبناي شاخص 
 .134تا  115،صفحات 24، دوره ششم، شماره دارمالی و مدیریت اوراق بها

سازي استوار در تشکیل پرتفوي سهام بهینهکاربرد رویکرد " )1394( ,، فتندنویس پور، س؛فلاح
 2، شماره هفدهمدوره  ,تحقیقات مالی ",هامبتنی بر شاخص با درنظر گرفتن ردیاب پارامتر

 .340-325صفحه 
برآورد ارزش در معرض ریسک با وجود ساختار وابستگی ") 1393کشاورز حداد، غ؛ حیرانی، م (

ل و نهم، ه، دوره چتحقیقات اقتصادي ،"ابع کاپولاهاي مالی: رهیافت مبتنی بر توبین بازدهی
 .902-869ات ، صفح4شماره 
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