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Purpose: Scheduling of batch production and machine disruption are the two main challenges in 

manufacturing organizations. Due to the complexity of production processes, many industries try to 

group jobs according to family criteria and use a common setup time to process every family. Also, 

machine breakdown is an influential factor in the planning of production systems. In this paper, the 

problem of scheduling a single machine with family setup times and breakdowns is studied. It is 

assumed that there is a breakdown with an uncertain start time and duration based on the specified 

probability distribution functions during the planning horizon. The objective function of this problem 

is the sum of the expected maximum earliness and maximum tardiness. 

Design/methodology/approach: For the problem under study, a new mixed integer linear 

programming model has been developed. Due to the NP-hardness of the problem, a new branch and 

bound algorithm with the dominance rules and an efficient lower bound is presented for its optimal 

solving, which uses a new heuristic approach to achieve the upper bound. 

Findings: To evaluate the performance of the introduced algorithms, 2520 instances were designed 

and solved with the presented algorithms. The computational results indicated that 98% of the 

instances were optimally solved in the specified time limitation by the branch and bound algorithm, 
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and the average percentage of deviation from the optimal solution in the proposed heuristic approach 

was less than 30%. The results demonstrated the efficiency of the proposed algorithms. 

Research limitations/implications: Considering the newness of the problem investigated in this 

paper, the proposed instances and algorithms can be used as a basis for evaluating other solution 

methodologies in future research studies. Also, considering other modes of machine failures such as 

scenario-based failures or re-scheduling the jobs to minimize the deviations of the actual schedule 

from the planned program, situations with more than one machine such as parallel machines, flow 

shops, and job shops, other objective functions related to scheduling such as maximum completion 

time or total completion time, as well as the development of other exact, heuristic or meta-heuristic 

algorithms are suggested as subjects for future study. 

Practical implications: The problem studied in this paper can be attractive and practical for 

manufacturing organizations. Industries such as automotive, ship and aircraft manufacturing, steel, 

telecommunication power supply manufacturing, electronic, computer processors, and all industries 

and systems that somehow deal with the batch production process and unexpected machine 

breakdowns, can benefit from the results of this research. 

Social implications: Because in this study, the starting and finishing times of machine breakdowns 

were predicted, by applying the results of this research, the production of defective products will be 

prevented when the machine breaks down, and this leads to the reduction of waste in the environment. 

Also, according to the objective function defined in the problem investigated in this article, the 

implication of the results of this research in production environments leads to the reduction of 

earliness and tardiness costs, which in turn increases the work efficiency of human resources and as a 

result, increases the job satisfaction. 

Originality/value: It seems no study has been conducted on the single machine scheduling problem 

with batch production, random breakdown, and the objective function of minimizing the sum of the 

expected maximum earliness and maximum tardiness of the jobs. Particularly, innovations of this 

paper are threefold: i) a new mixed integer linear programming model was developed for the problem; 

ii) a novel heuristic approach was proposed to solve the problem, based on hill climbing (PHC); and 

iii) a new branch and bound algorithm with the dominance rules and an efficient lower bound was 

presented to solve the problem optimally, which used the PHC heuristic approach to achieve the upper 

bound. 
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 )مقالۀ پژوهشی(

و حل آن  یتصادف یخراب و ای دسته تولیدبا  ماشین تک بندی زمان مسئلۀ سازی مدل

 روش شاخه و کران وسیلۀ به
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 ایین  در. شیود  میی  بررسیی  ماشیین  تصادفی خرابی و ای دسته تولیدبا  ماشین تک بندی زمان مسئلۀ مقاله این در :دهیچک

 همچنین. دارد توالی از مستقل و معلوم سازی کار زمان آماده ۀکار است و هر خانواد خانوادۀ یک به متعلق کار هر مسئله
احتمیال   یعبا توز یزمان شروع و طول تصادف افتد و می اتفاق ریزی برنامه افق طول در ماشین خرابی یک شود می فرض

 وردانتظیار م یرکیرد مجموع حداکثر زودکیرد و حیداکثر د   سازی حداقل مسئله هدف تابع. دارد دلخواه و از قبل مشخص
 جدیید  مدل یک ئلهمس ینا ی. برااست شدهن مشاهده مسئله اینبر  ای مطالعه گذشته های پژوهشدر  کنون. تاکارهاست
 ییک  ،آن ینۀحل به یبرا ئلهبودن مس NP-hardتوجه به  باداده شده است.  توسعه مختلط خطی عدد صحیح ریزی برنامه

 جدیید  ابتکیاری  الگیوریتم  ییک شده است که از  ئهکارا ارا یینحد پا یکبا اصول غلبه و  یدجد کران و شاخه الگوریتم
 مسئلۀعدد  2520 تعداد شده، معرفی های الگوریتم عملکرد ارزیابی منظور به. کند یبه دست آوردن حد بالا استفاده م یبرا

ۀ مسائل نمونه در محیدود  %98 دهد ینشان م محاسباتی نتایج. است شدهحل  شده، ارائه های یتمو با الگور ینمونه طراح
 در ینیه درصد انحراف از جیوا  به  یانگینو م اند شده حل بهینه صورت به کران و شاخه با الگوریتم شده مشخص زمانی
 .کند می تأیید را شده ارائه های یتمالگور ییکارا موارد این. % است30کمتر از  شده ئه ارا یابتکار یتمالگور

 دیرکرد زودکرد، ی،خراب ای، دسته تولید ماشین، تک بندی، زمان :یدیکل یها واژه
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 مقدمه -1

 ینیدهای فرآ یما،هواپتولید و صنعت  رسانا یمهن یدفولاد، تول یدمانند تول یدیمدرن تول یعاز صنا یاریامروزه در بس

 خرابیی  همچنیین (. 2017 ،و همکیاران  1)چنی   توجیه قیرار گرفتیه اسیت    درخیور   یا طور گسترده به یا دسته یدتول

 از بسییاری  در. اسیت  ای رایانیه  هیای  پردازنیده  و تولییدی  هیای  سیسیتم  در مهیم  چیالش  یک آلات ینماش غیرمنتظرۀ

 اولییه،  میواد  کمبیود  بیرق،  هایخرابی و نوسانات آلات،ماشین خرابی نظیر دلایلی به خدماتی، و تولیدی های سیستم

و  2)شیون   افتید میی  اتفاق تصادفی زمانمدت و شروع با دسترسیعدم هایدوره غیره، و ابزارآلات و انسانی نیروی

 تولییدی  هیای محیط در کارها دیرکرد هم و زودکرد هم بهنگام، تولید نظام اساسبر یگرد ی(. از سو2017 ،همکاران

 موجیودی  هیای ینهباعث بروز هز نیزو زودکرد کارها  شود می منجرکمبود  هایهزینه بهکارها  یرکرداست. د برهزینه

 .شودمی

 زودکیرد  حیداکثر  مجموع هدف تابع و تصادفی خرابی ای،دسته تولیدبا  ماشینتک بندیزمان مسئلۀ مقاله این در

شیوند و   یمی  یبنید  یمتقس ییها به خانواده یکدیگرکارها براساس مشابهت با  مسئله این در. شود می بررسی دیرکرد و

از  یخاص، کیار  ۀخانواد یکاز  یکار یلاما اگر پس از تکم ؛ندارند یازن یساز خانواده به آماده یکمتعلق به  یکارها

 افیق  طیول  در خرابیی  ییک  شیود  ی. فیرض می  یابید  یضیرورت می   یساز ابد، آمادهیبخواهد پردازش  یگرید ۀخانواد

دلخیواه   و مشیخص  احتمیال  هیای  توزیع با تصادفی متغیرهایآن  زمان مدت و شروع و زمانوجود دارد  ریزی برنامه

اگیر   یعنیی  اسیت؛  یکارها از سر گرفتن یۀمعلوم دارد و کل یلزمان پردازش و موعد تحو کار، هر ئلهمس این در. است

 انجیام  مجیددا   کار آن پردازش عملیات کل خرابی اتمام از پس بیفتد، اتفاق خرابی ماشینکار بر  یک ،هنگام پردازش

کارهیا   یرکیرد حیداکثر زودکیرد و حیداکثر د    انتظیار  قابیل  مجموع که است ای گونه به کارها بندی زمان هدف. شود می

 .است نشده مشاهده مسئله اینبر  ای مطالعه گونه یچ. تاکنون هشودحداقل 

 مسیائل  پژوهشیگران  از برخی. است شده انجام ای دسته پردازش با بندی زمان مسائلبر  یاریتاکنون مطالعات بس

 2017 ،و همکیاران  3ی)پی  انید  کیرده  بررسیمنظم  یارهایکارها و انواع مع یسر بندی دسته را با ماشین تک بندی زمان

 بنیدی  دسته را با ماشین تک بندی مسائل زمان یگرد ی(. برخ2019 ،و همکاران یپ ؛2017 ،و همکاران 4فن ؛الف و  

 6مونچ ؛2017 ،و همکاران 5تان  ؛2017 همکاران، و چن ) اند کرده وتحلیل یهمختلف تجز یاتبا فرض کارها، موازی

 کاشیان،  و هاشیمی  ؛2020 ،و همکیاران  10امده ؛2020 ،و همکاران 9کون  ؛2019 ،و همکاران 8یل ؛2017، 7و رو 

و  11ینیدر )ه اند بررسی کردهکار  خانوادۀ سازی آماده های زمان را با ماشین تک بندی زمان دیگر مسائل برخی و( 2020

 براسیاس  وشیده   یبررسی  یمنظمی  یارهیای از مسیائل مع  هرییک  برای(. 2017 ،14و جن  13عبداله ؛2017 ،12یسونم

 و ابتکیاری  هیای  یتم(، الگورکران و شاخه پویا، ریزی برنامه ریاضی، سازی )مدل دقیق های الگوریتم شده داده فرضیات

 .است شده ئهارا یفراابتکار یا

 ابتکاری دقیق، های روش از استفاده با کرده و بررسی یخراب یطشرا را در بندی زمان مسائل پژوهشگران از برخی

(. 2017 ،و همکیاران  یرخانیام ؛2017 ،هاله و همکاران ؛2017 ،)شون  و همکاران اند کرده حل آنها را فراابتکاری یا

و تیابع هیدف    غیرقطعیی  تعمییر  و پیردازش  هیای  زمان ای، دوره نت با ماشین تک ئلۀمس ی( برا2018) 16و ژو 15شن

 نیت  بیا  ماشیین  تیک  مسئلۀ برای( 2019و همکاران ) 17دتی. دادند ئهارا ابتکاری را های الگوریتم یلتکم زمان کثرحدا



 123/ احسان ملائی و همکاران/  روش شاخه و کران وسیلۀ و حل آن به یتصادف یخراب و ای دسته تولیدبا  ماشین تک بندی زمان مسئلۀ سازی مدل

های ابتکاری را برای حل  کل یک مدل استوار و رویه یلو زمان تکم یلحداکثر زمان تکم هدف، توابع و پذیر انعطاف

 آن توسعه دادند.

پیی و  ت دسترسی، مطالعات کمی مشاهده شده اسیت.  ای و محدودی بندی با پردازش دسته تاکنون بر مسائل زمان

 به وابسته پردازش یهازمان ،یدسترس تیمحدود کی با یالیسر یادسته نیماشتک ۀئلمس یج( برا 2017) همکاران

سازی وابسته به زمان و تابع هدف حداکثر زمان تکمیل، یک الگیوریتم دقییق ارائیه کردنید.      های آماده موقعیت، زمان

هیای نیت    ای، بیا کارهیا و فعالییت    های موازی غیرمرتبط دسته بندی ماشین ( برای مسئلۀ زمان2018و همکاران ) 18لو

 یافتنی و تابع هدف حداکثر زمان تکمیل، یک الگوریتم فراابتکاری ترکیبی را ارائه دادند. زوال

 تولیید  با ماشین تک بندی زمان مسائلبر  ای مطالعه تاکنون دهد، می نشان گذشته های وهشپژ یبررس گونه که همان

 ایین  برای مقاله این در. است نشده مشاهده یرکردو تابع هدف مجموع حداکثر زودکرد و د یتصادف یخراب ای، دسته

 ییک  مسیئله،  بودن سخت به توجه با همچنین. است شده ارائه جدید خطی یحعدد صح ریزی مدل برنامه یک مسئله،

 یید جد یابتکار یتمالگور یک با آن یشده است که حد بالا یآن طراح بهینۀ حل برای جدید کران و شاخه الگوریتم

 .آید می دست به نوردی بر تپه یمبتن

شیود؛ در   هیای آن تعرییف میی    صورت زیر است: در بخش دوم، مسئله و ویژگی های بعدی مقاله به ترتیب بخش

نین یک الگوریتم حل بهینیۀ شیاخه و کیران بیرای     ریزی ریاضی برای مسئله ارائه و همچ بخش سوم یک مدل برنامه

آمیده   دسیت  شیود؛ در بخیش پینجم نتیایج بیه      شود؛ در بخش چهیارم نتیایج محاسیباتی ارائیه میی      مسئله تعریف می

 شود. های آتی ارائه می گیری و پیشنهادهایی برای پژوهش شود و در بخش ششم، نتیجه وتحلیل می تجزیه

 

 مبانی نظری پژوهش -2

f (1طوری کیه هیر خیانواده     خانوادۀ کار بر یک ماشین، به Fبندی  رت است از زمانمسئله عبا ≤ 𝑓 ≤ 𝐹 دارای )

𝑛𝑓  کار و∑ 𝑛𝑓
𝐹
𝑓=1 = 𝑛  است. هر کار𝑗𝑖,𝑓  زمان پردازش معلوم𝑝𝑖,𝑓  و موعد تحویل معلوم𝑑𝑖,𝑓   دارد. هر خیانوادۀf 

عضیو   𝑗𝑖,𝑓اولین کار توالی باشید ییا کیار قبیل از      𝑗𝑖,𝑓دارد. اگر در یک توالی، کار  𝑠𝑓سازی با زمان معلوم  یک آماده

کارهیا از   ییۀ کل. یابد ضرورت می 𝑠𝑓سازی  اولین کار بعد از اتمام خرابی باشد، آنگاه آماده 𝑗𝑖,𝑓نباشد یا کار  fخانوادۀ 

پردازش آن کار مجیددا    ،یمام بماند، بعد از اتمام خرابنات یپردازش کار یاگر هنگام وقوع خراب یعنی ؛اند یگرفتن سر

شود براساس  و فرض مینشان داده  Dو  𝐵1 یتصادف ریبا دو متغ بیترت به یخراب ۀدور طول و شروع. شود یشروع م

شیود زمیان شیروع و     اطلاعات گذشته، توزیع احتمال این دو متغیر تصادفی از قبل معلوم است. همچنین فرض میی 

(، تیابع  2009) 20و سبوکیوقلو 19توانند هر توزیع احتمال دلخواهی داشته باشند. با الهام از گورن دورۀ خرابی میطول 

هدف استوار مجموع موردانتظار حداکثر زودکرد و حداکثر دیرکرد برای این مسیئله در نظیر گرفتیه شیده اسیت کیه       

 شود: صورت زیر تعریف می به

(1) 𝐸[𝐸𝑚𝑎𝑥 + 𝑇𝑚𝑎𝑥] = 𝐸[𝐸𝑚𝑎𝑥] + 𝐸[𝑇𝑚𝑎𝑥] 

 

صورت زیر محاسبه  مقادیر موردانتظار حداکثر زودکرد و حداکثر دیرکردند و به 𝐸[𝑇𝑚𝑎𝑥]و  𝐸[𝐸𝑚𝑎𝑥]که در آن 

 شوند: می
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(2) 𝐸[𝐸𝑚𝑎𝑥] = 𝐸[max
1≤𝑖≤𝑛

{max⁡{0, 𝑑𝑖 − 𝐶𝑖}}] = max
1≤𝑖≤𝑛

{max⁡{0, 𝑑𝑖 − 𝐸[𝐶𝑖]}} 

(3) 𝐸[𝑇𝑚𝑎𝑥] = 𝐸[max
1≤𝑖≤𝑛

{max⁡{0, 𝐶𝑖 − 𝑑𝑖}}] = max
1≤𝑖≤𝑛

{max⁡{0, 𝐸[𝐶𝑖] − 𝑑𝑖}} 

i (1دهندۀ زمان تکمیل کار  نشان 𝐶𝑖در این روابط،  ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 بیودن زمیان    ( در توالی است و با توجه به تصیادفی

𝑠𝑓|1صیورت   شروع و طول خرابی، مقدار آن نیز تصادفی است. ایین مسیئله بیه    , 𝑏𝑟𝑒𝑎𝑘𝑑𝑜𝑤𝑛|𝐸[𝐸𝑚𝑎𝑥 + 𝑇𝑚𝑎𝑥] 

شود بیکیاری   های بالای بیکار نگه داشتن عمدی ماشین، فرض می شود. در این مسئله با توجه به هزینه ن داده مینشا

آن مشیاهده   بیر  یامطالعه گذشته یهاپژوهش در کنوناست و تا دیکاملا  جد شده یبررس ۀمسئلعمدی مجاز نیست. 

 نشده است.

-NP(، ℎ1|𝐿𝑚𝑎𝑥|1دسترسی و تابع هدف حیداکثر مغیایرت )   عدمماشین با یک دورۀ  با توجه به اینکه مسئلۀ تک

hard سیازی و تیابع هیدف حیداکثر مغیایرت       ماشیین بیا خیانوادۀ آمیاده     (، همچنین مسیئلۀ تیک  1996، 21است )لی

(1|𝑠𝑓|𝐿𝑚𝑎𝑥 نییییز )NP-hard  تیییوان گفیییت مسیییئله    (، بنیییابراین میییی 1978، 23و دونیییی 22اسیییت )برونیییو

1|𝑠𝑓 , 𝑏𝑟𝑒𝑎𝑘𝑑𝑜𝑤𝑛|𝐸[𝐸𝑚𝑎𝑥 + 𝑇𝑚𝑎𝑥] شدت  بهNP-hard .است 

 شناسی پژوهش روش -3

𝑠𝑓|1 لهئمس دبودنیجدتوجه به  با , 𝑏𝑟𝑒𝑎𝑘𝑑𝑜𝑤𝑛|𝐸[𝐸𝑚𝑎𝑥 + 𝑇𝑚𝑎𝑥]، نیی ا یبیرا  شیده  هئارا حل یها روش یۀکل 

. در شیود  یمی  یبررسی  لهئمس نیاحل  یکردهایبخش رو نیا در. است نوآورانه و دیجد کاملا  زین مقاله نیا در لهئمس

شیود، سیپس    شده در بخش دوم، مدل ریاضی مسئله توسعه داده میی  مطرحو مفروضات  ینظر یابتدا با توجه به مبان

 .شود تر، یک الگوریتم بهینۀ شاخه و کران و یک الگوریتم ابتکاری ارائه می برای حل بهینۀ مسئله در ابعاد گسترده

 مدل ریاضی مسئله -3-1

در  𝑗𝑖,𝑓شیود اگیر کیار     ، ییک تعرییف میی   𝑋𝑖𝑓𝑘مدل برنامۀ ریاضی مسئله، مقدار متغییر تصیمیم    منظور توسعۀ به

1ام ) kموقعیت  ≤ 𝑘 ≤ 𝑛شود. همچنیین اگیر    ( توالی پردازش یابد و در غیر این صورت مقدار آن صفر تعریف می

ییک تعرییف و    𝑌𝑓𝑘نیاز داشته باشد، مقدار متغیر تصمیم  𝑠𝑓سازی  ام توالی به آماده kشده در موقعیت  بندی کار زمان

ام قبیل از شیروع خرابیی     kشیده در موقعییت    بندی شود. درنهایت اگر کار زمان در غیر این صورت صفر تعریف می

ی شود و اگر کار مربوط بعد از پاییان خرابی   برابر صفر تعریف می 𝐻𝑘بندی شود، مقدار متغیر تصمیم  موردانتظار زمان

رییزی ریاضیی مسیئله     شیود. میدل برنامیه    ی شیود، مقیدار ایین متغییر ییک تعرییف میی       بنید  زمیان شیده   بینیی  پیش

1|𝑠𝑓 , 𝑏𝑟𝑒𝑎𝑘𝑑𝑜𝑤𝑛|𝐸[𝐸𝑚𝑎𝑥 + 𝑇𝑚𝑎𝑥] صورت زیر است: به 

 

(4) min ⁡𝐸[𝐸𝑚𝑎𝑥] + 𝐸[𝑇𝑚𝑎𝑥] 
s. t. 

(5) 𝑘 = 1,2,… , 𝑛              ، ∑ ∑ 𝑋𝑖𝑓𝑘
𝐹
𝑓=1

𝑛𝑓
𝑖=1

= 1 

(6) 𝑓 = 1,2, … , 𝐹     ، 𝑖 = 1,2, … , 𝑛𝑓               ، ∑ 𝑋𝑖𝑓𝑘
𝑛
𝑘=1 = 1 

(7) 𝑓 = 1,2, … , 𝐹             ، ∑ 𝑋𝑖𝑓1
𝑛𝑓
𝑖=1

= 𝑌𝑓1 

(8) 𝑓 = 1,2, … , 𝐹     ، 𝑘 = 2,… , 𝑛         ، ∑ 𝑋𝑖𝑓𝑘
𝑛𝑓
𝑖=1

+ ∑ ∑ 𝑋𝑖𝑞(𝑘−1)
𝐹
𝑞=1
𝑞≠𝑖

𝑛𝑞
𝑖=1

− 𝑌𝑓𝑘 ≤ 1 
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(9) 𝑘 = 1,2,… , 𝑛           ، 𝐸[𝐶𝑘] = 𝐸[𝐶𝑘−1] + ∑ ∑ 𝑝𝑖𝑓𝑋𝑖𝑗𝑘
𝐹
𝑓=1

𝑛𝑓
𝑖=1

+ ∑ 𝑠𝑓𝑌𝑓𝑘
𝐹
𝑓=1  

(10) 𝑘 = 1,2,… , 𝑛   ، 𝐸[𝐶𝑘] = 𝐸[𝐵1] + 𝐸[𝐷1] + ∑ ∑ (𝑝𝑖𝑓 + 𝑠𝑓)𝑋𝑖𝑗𝑘
𝐹
𝑓=1

𝑛𝑓
𝑖=1

−𝑀(1 − 𝐻𝑘)  

(11) 𝑘 = 1,2,… , 𝑛   ، 𝐸[𝐶𝑘−1] ≤ 𝐸[𝐵1] + 𝑀(1 − 𝐻𝑘) 

(12) 𝑘 = 1,2,… , 𝑛   ، 𝐸[𝐵1] − 𝐸[𝐶𝑘−1] ≤ ∑ 𝑠𝑓𝑌𝑓𝑘
𝐹
𝑓=1 + ∑ ∑ 𝑝𝑖𝑓𝑋𝑖𝑓𝑘

𝐹
𝑓=1

𝑛𝑓
𝑖=1

+𝑀(1 − 𝐻𝑘) − 1 

(13) 
∑𝐻𝑘

𝑛

𝑘=1

= 1 

(14) 𝑘 = 1,2,… , 𝑛       ، ∑ ∑ 𝑑𝑖𝑓𝑋𝑖𝑓𝑘
𝐹
𝑓=1

𝑛𝑖
𝑖=1 − 𝐸[𝐶𝑘] ≤ 𝐸[𝐸𝑚𝑎𝑥] 

(15) 𝑘 = 1,2,… , 𝑛       ، 𝐸[𝐶𝑘] − ∑ ∑ 𝑑𝑖𝑓𝑋𝑖𝑓𝑘
𝐹
𝑓=1

𝑛𝑓
𝑖=1

≤ 𝐸[𝑇𝑚𝑎𝑥] 

(16) 𝐶0 = 0 

(17) 𝐻0 = 0 

(18) 𝑘 = 1,2,… , 𝑛     ، 𝑓 = 1,2,… , 𝐹     ، 𝑖 = 1,2,… , 𝑛𝑓         ، 𝑋𝑖𝑓𝑘 , 𝑌𝑓𝑘 , 𝐻𝑘 ∈ {0,1} 

(19) 𝑘 = 1,2,… , 𝑛         𝐸[𝐶𝑘] ≥ 0 

(20) 𝐸[𝐸𝑚𝑎𝑥], 𝐸[𝑇𝑚𝑎𝑥] ≥ 0 

 

 یخرابی  و یا دسیته  دیی تول مفروضیات  زمیان  و در نظر گرفتن هم شده یبررس ۀلئمس تیماه دبودنیجد به توجه با

 یهیا  تیمحیدود ( 13) تیا ( 10) روابطمدل  نی. در ااست دیجد زین نظردم ۀلئمس یبرا شده هئارا مدل آن، در یتصادف

 یهیا  پیژوهش  در شیده  هئی روابیط ارا  یبرخی  ،افتیه ی توسیعه  روابط ردیگ واند  شده یبررس ۀلئمس خاص که دان یدیجد

 .شود یم حیتشر مدل نیا در شده هئارا روابط ادامه در. اند یقبل

 رکیرد ید و زودکیرد  مجمیوع  حداکثر کردن حداقل دنبال به که است لهئتابع هدف استوار مس ۀدهند ( نشان4) ۀرابط

 25و چانتراواراپیان  24شیده توسیط گوپتیا    هیای میدل ارائیه    یافتۀ محیدودیت  ( توسعه8( تا )5انتظار است. روابط )مورد

کننید کیه هیر موقعییت تنهیا       ی( بییان می  6( و )5هیای )  . محدودیتاند سازی بندی با خانوادۀ آماده ( برای زمان2008)

( بیرای کیار در اولیین    7پردازش یابد. محدودیت ) بار کتواند ی تواند توسط یک کار اشغال شود و هر کار تنها می می

( برای کارهایی که قبل از آنهیا کیاری   8گیرد. محدودیت ) سازی خانوادۀ کار را در نظر می موقعیت توالی، زمان آماده

یافتیۀ   ( توسیعه 9. محیدودیت ) ردیی گ یمی سیازی خیانوادۀ کیار را در نظیر      از یک خانواده متفاوت است، زمیان آمیاده  

( اسیت و زمیان تکمییل    2019شده توسط دتی و همکیاران )  ربوط به محاسبۀ زمان تکمیل در مدل ارائهمحدودیت م

( زمیان  10. محدودیت )کند میجز اولین کار، بعد از زمان پایان موردانتظار خرابی را محاسبه  موردانتظار کلیۀ کارها به

کنید زمیان تکمییل     ( تضیمین میی  11ند. محدودیت )ک تکمیل اولین کار بعد از پایان موردانتظار خرابی را محاسبه می

شیوند، نبایید از زمیان شیروع موردانتظیار خرابیی        ریزی میی  کارهایی که قبل از زمان شروع موردانتظار خرابی برنامه

کنید.   ( وجودنداشتن بیکاری عمدی را قبل از شروع خرابیی موردانتظیار بررسیی میی    12تر باشد. محدودیت ) بزرگ
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( و 14هیای )  افتد. محیدودیت  ریزی اتفاق می کند که فقط یک خرابی در طول افق برنامه ن می( تضمی13محدودیت )

( 20( تیا ) 16هیای )  کننید. محیدودیت   ( مقادیر حداکثر زودکرد و حداکثر دیرکرد موردانتظار کارها را محاسبه می15)

 .کنند مقادیر مرزی موردنیاز، نوع و علامت متغیرهای تصمیم مسئله را توصیف می

 26خطیی مخیتلط   حیصح عدد یزیر برنامه، مدل فوق یک مدل 𝐻𝑘و  𝑋𝑖𝑓𝑘 ،𝑌𝑓𝑘با توجه به متغیرهای صفر و یک 

(MILPاست. برای صحت ) افزار گمیز بیر مسیائل نمونیه بیا ابعیاد کوچیک         سنجی نهایی، این مدل با استفاده از نرم

بییودن مسییئله  ییید شیید. بییا توجییه بییه سییختآزمییایش و نتییایج حییل آن در مقایسییه بییا نتییایج شییمارش کامییل، تأی 

1|𝑠𝑓 , 𝑏𝑟𝑒𝑎𝑘𝑑𝑜𝑤𝑛|𝐸[𝐸𝑚𝑎𝑥 + 𝑇𝑚𝑎𝑥] هیای   سازی ریاضی، ضرورت اسیتفاده از روش  و ناکارآمدبودن فرآیند مدل

ی ها زمانشود. برای محاسبۀ زمان تکمیل موردانتظار کارها، باید از مقادیر قطعی  دیگر در حل این مسئله احساس می

 استفاده شود. 𝐸[𝐷]و  𝐸[𝐵1]ترتیب مقادیر  سازی و مقادیر موردانتظار شروع و طول خرابی، یعنی به پردازش و آماده

 روش شاخه و کران -3-2

𝑠𝑓|1برای حل بهینۀ مسئله  ( جدیدBB) 27در این بخش یک الگوریتم شاخه و کران , 𝑏𝑟𝑒𝑎𝑘𝑑𝑜𝑤𝑛|𝐸[𝐸𝑚𝑎𝑥 +

𝑇𝑚𝑎𝑥] شوند و در هر توالی جزئی، هریک از کارهیای   . در این الگوریتم کارها از ابتدای توالی چیده میشود ارائه می

جیو براسیاس   و شود. ترتیب ورود کارها به درخیت جسیت   عنوان شاخۀ جدید به انتهای توالی افزوده می مانده به باقی

 شیکل  در. اسیت  29اولین عمقصورت  جو بهو ( است و استراتژی جستEDD) 28ترتیب غیرنزولی موعدهای تحویل

 بیی ترت بیه  هیا  گیره  شکل نیا در. است شده داده نشان کار چهار با لهئمس کی یبرا BB تمیالگور یزن شاخه ندیفرآ 1

قطیع   ۀنحیو  و کیران  و شیاخه  تمیالگیور  یاجیرا  نید یفرآ ادامه، در. اند شده یگذار شماره وجو جست درخت شیمایپ

 .شود یم حیتشر ها شاخه

 
 BB یتمدر الگور زنی شاخه فرآیند -1 شکل

Fig 1- Branching process in the BB algorithm 

، یک حد بالا برای مسئله محاسبه و در هر شیاخه، مقیدار حید پیایین تیوالی جزئیی       BBقبل از شروع الگوریتم  

بالا بود، آن شیاخه قطیع   تر یا مساوی حد  ای مقدار حد پایین بزرگ شود. اگر در شاخه متناظر با آن شاخه محاسبه می

. همچنین در صورت رسیدن به یک توالی پذیرفتنی کامل، مقدار تابع هدف موردانتظیار ایین تیوالی بیا حید      شود می

. در ادامه حدود بالا و پایین و برخی اصول غلبه شود ی میروزرسان بهبالای جاری مقایسه و در صورت نیاز، حد بالا 

 شود. ارائه می BBبرای الگوریتم 

 شروع

1 
J1 

2 
J1-J2 

3 
J1-J2-J3 

4 
J1-J3 

5 
J1-J3-J2 

6 
J2 

7 
J2-J1 

8 
J2-J1-J3 

9 
J2-J3 

10 
J2-J3-J1 

11 
J3 

12 
J3-J1 

13 
J3-J1-J2 

14 
J3-J2 

15 
J3-J2-J1 
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 حد بالا -3-2-1

 دست به منظور به( PHC) 30نوردی تپه بر مبتنی جفتی تعویض نام به یدجد یابتکار یتمالگور یکاز  در این مقاله

𝑠𝑓|1 مسیئلۀ  برای BB رویۀ بالای حد آوردن , 𝑏𝑟𝑒𝑎𝑘𝑑𝑜𝑤𝑛|𝐸[𝐸𝑚𝑎𝑥 + 𝑇𝑚𝑎𝑥]  تمیالگیور  نیی ا. شیود  یمی  اسیتفاده 

و در  شیود  یمی  جادیا هیاول یتوال کی ،لهئمس یژگیو کی براساس ساخت فاز در. است بهبود و ساخت فاز دو یدارا

 .ابدی یم بهبود جادشدهیا یتوال صانه،یحر کردیرو کی اساسفاز بهبود، بر

مرتیب   EDD بیترت براساس و یتوال یابتدا در تر کوچک لیبا موعد تحو یکارها ه،یاول یساخت توال ۀمرحل در

 تیر  بیزرگ  لیبا موعد تحو یکارها نی. همچنشود یم رکرددارید یکارها رکردید زانیکار باعث کاهش م نی. اشوند یم

 𝑗𝑖,𝑓کیار   یکه زمان شیناور  شوند یم مرتب( MST) 31یشناور یها زمان یرنزولیغ بیترت اساسو بر یتوال یانتها در

𝑑𝑖,𝑓 صورت به − 𝑝𝑖,𝑓 در. شیود  یزودکیرددار می   یزودکیرد کارهیا   زانیی باعث کاهش م زیکار ن نیا ؛شود یم فیتعر 

 در ب،یشی  نیزتیر یت بیا  ینیورد  تپیه  تمیالگور اساسبر یجفت ضیتعو یۀرو کیبا استفاده از  ه،یاول یبهبود توال ۀمرحل

نوردی یک رویکرد حریصانه است، در مرحلۀ  که رویۀ تپهنیا به توجه با. شود یم تلاش هدف تابع مقدار بهبود جهت

هیای   . گیام شیود  تلاش در جهت کاهش مقدار موردانتظار تابع هدف، ساختار کلی توالی اولیه حفظ میی بهبود ضمن 

 صورت زیر است: به PHCالگوریتم 

 :PHCالگوریتم 

 شروع

 فاز ایجاد:

 صورت زیر ایجاد کنید: را به currentتوالی 

 بنامید؛ 𝑑𝑎𝑣𝑒میانگین موعدهای تحویل کارها را محاسبه کنید و آن را  

 بچینید؛ EDDرا در ابتدای توالی و براساس ترتیب  𝑑𝑎𝑣𝑒تر مساوی  کارهای با موعد تحویل کوچک 

 بچینید. MSTرا در انتهای توالی و براساس ترتیب  𝑑𝑎𝑣𝑒تر از  کارهای با موعد تحویل بزرگ 

 فاز بهبود:

=∆قرار دهید  𝑀 (M ؛)یک مقدار بزرگ است 

<∆تا زمانی که   تکرار کنید؛ 0

=∆قرار دهید    ؛0

 تکرار کنید؛ =n i-1تا  i= 1ازای  به 

 تکرار کنید؛ j= nتا  =i j+ 1ازای  به   

 بنامید؛ nextجا کنید و توالی حاصل را را جابه jو  iدو کار  currentدر توالی     

𝐸[𝐸𝑚𝑎𝑥(𝑐𝑢𝑟𝑟𝑒𝑛𝑡)اگر      + 𝑇𝑚𝑎𝑥(𝑐𝑢𝑟𝑟𝑒𝑛𝑡)] − 𝐸[𝐸𝑚𝑎𝑥(𝑛𝑒𝑥𝑡) + 𝑇𝑚𝑎𝑥(𝑛𝑒𝑥𝑡)] >  ، آنگاه:∆

       ∆← 𝐸[𝐸𝑚𝑎𝑥(𝑐𝑢𝑟𝑟𝑒𝑛𝑡) + 𝑇𝑚𝑎𝑥(𝑐𝑢𝑟𝑟𝑒𝑛𝑡)] − 𝐸[𝐸𝑚𝑎𝑥(𝑛𝑒𝑥𝑡) + 𝑇𝑚𝑎𝑥(𝑛𝑒𝑥𝑡)] 
       𝑏𝑒𝑠𝑡_𝑛𝑒𝑥𝑡 ← 𝑛𝑒𝑥𝑡 
 پایان اگر    

 پایان تکرار   
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 پایان تکرار 

<∆اگر   𝑐𝑢𝑟𝑟𝑒𝑛𝑡 آنگاه 0 ← 𝑏𝑒𝑠𝑡_𝑛𝑒𝑠𝑡 

 پایان تکرار

 عنوان جوا  نهایی در نظر بگیرید. را به currentتوالی 

 پایان

 حد پایین -3-2-2

دهنیدۀ   نشیان  ′𝜎شده و مجموعۀ  بندی دهندۀ توالی کارهای زمان نشان 𝜎، توالی جزئی BBدر هر شاخه از درخت 

𝜎𝑀𝑆𝑇_𝑒𝑠_𝑎نشده در این شاخه است. توالی  بندی مجموعۀ کارهای زمان
ریزی  کارهای برنامه MSTدهندۀ ترتیب  نشان ′

سازی خانوادۀ کار برای هریک از آنها در نظر گرفته شده است. همچنین اگر زمیان تکمییل    نشده است که زمان آماده

𝜎𝑀𝑆𝑇_𝑒𝑠_𝑎باشد، کارهیای تیوالی    𝐸(𝐵1)تر مساوی  کوچک 𝜎موردانتظار آخرین کار توالی 
بلافاصیله بعید از زمیان     ′

چییده   σشود؛ در غیر این صیورت، کارهیای ایین تیوالی بلافاصیله بعید از تیوالی         ی چیده میپایان موردانتظار خراب

سیازی   ، بیرای محاسیبۀ مقیادیر شیناوری، زمیان آمیاده      MSTشوند. درنهایت هنگام چیدن کارها براساس ترتییب   می

 شود. خانوادۀ هر کار به زمان پردازش آن اضافه می

𝜎𝐸𝐷𝐷_𝑓𝑠_𝑝توالی 
شود. در این تیوالی فقیط بیرای     مانده با فرض انقطاع کار تعریف می رهای باقیکا EDDترتیب  ′

شود. ذکیر   سازی در نظر گرفته می شود، زمان آماده ها که در توالی ظاهر می اولین کار مربوط به هریک از این خانواده

𝑗𝑘,ℎ (𝑘کار  σاین نکته مهم است که اگر آخرین کار توالی  ∈ {1,2,… , 𝑛ℎ}  وℎ ∈ {1,2,…𝐹}   باشید، در صیورتی )

𝜎𝐸𝐷𝐷_𝑓𝑠_𝑝وجیود داشیته باشید، در ترتییب      hنشده کیاری عضیو خیانوادۀ     بندی که در مجموعۀ کارهای زمان
بیرای   ′

شود. قضیۀ زیر نحوۀ محاسیبۀ حید پیایین در     سازی در نظر گرفته نمی زمان آماده hیک از کارهای عضو خانوادۀ  هیچ

 کند. را بیان می BBهر شاخه از درخت 

𝑠𝑓|1در مسئلۀ  :1قضیۀ  , 𝑏𝑟𝑒𝑎𝑘𝑑𝑜𝑤𝑛|𝐸[𝐸𝑚𝑎𝑥 + 𝑇𝑚𝑎𝑥]  حد پایین توالی جزئیσ  صیورت زییر محاسیبه     بیه

 شود: می

(21) 𝐿𝐵(𝜎) = max{𝐸[𝐸𝑚𝑎𝑥(𝜎)], 𝐸[𝐸𝑚𝑎𝑥(𝜎𝑀𝑆𝑇_𝑒𝑠_𝑎
′ )]} + max{𝐸[𝑇𝑚𝑎𝑥(𝜎)], 𝐸[𝑇𝑚𝑎𝑥(𝜎𝐸𝐷𝐷_𝑓𝑠_𝑝

′ )]} 

هیای تکمییل    یی در نظر گرفته شود، واضح است با افیزایش زمیان  تنها بهموردانتظار  𝐸𝑚𝑎𝑥اگر تابع هدف  اثبات:

هر کار یک دستۀ مجزا در نظر  ′𝜎یابد. همچنین اگر در مجموعۀ  موردانتظار، مقدار موردانتظار این معیار افزایش نمی

ین حالت زمیان تکمییل موردانتظیار بیرای     سازی خانوادۀ کار مربوط به خود را دارد، بیشتر گرفته شود که زمان آماده

سیازی خیانوادۀ هیر کیار در      کردن زمان آماده برای این کارها با لحاظ MSTکارها در نظر گرفته شده است و ترتیب 

 کند. را برای آنها کمینه می 𝐸𝑚𝑎𝑥زمان پردازش کار، معیار 

های تکمیل موردانتظیار کارهیا،    ود، با کاهش زمانموردانتظار در نظر گرفته ش 𝑇𝑚𝑎𝑥از سوی دیگر اگر تنها معیار 

اسیت، بیا    hعضیو خیانوادۀ    𝜎یابد. حال با توجه به اینکه آخرین کار توالی  مقدار موردانتظار تابع هدف افزایش نمی

سیازی مربیوط بیه     زمان آمیاده  بار کی حداقلنباشند،  hکه عضو خانوادۀ  ′𝜎چیدن هریک از کارهای عضو مجموعۀ 



 129/ احسان ملائی و همکاران/  روش شاخه و کران وسیلۀ و حل آن به یتصادف یخراب و ای دسته تولیدبا  ماشین تک بندی زمان مسئلۀ سازی مدل

سازی بیرای اولیین کیاری کیه در ترتییب       خانوادۀ کار آنها باید در نظر گرفته شود؛ بنابراین در نظر گرفتن زمان آماده

EDD شود، معیار  نشده ظاهر می بندی کارهای زمان𝑇𝑚𝑎𝑥 کند. را برای آنها حداقل می 

 اصول غلبه -3-2-3

را کیاهش دهنید. در    BBوجوی الگوریتم  ضای جستتوانند ف شود که می در این زیربخش دو اصل غلبه بیان می

 شوند. ها منجر می ترتیب اجرا و به قطع برخی از شاخه به 2و  1، دو اصل غلبۀ BBهر شاخه از الگوریتم 

کننیدۀ زمیان تکمییل موردانتظیار      شیود و بییان   نشان داده می 𝐸[𝐶(𝜎)]با  𝜎زمان تکمیل موردانتظار توالی جزئی 

𝑗𝑖,𝑘 (𝑖ابتیدا کیار    BBاست. اگیر در فرآینید    𝜎آخرین کار در توالی جزئی  ∈ {1,2,… , 𝑛𝑘}  و𝑘 ∈ {1,2,… , 𝐹} و )

همچنیین   شیود.  نشیان داده میی   𝜎𝑖𝑘𝑗𝑘صورت  اضافه شوند، توالی حاصل به 𝜎به انتهای توالی جزئی  𝑗𝑗,𝑘سپس کار 

خرابی موردانتظار ماشیین شیروع شیود،     𝜎شود: اگر بعد از اتمام توالی  به این صورت تعریف می 𝐸[𝐶′(𝜎)]عبارت 

یابنید ییا اگیر     اولین کارهایی باشند که بعد از پایان خرابی موردانتظار ماشیین پیردازش میی    𝑗𝑗,𝑘و  𝑗𝑖,𝑘یعنی کارهای 

𝐸[𝐶′(𝜎)]نباشد، آنگاه  kعضو خانوادۀ  𝜎آخرین کار توالی  = 𝐸[𝐶(𝜎)] + 𝑠𝑘    است. اما اگر آخرین کیار تیوالی𝜎 

شده بعد از دسترسی مجدد ماشین نباشند، آنگیاه   بندی اولین کارهای زمان 𝑗𝑗,𝑘و  𝑗𝑖,𝑘باشد و کارهای  kعضو خانوادۀ 

𝐸[𝐶′(𝜎)] = 𝐸[𝐶(𝜎)] .است 

، هیر دو قبیل از شیروع خرابیی     σشدن به انتهیای تیوالی جزئیی     در صورت اضافه 𝑗𝑗,𝑘و  𝑗𝑖,𝑘اگر کارهای  :1لم 

 موردانتظار ماشین و یا هر دو بعد از پایان خرابی موردانتظار ماشین پردازش یابند و روابط زیر برقرار باشد:

 

(22) min{𝑑𝑖,𝑘 , 𝑑𝑗,𝑘} ≥ 𝐸[𝐶′(𝜎)] + 𝑝𝑖,𝑘 + 𝑝𝑗,𝑘 

(23) 𝑑𝑗,𝑘 − 𝑝𝑗,𝑘 ≤ 𝑑𝑖,𝑘 − 𝑝𝑖,𝑘 

 آنگاه رابطۀ زیر برقرار است:

(24) 𝐸[𝐸𝑚𝑎𝑥(𝜎𝑗𝑘𝑖𝑘) + 𝑇𝑚𝑎𝑥(𝜎𝑗𝑘𝑖𝑘)] ≤ 𝐸[𝐸𝑚𝑎𝑥(𝜎𝑖𝑘𝑗𝑘) + 𝑇𝑚𝑎𝑥(𝜎𝑖𝑘𝑗𝑘)]  

زودکرددار شوند،  𝜎𝑗𝑘𝑖𝑘و  𝜎𝑖𝑘𝑗𝑘های  در توالی 𝑗𝑗,𝑘و  𝑗𝑖,𝑘( انتظار داریم هر دو کار 22با توجه به رابطۀ ) اثبات:

هیای   موردانتظیار تیوالی   𝑇𝑚𝑎𝑥شیود و در مقیدار    درنتیجه مقدار حداکثر دیرکرد موردانتظار این دو کار برابر صفر می

کنید، بیا    را حداقل میی  𝐸𝑚𝑎𝑥معیار  MSTجزئی مربوط اثرگذار نخواهند بود. از سوی دیگر با توجه به اینکه ترتیب 

انید، مقیدار حیداکثر     مرتب شده MSTبراساس ترتیب  𝑗𝑗,𝑘و  𝑗𝑖,𝑘دو کار  𝜎𝑗𝑘𝑖𝑘توالی  ( چون در23توجه به رابطۀ )

بیشیتر   𝜎𝑖𝑘𝑗𝑘از مقدار حداکثر زودکرد موردانتظار آنهیا در   𝜎𝑗𝑘𝑖𝑘زودکرد موردانتظار مربوط به این دو کار در توالی 

 نیست.

برقیرار   1شرایط لیم   𝜎𝑖𝑘𝑗𝑘در شاخۀ  BBوجوی  ، اگر در فرآیند جست1با توجه به لم  (:1)اصل غلبۀ  1نتیجۀ 

 توان این شاخه را قطع کرد. باشد، می

، هیر دو قبیل از شیروع خرابیی     σشدن به انتهیای تیوالی جزئیی     در صورت اضافه 𝑗𝑗,𝑘و  𝑗𝑖,𝑘اگر کارهای  :2لم 

 ن خرابی موردانتظار ماشین پردازش یابند و روابط زیر برقرار باشد:موردانتظار ماشین و یا هر دو بعد از پایا
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(25) m𝑎𝑥{𝑑𝑖,𝑘 , 𝑑𝑗,𝑘} ≤ 𝐸[𝐶(𝜎)] 

(26) 𝑑𝑗,𝑘 ≤ 𝑑𝑖,𝑘 

 آنگاه رابطۀ زیر برقرار است:

(27) 𝐸[𝐸𝑚𝑎𝑥(𝜎𝑗𝑘𝑖𝑘) + 𝑇𝑚𝑎𝑥(𝜎𝑗𝑘𝑖𝑘)] ≤ 𝐸[𝐸𝑚𝑎𝑥(𝜎𝑖𝑘𝑗𝑘) + 𝑇𝑚𝑎𝑥(𝜎𝑖𝑘𝑗𝑘)] 

دیرکرددار شیوند،   𝜎𝑗𝑘𝑖𝑘و  𝜎𝑖𝑘𝑗𝑘های  در توالی 𝑗𝑗,𝑘و  𝑗𝑖,𝑘( انتظار داریم هر دو کار 25با توجه به رابطۀ ) اثبات:

هیای   موردانتظیار تیوالی   𝐸𝑚𝑎𝑥شود و در مقیدار   درنتیجه مقدار حداکثر زودکرد موردانتظار این دو کار برابر صفر می

کنید، بیا    را حداقل میی  𝑇𝑚𝑎𝑥معیار  EDDجزئی مربوط اثرگذار نخواهند بود. از سوی دیگر با توجه به اینکه ترتیب 

انید، مقیدار حیداکثر     مرتب شده EDDبراساس ترتیب  𝑗𝑗,𝑘و  𝑗𝑖,𝑘دو کار  𝜎𝑗𝑘𝑖𝑘( چون در توالی 26توجه به رابطۀ )

بیشیتر   𝜎𝑖𝑘𝑗𝑘از مقدار حداکثر دیرکرد موردانتظیار آنهیا در    𝜎𝑗𝑘𝑖𝑘ر مربوط به این دو کار در توالی دیرکرد موردانتظا

 نیست.

برقیرار   2شرایط لیم   𝜎𝑖𝑘𝑗𝑘در شاخۀ  BBوجوی  ، اگر در فرآیند جست2با توجه به لم  (:2)اصل غلبۀ  2نتیجۀ 

 توان این شاخه را قطع کرد. باشد، می

 

 کاربردیمطالعۀ  -4

 هیای الگیوریتم  با و طراحی نمونه مسائل از ایگسترده مجموعۀ شده،های ارائه منظور ارزیابی عملکرد الگوریتم به

 تعیداد  و کیار  هیای خیانواده  تعیداد  ،مسائل نمونه یطراح ی( برا2007) 32نظر اسکالر براساس. اندشده حل شدهارائه

𝐹هیای  مجموعه از خانواده هر کارهای = 𝑛𝑓و  3 = 3 ،𝐹 = 𝑛𝑓و  4 = 4 ،𝐹 = 𝑛𝑓و  3 = 6،⁡𝐹 = 𝑛𝑓و  6 = 3 ،

𝐹 = 𝑛𝑓و  4 = 5 ،𝐹 = 𝑛𝑓و  5 = 𝐹و همچنین  5 = 𝑛𝑓و  5 = طیور   هیای پیردازش بیه    اند. زمیان  انتخا  شده 6

سیازی هیر خیانوادۀ کیار      های آماده اند. همچنین زمان ایجاد شده [1,10]تصادفی از توزیع یکنواخت گسسته در بازۀ 

انید. موعیدهای تحوییل نییز      ایجاد شده [1,10]و  [1,20]های  ی از دو توزیع یکنواخت گسسته در بازهطور تصادف به

𝑇𝑃(1]طور تصادفی از توزیع یکنواخت گسسیته در بیازۀ    به − 𝑟 −
𝑅

2
, 𝑇𝑃 (1 − 𝑟 +

𝑅

2
انید. در ایین    ایجیاد شیده   [(

𝑇𝑃روابط،  = ∑ (∑ 𝑝𝑖,𝑓
𝑛𝑓
𝑖=1

+ 𝑠𝑓)
𝐹
𝑓=1 ،R یل و دهندۀ پارامتر موعد تحو نشانr شود. بیرای   عامل دیرکرد تعریف می

,𝑟)پارامترهای  𝑅) و  33در نظر گرفته شده است. براساس اودونوان (0.25,1)و  (0.5,1)، (0.5,0.5)، سه زوج مقداری

𝜃(�̅�شود زمان شروع خرابی دارای توزیع نمیایی بیا مییانگین     (، فرض می1999همکاران ) + �̅�𝑓)    اسیت کیه در آن

�̅� =
∑ ∑ 𝑝𝑖,𝑓

𝑛𝑓
𝑖=1

𝐹
𝑓=1

𝑛
�̅�𝑓و   =

∑ 𝑠𝑓
𝐹
𝑓=1

𝐹
را داشیته باشید. همچنیین     3و  5، 10توانید یکیی از مقیادیر     می θاست. پارامتر  

𝛽1(�̅�]شود طول خرابیی دارای توزییع یکنواخیت گسسیته در بیازۀ       فرض می + �̅�𝑓), 𝛽2(�̅� + �̅�𝑓)]    اسیت. مقیادیر

(𝛽1, 𝛽2)  شوند. انتخا  می (1,2)و  (0.1,0.5)از زوج مقادیر 

شود کیه   برای مسائل نمونۀ تولیدشده تعریف می 𝑆𝑖𝑗𝑘𝑙های  س هر ترکیب از مقادیر مختلف پارامترها، سریبراسا

i (1در آنها  ≤ 𝑖 ≤ j (1سازی کارها،  دهندۀ نوع خانوادۀ آماده ( نشان2 ≤ 𝑗 ≤ دهنیدۀ نیوع موعید تحوییل      ( نشیان 3

k (1کارها،  ≤ 𝑘 ≤ l (1دهندۀ نوع زمان شروع خرابی و  ( نشان3 ≤ 𝑙 ≤ کنندۀ نوع طیول دورۀ خرابیی    ( مشخص2
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، در هیر سیری   𝑛𝑓و  Fازای هر ترکییب   تعریف شده است. به 𝑆𝑖𝑗𝑘𝑙های  های سری مقادیر اندیس 1است. در جدول 

 عدد است. 2520مسئلۀ نمونه تولید شده است. به این ترتیب تعداد کل مسائل نمونۀ تولیدی  10

 
 𝐒𝐢𝐣𝐤𝐥های سری  اندیس -1جدول 

Table 1- Series Sijkl indeces 

 i j k l اندیس
𝑠𝑓 1مقدار  ∈ [1,20] (𝑟, 𝑅) = (0.5,0.5) 𝜃 = 10 (𝛽1, 𝛽2) = (0.1,0.5) 
𝑠𝑓 2مقدار  ∈ [1,10] (𝑟, 𝑅) = (0.5,1) 𝜃 = 5 (𝛽1, 𝛽2) = (1,2) 
,𝑟) -- 3مقدار  𝑅) = (0.25,1) 𝜃 = 3 -- 

 

هیایی کیه    ثانیه لحاظ شده است و نمونیه  4000محدودیت زمانی  BBبرای حل هریک از مسائل توسط الگوریتم 

در نظیر   BBنشیده توسیط    عنوان مسائل حیل  ۀ زمانی مدنظر قادر به حل آنها نبوده است، بهمحدوددر  BBالگوریتم 

 صورت زیر استفاده شده است: به Devاز شاخص درصد انحراف  PHCمنظور ارزیابی الگوریتم  شوند. به گرفته می

 

(28) 𝐷𝑒𝑣 =
𝑓(𝜋) − 𝑓(𝜋∗)

𝑓(𝜋∗)
∗ 100 

بیر نمونیۀ    PHCآمیده از اجیرای الگیوریتم     دسیت  دهندۀ مقیدار تیابع هیدف تیوالی بیه      نشان 𝑓(𝜋)در این رابطه 

 است. شده دهندۀ مقدار تابع هدف جوا  بهینۀ نمونۀ بررسی نشان 𝑓(𝜋∗)و  شده بررسی

 ها یافته -4-1

کدنویسی شدند و توسط ییک پردازنیده بیا مشخصیات      ++VCنویسی  در زبان برنامه BBو  PHCهای  الگوریتم

Intel CORE i7 2.7 GHz CPU 8 GB RAM   نتیایج حیل مسیائل نمونیه      2بر مسائل نمونه اجرا شدند. در جیدول

ت کیه در  هایی اس دهندۀ تعداد نمونه نشان« BBتعداد »شده آمده است. در این جدول ستون  های داده توسط الگوریتم

اند. شایان ذکر است که تعداد کیل مسیائل    صورت بهینه حل شده به BBشده توسط الگوریتم  محدودۀ زمانی مشخص

توانسته اسیت کلییۀ مسیائل نمونیه تیا       BBدهد الگوریتم  عدد است. نتایج محاسباتی نشان می 70نمونه در هر سری 

های  نشده تنها مربوط به نمونه حل کند و مسائل حل صورت بهینه شده به کار را در محدودۀ زمانی مشخص 25سقف 

 کار است. 30با تعداد 

برحسب  BBهای حل مسائل نمونه توسط الگوریتم  دهندۀ میانگین زمان نشان 2در جدول « BBزمان حل »ستون 

داول ذکیر  ، مقادیر مربوط به آن در ایین جی  PHCهای حل مسائل توسط الگوریتم  دلیل ناچیزبودن زمان ثانیه است. به

ترتییب توسیط حید     را بیه  شده قطعهای  نیز میانگین درصد گره 2در جدول « شده درصد قطع»های  نشده است. ستون

شده در هیر نمونیه، در الگیوریتم شیاخه و کیران نشیان        های طی به کل گره نسبت 2و اصل غلبۀ  1پایین، اصل غلبۀ 

گین درصد انحراف از جوا  بهینه در الگوریتم ابتکیاری  دهندۀ میان نشان 2در جدول « PHCانحراف »دهد. ستون  می

PHC .در هر نمونه است  
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,𝐬𝐟|𝟏نتایج حل مسئله  -2جدول  𝐛𝐫𝐤𝐝𝐨𝐰𝐧|𝐄[𝐄𝐦𝐚𝐱 + 𝐓𝐦𝐚𝐱] 
Table 2- Result for the problem 1|Sf, brkdown| E[Emax+Tmax] 

 سری  تعداد  زمان  شده قطعدرصد   انحراف  سری  تعداد  زمان  شده درصد قطع  انحراف

PHC  D2 D1 LB  BB  BB    PHC  D2 D1 LB  BB  BB   

23/15  11/3 02/0 48/83  15/170  67  S2111  75/21  98/3 01/0 93/82  47/122  66  S1111 
22/13  23/3 02/0 49/83  89/125  65  S2112  08/20  09/4 02/0 95/82  90/60  66  S1112 
88/14  26/3 02/0 05/83  45/195  67  S2121  30/22  68/3 01/0 92/83  21/124  67  S1121 
79/15  71/3 02/0 73/82  59/148  66  S2122  59/20  17/4 01/0 77/83  20/93  65  S1122 

21/15  11/3 01/0 36/84  45/235  68  S2131  85/19  82/3 01/0 56/83  21/109  67  S1131 
03/13  00/4 01/0 89/83  18/198  67  S2132  84/17  77/3 01/0 93/83  04/135  70  S1132 
66/11  17/1 01/0 10/89  00/3  70  S2211  34/16  61/1 01/0 64/87  63/2  70  S1211 
81/11  29/1 01/0 15/89  77/5  70  S2212  14/15  91/1 01/0 57/87  03/4  70  S1212 
89/10  09/1 01/0 18/88  55/1  70  S2221  41/14  62/1 01/0 05/88  42/1  70  S1221 

13/10  31/1 01/0 56/88  44/1  70  S2222  54/14  99/1 01/0 67/87  02/2  70  S1222 
51/9  15/1 01/0 98/88  03/2  70  S2231  79/14  63/1 01/0 75/87  90/0  70  S1231 
90/9  45/1 01/0 64/88  18/5  70  S2232  52/15  03/2 01/0 56/87  07/2  70  S1232 
47/9  70/0 01/0 62/89  66/1  70  S2311  85/15  14/1 01/0 72/87  01/2  70  S1311 
47/9  92/0 01/0 92/88  71/2  70  S2312  10/15  35/1 01/0 37/87  36/3  70  S1312 

95/9  77/0 01/0 53/88  61/1  70  S2321  07/16  29/1 01/0 38/87  47/9  70  S1321 
11/10  90/0 01/0 27/88  30/1  70  S2322  54/17  46/1 01/0 08/87  20/2  70  S1322 
75/9  69/0 01/0 63/89  94/3  70  S2331  75/16  32/1 01/0 61/87  44/9  70  S1331 
17/12  75/0 01/0 90/88  77/26  70  S2332  84/16  52/1 01/0 15/87  69/9  70  S1332 

 

 بحث -5

و تعیداد نمونیۀ بهینیۀ     BBترین مسائل ازنظر متوسیط زمیان حیل     شود که سخت مشاهده می 2از بررسی جدول 

هیا بیازۀ    تواند به این دلیل باشد کیه در ایین سیری    است. این امر می j= 1های با  مربوط به سری BBشده توسط  حل

شیود   تر است. این خاصیت باعث میی تر است و درنتیجه پراکندگی موعدهای تحویل کارها کم موعد تحویل کوچک

های مختلف مقادیر دیرکرد و زودکرد کارها نزدیک به یکدیگر شود و بنیابراین بیرای پییداکردن جیوا       که در توالی

 وجو پیمایش شود. بهینه، لازم است که فضای بیشتری از درخت جست

انید بیه ایین دلییل باشید کیه در ایین        تو است. این امر میی  j= 2های با  ترین مسائل مربوط به سری همچنین ساده

شود  ها، علاوه بر پراکندگی بیشتر موعدهای تحویل، تأثیر بیشتر عامل دیرکرد به دیرکرددارشدن کارها منجر می سری

دهید بیا    ها نشیان میی   شود. بررسی تر حل می و بنابراین با تأثیرگذارتربودن یکی از معیارهای تابع هدف، مسائل ساده

شود. ممکن است این خاصیت به این دلیل باشد کیه   تر می سازی خانوادۀ کارها، مسائل کمی سخت کاهش زمان آماده

های کاری تابع هدف موردانتظیار   سازی خانوادۀ کارها، احتمال دارد که با افزایش تعداد دسته های آماده با کاهش زمان

شود. همچنین افزایش یا کاهش زمان شیروع   می ترشدن فرآیند حل مسائل منجر مسئله بهبود یابد و این امر به پیچیده

دهید و ایین امیر     و طول موردانتظار دورۀ خرابی، تأثیر معناداری را بر پیچیدگی محاسباتی مسائل نمونیه نشیان نمیی   

 دهد. به مقادیر مختلف زمان شروع و طول خرابی نشان می شده را نسبت های حل ارائه استواربودن رویه
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شده داشته اسیت و در   های پیموده کارآیی بالایی را در قطع گره BBدهد حد پایین رویۀ  نشان می 2نتایج جدول 

هیای مسیائل،    شده منجر شده است. همچنیین در سیری   های پیموده درصد گره80بیشتر مسائل نمونه به قطع بیش از 

داشیته اسیت.    BBشیده در درخیت    هیای طیی   تری در قطیع گیره   عملکرد مناسب 1به اصل غلبۀ  نسبت 2اصل غلبۀ 

هیا کمتیر از    داده  به جوا  بهینه، در بیشیتر مجموعیه   نسبت PHCهمچنین میانگین درصد انحراف الگوریتم ابتکاری 

شیده توسیط    ای میانگین زمان حل و تعداد مسائل بهینۀ حل ، نمودار مقایسه5تا  2های  درصد بوده است. در شکل30

 نشان داده شده است. 𝑆𝑖𝑗𝑘𝑙در سری  lو  i ،j ،kهای  به تفکیک هریک از اندیس BBالگوریتم 

 

 
 iازای مقادیر مختلف  به BBشده توسط  نمودار میانگین زمان و تعداد نمونۀ حل -2شکل 

Fig 2- Average number and average computation time diagrams of instances solved by BB for values i 

 

 
 jازای مقادیر مختلف  به BBشده توسط  نمودار میانگین زمان و تعداد نمونۀ حل -3شکل 

Fig 3- Average number and average computation time diagrams of instances solved by BB for values j 

 

 
 kازای مقادیر مختلف  به BBشده توسط  نمودار میانگین زمان و تعداد نمونۀ حل -4شکل 

Fig 4- Average number and average computation time diagrams of instances solved by BB for values k 
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 lازای مقادیر مختلف  به BBشده توسط  نمودار میانگین زمان و تعداد نمونۀ حل -5شکل 

Fig 5- Average number and average computation time diagrams of instances solved by BB for values l 

 

 گیری نتیجه -6

سیازی خیانوادۀ کارهیا،     های آماده ماشین با زمان بندی تک در این مقاله با توجه به نیاز صنایع تولیدی، مسئلۀ زمان

ای بیر   خرابی تصادفی و تابع هدف مجموع حداکثر زودکرد و حداکثر دیرکرد موردانتظار بررسی شد. تاکنون مطالعیه 

رییزی ریاضیی توسیعه داده و     ر این مقاله، یک میدل برنامیه  شده د این مسئله مشاهده نشده است. برای مسئلۀ بررسی

بودن مسئله، مدل مربوطه در حل مسائل با ابعاد متوسط و بزرگ کارایی مناسیبی نیدارد.    دلیل سخت نشان داده شد به

توسعه داده شد که اصول غلبیه و ییک حید     BBبه همین دلیل برای حل بهینۀ مسئلۀ مدنظر، یک الگوریتم حل بهینۀ 

 کند. یمعنوان حد بالا استفاده  به PHCآمده از یک الگوریتم ابتکاری جدید به نام  دست ین کارا دارد و از جوا  بهپای

سری داده طراحی و با 36ای از مسائل نمونه شامل  شده، مجموعۀ گسترده های حل ارائه منظور ارزیابی الگوریتم به

هیای بیا انیدازۀ کوچیک و متوسیط،       نمونه نشان داد در نمونیه  شده حل شدند. نتایج حل مسائل های معرفی الگوریتم

% مسائل نمونه در محدودۀ زمانی مدنظر شده و حد پایین آن توانسیته اسیت در بیشیتر    98قادر به حل  BBالگوریتم 

هیای   قطیع کنید. همچنیین در بیشیتر نمونیه      BBشیده را در درخیت    های پیموده درصد گره80مسائل نمونه بیش از 

ازای هر زوج تعداد خانواده و تعداد کارهای هر خانواده، میانگین درصد انحراف از جوا  بهینۀ الگوریتم  شده به حل

PHC  بوده است.30کمتر از % 

 مسیائل  مسیئله،  اینبر  یبعد های است، در پژوهش یدمقاله کاملا  جد یندر ا شده بررسی مسئلۀ اینکه به توجه با

 حیل  هیای  روش دیگیر  ییابی ارز یبیرا  مبنیایی  تواند می مقاله این در شده ارائه اریابتک و دقیق های الگوریتمنمونه و 

 مواجهیه  هیای  حالیت  دیگردر نظر گرفتن  ی،آت های انجام پژوهش برایگرفته شود.  در نظر مسئله این برای شده ارائه

سیازی انحرافیات برنامیۀ     حداقلبندی مجدد کارها با هدف  بر سناریو یا زمان یمبتن های خرابی مانند ماشین خرابی با

هیای میوازی، فلوشیا  و سیسیتم      های با بییش از ییک ماشیین ماننید ماشیین      شده، حالت بندیواقعی از برنامۀ زمان

بندی مانند حداکثر زمان تکمیل یا زمان تکمیل کل، همچنین توسعۀ دیگر  کارگاهی، دیگر توابع هدف مربوط به زمان

 .شود فراابتکاری پیشنهاد می های دقیق، ابتکاری یا الگوریتم
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