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Abstract 

Portfolio optimization is one of the main methods of investment and one of the main 

stages of portfolio construction. Since ptimization is the process of selecting the best 

option from a set of available options, given specific constraints, this is one of the 

most important challenges facing investors, financial managers and operations 

research modelers. In this paper, the optimal portfolio curvature with criteria of 

variance risk (MV), absolute deviation (MAD) and conditional value at risk (CVaR) 

for the five symbols Shasta, Kachad, Vepars, Khsapa and Shebandar is obtained 

from 1/09/1399 to 1/3/1400 and all four methods are compared. Accordingly, the 

effect of skewness and kurtosis on optimal portfolios in all four risk criteria is 

investigated by applying the dependence structure of copula functions using Monte 

Carlo simulation. In this regard, Pearson distribution system and Gaussian copula 

have been used to simulate the yields with different skewness and kurtosis and with 

standard deviation and mean of historical data, and finally it is shown that this 

process leads to a change in the optimal portfolios in all four methods of portfolio 
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optimization, so that the change in the amount of presented risk causes the most 

change in the optimal portfolio of CVaR and the least change in the optimal 

portfolio MSV. 

Keywords: Stock portfolio optimization, Conditional value at risk, Skewness, 

Kurtosis, Copula Function. 

JEL Classification: C15, G11, G17, C61 

 



 

 

���� �	
�� 
 �
���� !"#$% �
&'
(� 
  �
��� )�*+ ,
!-#
./ � 

0�%  �*+ 1'
2�)  �*+ 1�
�  �
� �( -#
./ 516 �	
�� �4 ��
���� 1400 �71  - 92  

������  ��	
�� 
��� ��	����� ���� ��
��� � ����� ���

�� � !���" ��#���� ��#$�� %� &'� #�� �� ()�*�  

9��:; 
<	:�=�*  

9�	��? ,.@"�**  

&
�+�  

�����  ���	
�� 
���� �� ����� ������ ������ ������ ���� ������ �� ��   �� ���    ��� !�����
"��#���$� ���� ���%	&"���� '���(� ����  )���� �� ���* +,���- �����&  �#� +���. ���� 

������ /�� # 0,�� 
����� 1
���2�   ������ ����� ."�� 4��5
� �� 6�7$& 
����   �8�� �����
0� 9���     ���� �� ��* ���* :��;���� <�  =��& �� >?�� 
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������ �8� ������ �5a?�  :���� # >?�� ��� /��@& ����j�� ���� 0,�� 1���2�   ���� ."���
��	
�� \��G �5a?� 0� Dk& 
X �� �* "�� ������ l��#� �� �������� "8?� �	G   ���2��

������ >?�� �* �	G ���@& �	$� �� >� �  �� ������� :���� # :�G ���
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    ���	*���� ���� ����?�� �� 9���� �8� ������ /�� .�	G ���(�� )1952   
X �� # ���* ��i��� (
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�P� �8�      # 9���� �8�� \�O�(& # 0�(��
)  ����� ���-0� ���* �� ����� �� "�7�	� ���� 9�o L#�G �� 0O� 1
X �����G��.   �5a�?�

 ��� 9���� ��� 4#�Z =��	& 0Y�	Y- �� �	;&�. ������  0�� ]�5     !���� ���� ��� 1������.
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�
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�j �� 055
,     9���� ������ ��� 
��       �� m	�_	� ���� 1"��� ��2����Z�& 
����� �� :F��#  �� ���     :����� =���	& \O�G �� ����g& �

9���  0�    0�� ����g& ���� .����     �� 0����(* # 0Y,	�- ����	& :��� =���	&     :���
  ��� �� �� 
��G��     �	�%# ��� ����� �8� �� >?�� �� ���@� ���2.�Z� + #F. ��� �� 05E� /�	� .�G��

 :��� ���C��� �� 0���(* # 0Y,	-   0�� ��    ���� �� .��G��     ����- ��?��7� ��� ������  D#�
����� ����� \��G ������Y���� ���� -) I�����#MV ������ 1(  ��Y����� ����� - )���  I������#

)MSV����� 1(��Y���� ���� -) ��Y���� �� <��$�� 65K���jMAD����� # (  ��Y����� ����� -
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) L#�(� �KC M�@� �� D���CVaR0���(* # 0Y,	- ����� �n� �� �� (   ]�5��� ��� 
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         �� ��* 05O�G ��� q�	�G ������Y� �8�� �� "��� ����j �*     �8�� ��  �� ����� 0������� �8
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����� o	
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 # �_�j l��#� # 9��� �������� 1�5P�� ���#� ��   ������� 
�# �����   0������ ���2��   ��� 
0� 4�	E 0����� A�C m	� >� �� �	%	�      s���� 0������ ]�5��� m�	��� �����Y� .����

m	��� 0� �8� ����   0�� >�&�
��?����r >?�� <2P s��� \
� ��� # �	G  .�	�G   �����
�����/�� 19��� �8� ���� /��� .���� �	%# 0;5��� ��  � ���  �����    =���& !������ �����

   +��� ��* ����?  0���� �8� ������ /�8�� �� :�G ]��@& <�    )�* # :����� ����&   ����&
0� ���� �� >?��)���	%) ��G�� Jorion 1(1992.(  

������ 
���2� �� 9�Y�  ������ ���2� �� :t#�. ��  ]5��� ��  �	�h  )�   
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:���� 
X :t#�. �  �� �� 
�	�� 0O� �� :�
� ���&  \���	� ��  4�
�
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���j  0� .�� � ���� 
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� >?�� �% >;��o :����  "��� #  9��Y�   )�
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��	� :���� :t#�. ��  ]5��� ������ ���2� 0� "?��� ��  
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�	& ����� "��� �* "����� ����X�� >?�� "�� �* �� 
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:����� ���� # )�
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:�Y�� ��  ���B�j� 0�  10Y�5& # 0���) ������.1383.(  

����� m	_	� ��    ����* ���� /�8�� �� �8� ����    ���	
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�� :��
   0�      ����� ��Y�� 
���� ��� ��� ��#X    �� 0�B�(� wK��  )�* 1:�����   �� >�?�� ����&
�����  0�      ������� ��� ��* "��� 0,��� ������ ���* ��� =j�# �� 1��*   0�� >�
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�� ���* ��� 1
���        �8�� ������� ����� �� 0�	-���- ��* "��� ������ �� �8� �� ��

������      ��� ��	�� :����� 
����� ���&o��� ��� ���2��      >�?�� �� 0�B�(� wK�� ����� ���n
'�(�  0�.��*   ��
  �	�;&�. 
��� ��	a& �� �8�� �     �� ��*���* ������� ��� ��O
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�	&)���N��)��� 
�(� 0
�� >� ��Richard 1(1992  .(  

)�� �� 0C�� x�&�& �� ����� ��    ��� ���@� ����& :������    0�� 
���� >�?�� �����  .��	�G
<��$��
�(� ���@�  <���$�� ."�� 	�,	;&�. �� 0����� :���� 0���*��. :�� �    ��� L	���� ����@�

:����0� �� ��G2� �� #� ���� \* :���� 6��h �� 
�	&:�     ����7� .���* �8���$� 0�E�C �� 
��"��0� �� :��X        # ���G2� ��� L	���� 0�E�C :�#� ����� 0�5* >�?�� 0������ �� 
�	&

 1
���O
  # ���	*���) ��� ���j :��;�����	� 05* >?�� ��#X��1993.(  

)�� >
* �� 9��� �8� ������ :���� ��O5
� 
��* \j��P �� 0@� I�����#   0�����. ��� 
�8� (0;��) :���� ��O5
� �� ���* # ����     ��� 9���� �8�� ������� �� ��8,� .����� �o�� �� 

>
* )��   �� 9���� :����� =��	& ���� ��� "?�� I�����	* I�����# I��&�� �� ����� I�����#
>?�� ���� ��� =j�#�� .�	
� '�(� 0� 0@�    :����� �� �8�� :����� 0���*��. ���7� ��*

 � 
�(� �� ��n��� ��	�      ��� ���@� 0����� s�$8� �� ���	*���� 1:���X "��� Q���� ����� .�
:����� ]5���)�� 1>?�� ���� ��� �� I�����#   
�	���      .�	�
� v��K� ����% >�?�� :������

)�� 4��#2�� �� �* I�����# ���� y�� ��Y���� /	P �	5K��� 4����$�� :  0�� "����  �� ���X
�� � /�� �� # ����� �n� �� >?�� ���� 
�	������   0�� :��� ����j ����� �	�G   	�� # 
	��) 
)Moon and Yao 1(2011( 

 �KC M�@� �� D���)VaR( 0������ �8� �#� ��n��� ��	� 
��� �z*��P �Y���� 1   ��� �� 
������ ��	
��   �� ���;  >�� �� # :�� >� �� �#� >� \z� ��@� 0���� 6�� /	h �� ���2�

0� ��@� 
���
h� wK� �� # ����� ���� {���G�G�� x8� �� . :������ )�� �� ���@� ��  �����
 0h�G �KC M�@� �� D��� 1>?��) (CVaR "��
�(� �* ��O
� 
��� ���&�� :�� �  ��

   :�#� 0�h �� ������ �#� +��. 4����g& �� �5��7� ���� 1'�(� 
���
h� wK�   0����� ��� 
L#�(� 1��@�  ����� 4��kh� # �	%	� �	;&�	. �� L	��� ���2.���g& ��"�� /��� .  ��� 

�����  +��� ��* ���?  0���� �8� ������ /�8�� �� 9����8� ����   )�* # :����� ����&   ����&
 .���� �� >?�� 10Y�5& # 0���)1383.(  
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��Y���� /�� - 10h�G �KC M�@� �� D�������� /��   ��� 0��� 	�,	;&�. �* "�� ����
   �� ����n��� 0 ����� �z*���P # 0h�G �KC M�@� �� D��� \j��P   0�� ��i��� ���* .  /���

������ /�� 1<��$�� �
�� ��Y���� ����(�� �� �* "�� 0KC ����     :������ <���$�� ��
�� 
���*
�8� \�O(& �� >?��  9��� 0��      1
����O
  # ���G�	% �	�. 0�5�) ������.1396  /��� .(

��Y���� -��Y���� �	Y,� 1I�����#–I�����#       :����� ��Y����� 1���	*���� {��	& :��G 0P��h
�� ��	�0� 
�(� �� ��n�     "�?  �	�;&�. ���2�.�KC �Y����� I������# # � �  }��.)   # 9����

 1
���O
 1396  .(  

  

3 .)���6� 7	�86  

    ."��� :��G 9����� A	BC ��� �� 0��#��� 4�@,�K� 1����� �8� m	_	� "�
 � �� �%	& ��
        ��� 0�C�� # ���C���. >�?�� ]�5��� ��� ���@� 4���Z� 0���� �� 4�@,�K� ��� �� 0C��

D#�        :���* ��%	& ������ �8�� �� >�?�� ����� :������ ��       �� �����@& ��� ������ �� .����
+ #F. 0� �i��� 6�7$& ��� �� {8&�� ��    .����  

) ����� # :���	,�C1385D#� �@�	& �� 07�7$& �� (      !���� ��� >�?�� "������ �� 
:��* �%	& >?�� M�@� �� D��� ���n�   ��� Q����� ���  "���    �Y���(� :���X  D#� 0�����*

/��        ������ D#� # >�?�� M��@� �� D��� ����n� ����8��� ������ >�?�� ����   �����
)���	Y,�    
�# 
��#X "��� ��� �� >����t ��          ������ ��n� �� ��� 9���� �8�� ������ ��� 

) ��8� ."�� >?�� �#� �� "��#�$�1389(  ���  9�����  0�( #F.  ���   ��� ���@� 0����� 

\�O(&  �	�;&�.  ���  ��%	&  ���  /���  ���   ��Y����� -     ��Y����� �� 6�5K� <���$�� # I������#
��C���.  "��. ) 
���O
  # 0���1389(  ������ "�% �� 0�	���  �	��?% D#� ��   �����

  0�	����  �	��?% D#� �* ��� 
�(� + #F. ��� Q���� .����* :��;��� 9��� �	;&�. ��7�
����� �� 0� \
� 6�	� 19��� �	;&�. ��7� ���� 	% ������� # ��*��    0���
& �� ������ �� 

   ) 
����O
  # ��*�� ."��� ����	C�� 0,	8j \��j "j� �� :���� # ���2.�KC v	K�1389 (
�������  � �� 0&#���;�� ]����@& !����� ���� �� 9������8� ������ ������ # ������� 9������ >��?�

�&��X��*"��#����$� �� 0���C�� 1
����G ���@j�# 
�����% ����� )���	���Y,� ����� �� 0  ����� 
0P��h :�G  	& �� .���#���   �� �������@� 4#��;& ~�  �* ����� '�(� �5E�P Q���� �� �%

�� /��) /�� #� ������* ��Y����-I�����# #  /���  ��Y�����  ��
��     .������ �	�%# (I������#
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0��
  # 
���r#� ) ��1395��Y���� /�� ( -������ �� �� L#�(� �KC M�@� �� D���  �����
/�� 0����X��	. /�� "������ # ���	
� ���� �i��� � c��. �� :�G������* # �&���* ��   ��&

# D#�� .��* ���. "�� ) 
���O
 1396�� ( 6�7$& �	C �5a?� ����� ����   9���� �8�� �� 

�� �	-��- 0��@� /�� :�G 1���	*��� �� :��;��� �� )���	Y,�  0���8�  ���  D�	��X #  �������� 

\P 1:�	
�  �� Q����  "�� :��X �� ��� + #F. 
�(� 0� � �  ����  )���	�Y,�  "8�?�  ���  ����� 

)���	Y,� �  ����� ���� ��� ���* # ����� ����  9���� �8�  ���O5
�  ������   0�� 
��(� ��   .�� �
0����& ) 
���O
  #1397( ��  + #F�.  �	�C  ���  >�
*  )���	�Y,�  �����  ���   	�Y��  �5a�?� 

����� ���� 9��� �8� �� \P :�	
� # ���N
  >?�� �� ��  ����@�  1I������#  )���  I������# # 
D��� ��	� ��n���  0���� :�G Q���� ."�� 0*�P �� 
X "�� �*  )���	�Y,�  �����  ���   	�Y�� 

������� ��� ���* �	;&�. ����� �� �?��7� �� )���	Y,� ��  0@
�& 4��u # "��j�  ���
@���� 

Q���� �	5K� ��& �� "�� 0� ��#X. ) 
���O
  # ����P1399   �8�� ����� m	�& �F&����� (
 >��?�� ���� ���@� �� :��;����� ���� ������� 9����������, �   "���	� D#� ���� 
X ���?��7� #

	,��*   /�� �� 
���O
  # ����P ���N
  .���C���.1400       ��� 9���� �8�� ����� ������ ��
 �� ���@�MAD #CVAR  D#� �� .���C���. ���O������ # >��k*  

)0��� # 0,Li and Ng) (2000 �5a�?� ( ������ �    :�#� ���- 9���� �8�� �����  ��� �� ��
������ ��O�#� �� :��;���:�#� �� ��	. ���� ����� �i��� ���	�. 
��� ��  ��   ��	�h    >�� ��*

:��  �� �� I������# /	��� ��Y���� ���� 05�5$& ����� \P  * ���	
� �����  :�#� ���- �� ��  ��
�� ����� �n�  �� ."�� :�G  ����& "���� 1A�C �	h   �� 0�5�5$& 
��� # ����� �8� \�5$& #

   )���	�Y,� >�� ."�� :�G 6�(� :�#� ��- ��Y���� I�����# /	��� ���� ���* I�����# ���
   �	�5K� ���O5
� 
����� �z*��P �� ���� ����� �8� "���� >� ����� ���� ��� ���* ��7� ��

    ��i��� I������# # ���n��� ��	�     ) 	�����#� # �k�;*�� ."��� :��GRockfeller and Uryasev( 
)2002>� ( ���� >?�� ���% 0��@� ���	
� �*  9��� �� D��� ��  M��@�  ��KC   L#��(�

�	�(�  0�� s��� L#�(� �KC M�@� �� D��� �� :��;��� ."��      ������� /��� ��* �	�G
������ /�� >� �� 9����8�  ����   M��@� �� ������� "�� >?�� ���� .�	G \��8& 0KC

 L#�(� �KC��	��
  �� ��8G ���?�	����	   /��
C#�* {��	& >?�� ���� ��� �* "��
) 
���O
  #Krokhmal et al.) (2003  >�� D��� L	7� 
���� 1���� ��� .��* ���. �@�	& (

 �� "�� ��G�� :�#� /	h �� �* 0����� �z*��P �� 9��� �8�0� '�(�  #t ������ �� .��*  #
) 
���O
 Zhu et al.) (2004�5a?� (:�#� ��- 9��� �8� ������ �   ������ ��n� �� �� �� ��
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  1������ �@�	& 0Y�?OG�#  ���   ��	�h      I������# /��� >�� ��*   )��
@& ��Y�����   �� ������
 �����(�.    .������ ��� # �# )Wi and Ye) (2007  �#� ���- /��� (:  ������# ��Y����� �� �� I

"$&     .������ ��i��� 0Y��?OG�# >?�� /���*  ������� /���    :�#� ���- I������# �8��  ��
/�
��  ����� �n� �� 0���B& ����� �� 0Y�?OG�# "��#�$� {�	& :�G    :����� ."��� :�G

0����� 0���B&      ������ "�@�_# ��� ��
  �KC�. ��       ��� M��� ��* ���� 0Y��?� 0����B&
���    <	*���� :����� >� �� �* "��  0�� �#���.   .���*  )��	��  # ���� Hanen & Faouzi( 

)2014 (�� 0( #F. �� :��;��� �� )
��*�� 
��* =��& 1"��	5K�  "��#�$�VaR  >�� �� �* �� 

��_ x����� �� :���� ���% :�G �#�$� 1"�� 0����  ) 
����O
  #  #������ .���	
�2018 (
 )���	��Y,� ����O5
� ���?��7� ���� *� # >�����t ����  4�����(�  4�8����$� 	����& �	����?%

08B�  IO���  .���C���. ) 
���O
  #Henriques et al.) (2019    �	�;&�. �	-���- >�� (
:��� ������ 4�$�%�& �� "��
P ���� ��� ��- ��     >�?�� ]�5��� 4��_#�;� "$& ��2�


��
� ���N
  .����* �i���  ) 
����O
  #Imran et al.) (2021      ��� ������ �8�� "C��� ��� (
� :��;���/�� �   .���C���. m	��� ���B�j� �� 	����� �?��7� # 4#�;�� >?�� ��   

����� D#� ���- �?��7� �_�P 6�7$& <� ����� \��G ���� ��Y����� ���� -  I������#
)MV����� 1(��Y���� ���� -)��) I�����#MSV����� 1(��Y���� ���� -   �� <���$�� 65K����j

) ��Y������MAD������� # (��Y������ ������ -) L#���(� ���KC M���@� �� D���CVaR ���� (
�n���0���(* # 0Y,	- �����  0�� :����� =��	& ���� ]5��� ��     4��@,�K� �� ��* ��G�� 

."�� :�(� ��C���. 
X �� ��(�.  

  

4 .:��;" <��  

������ ����� >�0� �* ���2�0� :����� 0����� �o	
@� 1�	G D#�� # ���C ���	&  >�� .�	G
KC x�*�& �� 9��� �8� 0n  :�G :��� 0����� ���� ."�� :�G \�O(& 0������ M��  ����* 

S��t
 "
�j 
��� ��t = 1, … , T + 1     :����� 4�	�E ���� �� �G��R��t
     ���� 4�	�E ���
0� ]��@&:�	G  

�i�t
 = Si�t+١�−Si�t
Si�t
 	,							i = ١, … , n   )1(  
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 ������ ���* M��0����� �� ���� �Bj ���2� ������� 1:�G :��� ��    # ���* ���2��x� 

0����� �� ����@& �� i  \��G �* �G�� 9��� �8� ��n  10�����i = 1, … , n   
���� ����  1	t	 #

t + 1  
��� �� 4#�Z \* ."��t ."�� ��� 4�	E ��  

S�t
 = x١S١�t
 + ⋯ , x�S���
   )2(  

 ���* M��w� ������ \* "8?� 0����� �� ����� A�B�C� 4#�Z ���2�� �G��:  

wi = xiSi�t
S�t
 															i = ١, … , n   )3(  

 
X �� ���*�w١, w٢, … , w�
!  =w .���G�� 
�# ������� ����j 4�	��E ����� �� ����� ���� 
���j��  "��  0��
��� # 0��
���)1392:(  

wTe = ١,   )4(  

�*e = �١, … ,١�!   �� �P�# �����R� 0� ��� 4�	E �� 9��� �8� :���� ."��  �G��  

∑ w�R��t
				t = ١, … , T			��$١
    )5(  

  ]��@& 68hS��t + ١� = S��t
�١+ R��t

   �n$, �� 9��� �8� "
�jt+1   ."��  

S�t + ١� = 	w١S�t
 %١ + R١�t
& +⋯+w�S�t
 %١ + R١�t
&   )6(  

 0����� �  ���� ���* M���:���� 1�� R��١�, … , R��٢�, R��T
  
��� ��   ]�5��� ��� 
0� <2P 
��� �������� ����� 0��?O� =��	& ��% �� # �	GR��T
 ،R�   0�� ���G	�  �� .�	�G

���  �%."�� ��� 4�	E �� �	;&�. ��n��� ��	� :����  

E (∑ w�R���$١
) = ∑ w�μ� = w!μ		��$١

   )7(  

 E+R�,  =μ�  0�������� �����n��� ��	���� :�������i 1μ = �μ1, … , μ�
!  #R = -R1, … , R�.!. 
 I�����#R� 4�	E �� 0� ��� :�G�� 

σ�٢ = σ�σ� = Var+R�, = E1�R� − μ�٢�2.   )8(  
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)  0� ��� 4�	E �� �8� I�����# ���-:�G��  

34٢ = E 5%∑ R�w� − E (∑ R�w���$١
)��$١
&٢6 = E (∑ w��R� − μ�
 ∑ w7�R7 − μ7
�7$١

��$١
) =

∑ ∑ w�w7σ�7�7$١
��$١

   )9(  

0� :��� +��
� ��� 4�	E �� 9��� �8� :���� I�����#	* I��&�� #:�	G  

∑ =
89
99
9:
E1�R١ − μ١��R١ − μ١�2		E1�R٢ − μ٢��R١ − μ١�2...E1�R� − μ�
�R١ − μ١�2

						
E1�R١ − μ١��R٢ − μ٢�2		E1�R٢ − μ٢��R٢ − μ٢�2...E1�R� − μ�
�R٢ − μ٢�2

							
E1�R١ − μ١��R� − μ�
2		E1�R٢ − μ٢��R� − μ�
2...E+�R� − μ�
�R� − μ�
, <=

==
=>
  )10(  

     ��� ������ 9���� �8�� >� �	G v�K� ��������� <��$�� �� I�����# 
�	�� �� >?�� ���
 ��n��� ��	� :���� >�μ? ����� �5a?�0� \P �� ��� ������*  1
���O
  # 0��_�)1397(  

minA 	 w!∑w   B. �.			μ!w = μC 	,				e!w = ١   

�����  D#� �� ����MAD ��   9#� ��%�� ������ >� ��% �� 0KC �5a?� >� \P �	n��
0� \E�P   :����� �� 0���@� wK� �� �n� ��	� >?�� 
����� \j��P �� �5a?� 
X �� �* �	G

 ��n��� ��	�μ? :"�� :�G :��� 
�(� ��� 4�	E ��  

minA E (D∑ R�w� − E (∑ R�w���$١
)E�$١
D)   )11(  

s. t	 ∑ E+R�,w� = μ?, e!w = ١		��$١
  

 
	-∑ E+R�,w� = μ!w��$1 I�. 1μ!w = μ?		#	e!w = 1	     �� �	�%	� �� ���j 
��
 
MV ����� ��� 4#�;& ���& ."������  �� MV #  MAD      <��  =���& ��* "��� <��  =��&
MV 0�:��� 
�(� ��� 4�	E �� ���	& :�	G  

E 5-∑ R�w� − E+∑ R�w���$1 ,��$1 .26    )12(  

����� ���� # ����MAD 0� :��� 
�(� ��� 4�	E �� <�  =��&:�	G  

E GH∑ R�w� − EI∑R�w�J��$1 HK   )13(  
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 ��n��� ��	� :���� �� 9��� �8� ����μ?)* �� 9��� �8� >� 1    1���� �	�%# >�?�� ����&
�KC ��� �* >?���� MAD  0� v�K�0� .�	G ������ <�  =��& 
�	&  �����MAD   6�8h ��

:�� ��
�& ��� /	���  

E GH∑ R�w� − E G∑ R�w���$1 K��$1 HK = 1

!∑ H∑ �r�L − r̅�
w���$1 H!L$1    )14(  


X �� ���* NOP :������  ������ �8��� :���G :� ���(� ���� � = ١,٢, … , Q  #� = ١,٢, … , R  #
  ����N
 N̅O = ١

S∑ NOPSP$١
   :���� ������ ."��� ����	
�� 4�8���$� ������ ��OP = NOP − NO 

0� ��C��0� :�Y�X �	G�5a?� 
�	& 
��* )
���� �MAD    :��G :��� ���n��� ��	� :���� ����
μ? :"G	� ��� 4�	E �� ��  

minA ∑ H∑ a�Lw���$1 H��$1 /T  

s. t.		μU!w = μ? , eTw = 1,			 
) �KC M�@� �� D���VaR  wK�� �� 9��� �8� >� ��_ �* "�� >?�� ���@� >� (

 A���C 
�����
h�V1 α ∈ %0,1& 0��� ����
�& �� .�����  �����Y�Z, �
  0�����B& ����g�� >���
���	�.       ���	
�� )
��;��� 4�	�E ���� �� ��G�� �[ξ: ℙ+_�`,ℝ
 ≤ ξ, ≥ αd  ���   "���

:��X   # "��efℝg�`
  ���7�h − α  ���� �� �B$�� ��� �� �����X 0�@� ."�� ��_	ξ	  �����
 � ℙ+_�`,ℝ
 ≤ ξ, = α .���� �	%#  

 CVaR :������� >���    >��
* ���� ���* "���� >��?���. ���������g   ����� \O��G ����
]��@&  0� :�	G  

CVaRα�w
 = E+L�w, R
|L�w, R
 > VaRα�w
,   )15(  

  �Y�� 
��� ��  

����1−V�m
 ≔ 1

Vo ���1−V�m
pmV
0

.  )16(  

����� �,��@� <�  =��& �� �8� ����CVaRq     ���n��� ��	�� :����� ��μ?     ���� 4�	�E ���
0� ��G	�:�	G  
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r��st 1

1uvwxyz∑ {|}|zs~|�1
���

},s																																										 			  
s. t									μ!w = μ?		,						e!w = 1.  

��8G # "C�� ���� ��;� ������ \B;� =��& ��=��	& ��  �* "�� :��g�� ��- ��   ���,#�
) �kO�� {�	& ���1959 /�87��� ��	� # ����� 0��@� (����� �� 
��Y( #F.    ]�5��� ��� 

��   0����� ������ 0&��	_	� �� \B;� =��& �� 0,�� sP�8� �� ."��� ���j 0,�� :�	P �5
%
0������� �� ��8���   
�����
  ������� 0������ ���� # 0,���� ���� ��� �� ������@& 0,���� ���� ��

:��;���   0��     \�B;� >�� .�	�GQ -  1���@�      ������ :���g�� ���- 0@��	�& =���& �   =���	& ���
��G�P ��  0��  �O0� :��G� 
X �� 0&��E	BC �� ����� �� �* "�� :�	G  

�	:	+0	,1,E 	→ +0	, 1,	 
� ،Q  - 1"�� ��� "�% # ��	@E    

�O	��G�P 1 ��  ���  �    ��* ����? �� �O��
 = � %1, … ,1, �, 1, … ,1& = �    ��  ���� ��� 

�	 ∈ 	 +٠,١, 0� l�E.��*  

       ������ 0Y��?8
  x����_ �� 0����B& ���g�� #� ���� 0Y�?��# �8��$� ���� o	
@�� 
 �� 
	���.� 0� :��;��� /���*     4�����g& "�$& 
	����. 0Y�?8  x��_ �* 0����X �� .�	G

��G�P 0
� # "?�� ���. �� ��� \B;� =��& x?P�� �� 
X 
�	&:����� �� ��* 
    0Y��?��# ��� 
 ����� ��Y��� /���* 0� :��;���  �	G    # 
�	�� ��� �
  4o��
�P� \_�;& �� "�� ����� �*

�� \B;� =��& !����� # "�� ��g�� #� 
�	8� �� �
 0� ]��@& ��� 4�	E:�	G  

� = ۴o o ���١, �٢�p���١, �٢� − ١
١

٠

١

٠
   )17(  

        ���� ���� ��K��� �	���� \�B;� =���	& :��	���C ���� 0��h ���   # /����*�   
	����.
���j��  "��  �?5�)2007:(  

� = sin %�
٢
�& ⇔ � = ٢

� arcsin��
.   )18(  
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5 .(#>�� 7	�86 ��	  

����� �� + #F. ��� ����Y���� D#� ���- �� 9��� �8� ���� - ) I������#MV ��Y����� 1( -
)��) I�����#MSV��Y����1( -)  65K� <��$��MAD# (   ��Y����� -   ��KC M��@� �� D���

) L#�(�CVaR0� �?��7� )  �� >?�� D#� ���- ����� �� # ��C���. (    ���
� Q��. .��	�G
     0��  ���8�G # #��	�C 1!���.# 1���N* 10�(OP 0���� ��	�    0����� :�#� �� ��* ���G��

1/9/1399  ���&1/3/1400   �� ."���� :���G ������� ���n� �� /#���%1 ����� I�������# # ��Y�
Q�. ."�� :�G �i��� '�(� 0���� :��� �� �n� ��	� ��
�  

 �
:H1I�$=�� 
 �@!�
@� .JK� ,��
L 	
@&�
#  
����� :=8�� + #F. ��   

 
 �-M; �
NA O	
/
 
	��P 	:"Q� 

��Y���� 00901/0 - 00115/0 00331/0 -  00381/0 -  00311/0 -  

<��$�����@� 054357/0 025574/0 029408/0 034318/0 031885/0 

������. �8��$� �� ����� ��   ��� ���@� ��� 9��� �� �8� :���� # >?�� �� MV ،MSV،  
MAD  #CVaR 	0� ��C���./#�% .�	G2   D#� �� :��;���� �� :�G ��;� �� ������. �8��$�

 �� I�����# ��Y����MV �� 0� 
�(�.� � 

 �
:H2 
 R��	 SQ�
=� .	 	�  #��
L T
MV  
����� :=8�� + #F. ��   

MV MSV MAD CVaR 

,��
L R��	 ,��
L R��	 ,��
L R��	 ,��
L R��	 

-0٫00115 0٫01666 -0٫0012 0٫0167 -0٫0018 0٫07442 -0٫0037 0٫0324 

-0٫00112 0٫01671 -0٫0011 0٫0167 -0٫0018 0٫07446 -0٫0037 0٫0324 

-0٫00109 0٫01677 -0٫0011 0٫0168 -0٫0017 0٫07450 -0٫0036 0٫0324 

-0٫00106 0٫01683 -0٫0011 0٫0168 -0٫0017 0٫07454 -0٫0036 0٫0326 

-0٫00102 0٫01689 -0٫0010 0٫0169 -0٫0016 0٫07458 -0٫0034 0٫0326 

-0٫00005 0٫01989 -0٫0001 0٫0199 -0٫0002 0٫07662 -0٫0012 0٫0356 

-0٫00002 0٫02002 0٫0000 0٫0200 -0٫0002 0٫07674 -0٫0012 0٫0356 
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0٫00001 0٫02015 0٫0000 0٫0201 -0٫0001 0٫07688 -0٫0011 0٫0358 

0٫00005 0٫02028 0٫0000 0٫0203 -0٫0001 0٫07705 -0٫0010 0٫0360 

 /#�% ��2 
�# ���@� ���- �  �� :��;��� ��0� :��� 
�(� 0;5��� ��   v	K�� �� .�	G
 0 ���� ]5���0� :� �(�)* 0�(OP ��
� # 
�# ����(�� ����� ��N* ��
� �* �	G   ����&

 0��� ���� �� �8��� 
�#  ���� �o���� v	K��� �� �����N
   .���G��  1:������ +������� ���� 0 ��
:� �(�  0� 0
� +����� 0�%	& \��j 
���� �� >?�� �* �	G  .����  


�# �8��$� ��    ��* "��� v�G ���� ��X "�� �� �* 0����� �8� �� 
�#   )�n� �� �� 
0
� �#��. 0���Z 0 ���� ����. v	K� �� .���*     
X �� ��@� # 
�# �����(�� ����� ���N* ��
�

��
� ���� �� "8?� ���(�� 
�# ���8G # #��	C ��
�      �� wK�� ���� �� >�?�� .������ �� 
 0 ������ +������� ���� �����N
  ."���� "����Z ���8��7& 0 ������  )��* 
������ ���� ����� >��?��

+�����  0� ���0� ����	C�� �� x,�r 
�# ��N* ��
� 0 ���� �o�� v	K� �� .�  )��� # �G��
      0��(OP # #��	�C ���
� ����C 0 ����� �o�� v	K� ��  .�G ��
* ���8G # #��	C ��
�

0
� ����(�.    +������ ��� 0 ����� �o�� v	K� �� .�	G      ����
* "���� ��� >�?�� :�����
+�����  0����8G 1#��	C �� ��
� 
�# .����  >�?�� ���@� ���- �  �� 0�(OP # !��[C 1

      0�� +������ /��P �� >�?�� ����@� ����- �  �� ��N* ��
� 
�# # + �* /�P ��  .��G��
)  
�# ���-    ����� "8�?� ��� #��	C ��
� �� >?�� �� ���@� <�h �� :�G ����(�. �� 

."�� :�G �i��� ���(�� 
��	� �� � ��
�  

��8G �� ����� �� :���� ���� ��     :��� �� ����(� 0Y��?��# ���C��� ��� 0     ��� # 05�E� ��� 
���@& +�. �� 0���(* # 0Y,	-  0� ��C���. :�G  ��8�G ��� .�	G  �����     0����� ����� �� 

0� :��;��� �8� >?�� \j��P �� 0���(* # 0Y,	- 
���� 0���& .��	G 

��Y���� �� 0_�� )�� Q�. :����I�����#	* # �   �� ���(� ��  �	�C �� ��
�  1���8�G 1#�
 ��N* # 0�(OP 1!��[C          # 0Y,	�- ]�5��� �����7� Q����� ��& "��� :��G ����� ��8�G

    10����& \��5$& �� :��G :��� ��  :��� �� 
�	� ���(� ���� .�	G �?��7� v	_# �� 0���(*
  �� 
	��� �  �* "�� 
	�� Q�. \��G :�G ���� ��8G ��  :���1000    \�O�(& :��� ��K7�

�7� ����� �� ."�� :�G0� ���@& +�. �� 0���(* # 0Y,	- ��� ��8G .�	G  �����    ������� �� 
:���G \�O��(& 05��E� +���� #� �� ���� +���� �� >��� �� ���* �����:��� :�� ����G�P ����   ��

��8G ����  0� :���� 0Y�?��# �Y�� +�� �� # ��	G:��� 0����& ��  0� /�
�� �  .�	G  
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 /#�%3       :��G ����@& 0����(* ��	�� ��� # 0Y,	- ��	� ��    �� ����� ��8�G �����

�(� 0� .� � 

 �
:H3JK� $#  ?:@-A 
  !'�B $��
2� .  
����� :=8�� + #F. ��   

 	:"Q� 
	��P O	
/
 �
NA  �-M; 

�8� 0Y,	- 0٫353 0٫465 0٫367 0٫591 -1٫890 

�����#� "��� �� 0Y,	- 0٫706 0٫930 0٫734 1٫182 -3٫780 

�����#� �- �� 0Y,	- -0٫706 -0٫930 -0٫734 -1٫182 3٫780 

�8� 0���(* 2٫041 2٫640 2٫468 3٫047 4٫425 

]B� 0���(* 1٫020 1٫320 1٫234 1٫523 2٫212 

����� #� 0���(* 4٫082 5٫220 4٫936 6٫094 850/8  

   {��	& :��G �i��� 0Y�?��# ���C�� �����       0����B& ������ 10��#�� \�B;� # /����*
��G�P  0�� ���� ��8G :�G :��� 0���(* # 0Y,	- �� ��      ���  /	���� ��i��� 
#��� .��	�G

      /����� 0����B& ������ ������ .��G � �	C :��� v�G 0�#�� \B;� �� :��;��� D#� 1w��E
  �� ���@� Q�. "C�	�O� 0���B& ����� �� # ��,	& ��@� Q�. ��?��# ���������   ��P�# ��8@%

+0,1,5 0� \��8&  �* 0����X �� .��	G�     =���& # 1"��� ����. ��	@E ����*� =��	& "$& /���*
    1"��� ��	@�E ���������� /���� =��	&�        ������ "�C�	�O� 0����B& ������ ����� /����*

:����     
	����. 0����B& ������ �� �� "C�	�O� 0���B& ����� I[� .�	� � �	C 0����& �� 
0� \��8& ��	� �� )��*      # ��Y����� ��* 0��� ������. ��� �* ��     0����& :����� ��� 
X I������#

68K��   0�� ����� �n� �� 
X ���� :�G ��;� 0���(* # 0Y,	- ����7� # �G��    \���8& .�	�G
      ��� "�C�	�O� 0����B& ������ /��B&� �� 
	���. 0���B& ����� �� "C�	�O� 0���B& �����

 0�� "�� �� 
	���. 0@
�& =��	& =��& !	O@�       0����B& ������ ������ �� ����N
  .���X
 0Y�?��# 
�
  
	���.�  �* /���*    4�����% ����� .������ �� :�G :� �(� 0����& :���� ��

+�� ) ��� ���� �� �&2004.�	G �@%��� (  

 /#�% ��4   0Y�?8
  I��&���  /���* )�� 0� �i��� � .�	G  
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 ,	
�� �
:H4 !��Q�# U�$�
� .� JK� ,��
L ��:"A
#  
����� :=8�� + #F. ��   

)
K�  �-M; �
NA O	
/
 
	��P 	:"Q� 

0�(OP 1 0٫106501 0٫054843 0٫040168 0٫117789 

��N* 0٫106501 1 0٫049765 -0٫03222 0٫048047 

!��.# 0٫054843 0٫049765 1 0٫1077 0٫243447 

#��	C 0٫040168 -0٫03222 0٫1077 1 0٫007407 

���8G 0٫117789 0٫048047 0٫243447 0٫007407 1 

��8G ����     �� :��;���� ��� 0Y��?��# ���C��� # 
	���. =��	& �� 0���B& �� ��g�� ����
    0�� ������ ���* ��� ��� D#� 0�	� \B;�     I��&��� ���� .�	�G�     ]���@& "�8z� ���@�

:�G  
X 1�G��  I��&��� 0��@� :��  ��� Q × Q 1�    ��� ������ �	�%# ��	�h  ��*� = ��S .
)  0� M�� ���-  0���B& �� ��g�� �* �	G�١	. …			 . �E    .����?  \7��?� ��������� /����

  0����B& ����� ��������� + ��   
X �� ��*)� = ��١	. …		 . �E
S   ������ #� ∈ �E   /����� (
 ��Y���� ����� �� :��g����-�    I������#	* I��&��� #�    .�	�� �� �	C ���� �� 0�� #�  
�	�&

 /���� \B;� �� 0���B& �� ��g��Q �Y,� �� �� ��@�:��* ��,	& ��� )���	  

)���	Y,�  

 0O?,	- ����&� I��&�� �� .���* ���. ��  

Q  \7�?� ��������� /���� 0���B& ��g�� �&� = ��1	. …		 . �E
S ��8G ��.���* ���� 

� = �� 0� ����� �n� �� .�	G 

�O = Φ��O
 1� = 1	. …		 . Q 0� �8��$� .���� 

mO = �z1��O
1 :��� 0� �8��$� �n���	� 0���(* # 0Y,	- �� 0���B& ��  .���� 

 ����� �� ����� �8�� = -m1, m2, … , mE. 0� "�� �� .��X 

   ������ �� �8�� �#��� 0���(* # 0Y,	- �Z� 0���� �� o�� )���	Y,� >
* �� ����� ��
��C���. 0�)C .�	G      \O�G �� 0����(* # 0Y,	�- !���� ��� ������ �� �8� ����*1   ��&

\OG  5 0� �i���    ��� 6�8K�� 0���(* ���7� 10Y,	- ]5��� ����7� ���g& 9�Y�  �������� 1�	G
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:��� 0� ��G�� �Y� "��Z # 0@j�# ��      ����7� 10����(* ]�5��� �����7� ���g& 9�Y�  # �	G
:��� �� 68K�� 0Y,	- 0� ��G�� �Y� "��Z # 0@j�# �� .�	G 

 

 0M�1JP .L S"@KL 9
#:Q� 9�	
A,��� 
S@Q� 9
#:Q�  !'�B 
  ?:@-A 
L ,:� 9�
�  
����� :=8�� + #F. ��   

  
 0M�1JP .,��� 
L S"@KL 9
#:Q� 9�	
AS@Q� 9
#$L�$L
�  !'�B 
 :Q�  ?:@-A 
L ,:� 9�
�  

����� :=8�� + #F. ��   
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 \OG ��2 )C �*:��� �� ����� �� �8� ����*��8G ��  ����    # �8�� 0����(* ��� :�G
)C 1"�� :�G �i��� �����#� 0Y,	- ����*CVaR ."�� :�G ���C �	C ��������� 9�� ��  

  
 0M�2JP .,��� 
L S"@KL 9
#:Q� 9�	
AS@Q� 9
# V"� $L�$L
�  !'�B 
 :Q�  ?:@-A 
L ,:� 9�
�  

����� :=8�� + #F. ��   

  
 0M�3JP .,��� 
L S"@KL 9
#:Q� 9�	
AS@Q� 9
#:Q� $L�$L  !'�B 
 $L�$L
�  ?:@-A 
L ,:� 9�
�  

����� :=8�� + #F. ��   
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 \OG ��4 )C �*:��� �� ����� �� �8� ����*��8G ��   # ������#� 0���(* �� :�G ����
 )�C ���- �  ���� 1"�� :�G �i��� ����� 0Y,	-   :����� �� ����*0٫002     ������ ����& ��K7�

:���G      � # "���� :����� ����� �� �� ��� ���	
� ���	��
  ���* "����  ������ 0�	��5K� ���K7
������ ���2�  0�   .�G��  

  
 0M�5JP .,��� 
L S"@KL 9
#:Q� 9�	
AS@Q� 9
#:Q� $L�$L  !'�B 
 W��  ?:@-A 
L ,:� 9�
�  

����� :=8�� + #F. ��   

 \OG ��5 )C� �� ����� �� �8� ����*:����8G ��    :��G ]�B� 0���(* �� :�G ����
      0�	�5K� ��K7� :��G ������ ����& �K7� ��� ",�P ��� ���� ."�� :�G �i��� ����� 0Y,	- #

������ ����0� ���2�  .�G��  

 �
:H5 ,��
L 9��� SL S"@KL :Q� R��	 .0٫00137 :Q� 	�  
����� :=8�� + #F. ��   

 
  ?:@-A 
  !'�B

:Q� 

  !'�B
0L
� 

 0L
�  !'�B
 V"� 

  ?:@-A
0L
� 

  ?:@-A
W�� 

CVaR 0٫178280 0٫22703 0٫43437 0٫24179 0٫16280 

MAD 0٫076009 0٫07451 0٫15587 0٫084228 0٫07435 

MV 0٫093552 0٫09110 0٫18674 0٫11136 0٫09054 
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MSV 0٫093552 0٫09110 0٫18671 0٫11015 0٫09049 

 /#�% ��5  ���� ����� >?�� \j��P �* "�� :�G :��� 
�(�MAD 1MV  #MSV   ���
    ����� ������ >�?�� �* 0,�P �� 1����� + �* 10Y,	- �����#� �& +�����CVaR   IO����

+��   ������ >�?�� \j��P �#� �� 0Y,	- �������� .�	G 0� �&  �����MAD 1MV  #MSV 
 ���� ����� >?�� \j��P �#� �� # ���� 0;�� ��Z�&CVaR .���� "8z� ��Z�& 

)��   /#���% �� �����-5 ��P ���* "���� :���G :��� 
���(� �� ������ ������� >��?�� \j��
�   ���-   D#�MAD 1MV 1MSV  #CVaR    �	�G 0�� ��(�� 10���(* �����#� �& +����� ��

   ����� ������ >?�� #CVaR    �� >�?�� �����7� ��
  ��     >�?�� # # ������ +������ ���(
�����  ����MSV  ����� ��
*     0����(* ��������� ."��� ������ +    >�?�� \j���P �#� ���
����� .���� "8z� ��Z�& D#� ���- �  ����  

  

6(@�#3 . ����  

0� ������ ����� �� 0���� 4��*�2� \z� 0K�$� \��	� ���2���Z�&     �� ����g& ��� ����� ���	&
  ����(* # 0Y,	�- �� ���g& �� "�� �O
� ��Z�& ��� .���� 9��� :���� =��	& \OG  =���	& 0

:���         �	�%# ��� ������ �8�� �� >�?�� ��� ���@� ���2�.�Z� + #F. ��� �� .�G�� :��
  � 
:��� ���C�� �� 0���(* # 0Y,	-       �8�� ����- ������ ���� �� ."���� ���j 0���� ��	� � 

��Y����- ����� 1I�����#��Y���� ���� -)������� 1I�����#��Y���� ���� -   <���$�� 65K����j
��Y���� �� ����� #��Y���� ���� -  ������ �8� # ����� �n� �� L#�(� �KC M�@� �� D���

����� /�� ���- ��� �� :��;��� �� 9���         ����� �� ��@,�K� ���� ����
& ��%# .��G ����@& ����
+ #F. �� ����� 4�	E 4�@,�K�    >�?�� ����@� ���- �* "�� ��� 0%��C # 05C�� �� 

0���(* # 0Y,	- ��  �� ]5��� �� :�����8G ��  0���� :�G ����    6��7$& Q����� .���G
>?�� 10���(* # 0Y,	- ���g& 4�	E �� �* ��� 
�(� �_�P CVaR +��    # ����g& ����&

>?��  MAD  >�?�� ���N
  .���� �� ���g& ����
* MAD      ��Z��& "�$& L��7� 0��@� ��
"?�� 0Y,	-.  

����� �� 0���(* # 0Y,	- 0���� ���� ���� ��   1�8�  :��� I������# # ��Y�����   ��� 
   0����(* # 0Y,	�- # /����* 0Y�?��# ����� �n� �� �� 0����&     =���	& ��� 4#��;�� ��� 

��8G 
	���. 0� ����      �� 0@���# :�#��$� ���,	& ����� 
	���. =��	& )�?�� 
	- .��	G
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��	& = 0Y,	- �� �  0���(* # �  0� ��* �� ]5��� ��  :���� 1�#� ��G�P ��    �- ��� �� 0Y,	
0�����(* #   ������� ������ ��8��G ���� # :���G :��� ����  
	�����. :���G =����	& �� 0�����B&

\E�P  0� )�� 0Y�?��# �;P �� �* ��	G0� "�� �� 0�#�� \B;� >� {�	& �    ��� .���X
����� �� �%	& :��� �� �* �� ��8G ��       0�� :� ��(� ���X "��� ��� :�G ����    �� ��* �	�G

����� ���� >?�� ����
* � �8�      0�� ������ 0����(* 
���* ]�B� ��  .�	�G   �� ����N
 
�����  ��� ���� CVaR       ����� >�?�� wK�� ���&o��� ���      0�;�� ������#� 0Y,	�- �� �8��

\E�P  0�0� ��@� 4�@,�K� ���� .�	G    �� 0����(* # 0Y,	�- �� ���r ��Y�� \��	� 
�	&
����� �� 4���Z�& ���� ����  .��* 0���� # "��� �n� �� 9��� �8�  

 

�A�# (��3 

) .9 1:��� 0,# # .� 1s,�Z ��$� .m 19��� }�.1396   �� :��;���� ��� 9��� �8� ���� ����� # ������ .(
   �� ����� :���� �� 1>���t )���	Y,�  ��Y����� /��� -      # 0,��� 0������ 1���	*���� I������# ��
��

 1������ l��#� "�����8)31 1(19 -42.  

    .]�,� 1��[�� # .! 10��;& vk� .� 10����&)1397 ������ .(      >�
* ��� 9���� �8�� �����   )���	�Y,�
������� ���O���   1
����& ������ l��#� ����� �� >?�� �� ]5��� �� ���@� �� :��;��� �� 	Y�� �� 

 .0,�� 4�7�7$& ���(�19)2 1(263 –280.  

 ) .! 1����	� # .� 105�5%  .� .9 1����P1399        ��� ������ 9���� �8�� ����� m	��& �F&������ .(
� >?�� �� ���@� �� :��;��WCVaR  #β       # 0,��� 0������ 1	,���* "��	� D#� ��� 
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