
 

 

Research in Logic, Institute for Humanities and Cultural Studies (IHCS) 

Biannual Journal, Vol. 12, No. 2, Autumn and Winter 2021-2022, 149-173 
Doi: 10.30465/lsj.2022.39376.1383 

Modal companions for some subintuitionistic logics 
Fatemeh Shirmohammadzadeh Maleki* 

Abstract 

Our main goal in this paper is to find modal companions for some subintuitionistic 

logics introduced by de Yongh and Shirmohammadzadeh. They introduced two 

types of neighbourhood frames, N-neighbourhood frames and NB-neighbourhood 

frames, in order to prove the completeness of these subintuitionistic logics. The 

structure of N-neighbourhood frames are similar to the neighborhood frames for 

non-normal modal logics. But the structure of NB- neighbourhood frames was 

introduced with a somewhat more complex definition than the neighbourhood 

semantics for non-normal modal logics. So in order to find out the modal 

companions of these subintuitionistic logics, we consider two types of translation, 

one from the language of intuitionistic propositional logic to the language of modal 

propositional logic, and the other from the language of intuitionistic propositional 

logic to the language of binary modal propositional logic, and compare the 

provability of a formula and its translation. Finally, using these two types of 

translations, we obtained the modal companions of desired subintuitionistic logics. 
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  علوم انساني و مطالعات فرهنگي ، پژوهشگاهپژوهي منطق
  173 -  151، 1400 پاييز و زمستان، 2، شمارة 12پژوهشي)، سال ـ علمي نامة علمي (مقالة  دوفصل

  هاي زير شهودي منطق  همتاهاي وجهي براي برخي 

  *فاطمه شيرمحمدزاده ملكي

  چكيده
هاي زير شهودي  منطق  هي براي برخي هدف اصلي ما در اين مقاله پيدا كردن همتاهاي وج

هـاي زيـر    منطق  معرفي شده توسط ديانگ و شير محمدزاده است. آنها براي اثبات تماميت 
- NBهمسـايگي و قـاب   - N هاي قابشهودي معرفي شده، دو نوع قاب همسايگي، به نام

 هـاي همسـايگي  همسايگي شـبيه قـاب  - Nهاي اند. ساختار قابهمسايگي را معرفي كرده
همسـايگي  - NBهـاي   هاي وجهي غيرنرمال است و سـاختار قـاب   منطق  شناخته شده براي 
هـاي وجهـي    منطـق   ي هاي همسايگي استاندارد شـناخته شـده   تر از قابمتفاوت و پيچيده

هاي زير شـهودي مـا    منطق  غيرنرمال است. لذا به منظور پيدا كردن همتاي وجهي براي اين 
نرمـال و  - ي شهودي به زبان منطـق وجهـي غيـر   ان منطق گزارهدو نوع ترجمه، يكي از زبا
اي شهودي به زبان منطق وجهي دو موضعي را در نظر گرفته و ديگري از زبان منطق گزاره

ي آن خواهيم پرداخت. در نهايت و با اسـتفاده  پذيري يك فرمول و ترجمهبه مقايسه اثبات
هاي زير شهودي كه نسبت به كلاس خاصـي   منطق  از اين دو نوع ترجمه، براي آن دسته از 

همسايگي درست و تمام هستند، همتاهاي وجهـي متنـاظر را پيـدا كـرده و     - Nهاي از قاب
- NBهـاي  هاي زير شهودي كه نسبت بـه كـلاس خاصـي از قـاب     منطق  براي آن دسته از 

 همسايگي درست و تمام هستند، همتاهاي وجهي دوموضعي متناظر را بدست آورديم. 

نرمال، منطـق وجهـي دوموضـعي، همتـاي     - منطق زير شهودي، منطق وجهي غير ها: دواژهيلك
  وجهي، معناشناسي همسايگي
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  مقدمه. 1
) بـه منطـق   IPCاي (يـك ترجمـه از منطـق شـهودي گـزاره      )Gödel( گودل 1933در سال 

 )Tarski( و تارسـكي  )Makinsey(كينـزي  مك 1954ارائه كرد. سپس در سال  Sସموجهات 
ي جديدي بهبود بخشـيدند و اثبـات كردنـد كـه هـر فرمـول       ي ترجمهكار گودل را با ارائه

در منطـق   Aپذير اسـت اگـر و تنهـا اگـر ترجمـه      در زبان منطق شهودي اثبات Aاي گزاره
همتـاي   Sସپذير باشد. به بياني ديگر آنها اثبـات كردنـد كـه منطـق وجهـي      اثبات Sସ  وجهي

  است. IPCوجهي منطق 
اسـت در ابتـدا    IPCاي تر از منطـق گـزاره  ) كه منطقي ضعيفBPCاي پايه (منطق گزاره

ي چنين منطقي، ] معرفي شد. انگيزهي ويسر براي مطالعهAlbert Visser( ]17(توسط ويسر 
چنـين   اي غير وجهي براي اثبات پـذيري بـوده اسـت. هـم    يافتن يك دستگاه صوري گزاره

دگاه فلسـفي دفـاع كـرده و آن را    ] از منطـق پايـه از دي ـ  Wim Ruitenburg( ]13( گرويتنبر
بـا   IPCدر نظر گرفته است. همانطور كه منطـق   BHKبندي براي تعبير عنوان يك صورت به

نيـز بـا منطـق     BPCدر ارتباط اسـت، نشـان داده شـده اسـت كـه منطـق        Sସمنطق وجهي 
، wK4ات شده است كه منطق وجهي ]، اثب14در ارتباط است. علاوه بر اين، در [ Kସ  وجهي

 است. BPCهمتاي وجهي منطق 

تـر  ضعيف F] معرفي شد، دستگاه 1[ 1987توسط كرسي در سال  Fمنطق زير شهودي 
Aهايي مانند  است و توانايي اثبات فرمول BPCاز دستگاه  → (B → A)    را نـدارد. كرسـي از

ن ترجمه ارتباط بين منطـق زيـر   اي شبيه ترجمه گودل استفاده كرد و با استفاده از ايترجمه
را بيان كرد، در حقيقت اثبات كـرد كـه همتـاي وجهـي      Kو منطق وجهي نرمال  Fشهودي 

منطـق   Fاسـت. دسـتگاه    Kترين منطق وجهـي نرمـال، يعنـي    ، كوچك4منطق زيرشهودي 
  ها و قواعد زير است: تعريف شده از اصل

1 .A → A ∨ B  
2 .B → A ∨ B  
3 .A ∧ B → A  
4 .A ∧ B → B  
5 .(A → B) ∧ (A → C) → (A → B ∧ C)  
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6 .(A → B) ∧ (B → C) → (A → C)  
7 .(A → C) ∧ (B → C) → (A ∨ B → C)  
8 .A ∧ (B ∨ C) → (A ∧ B) ∨ (A ∧ C)  
9 .A → A  

10 .A  A→BB  
11 .A  BA∧B  
12 .AB→A  
13 .⊥→ A 

اسـت، توسـط ديانـگ و     Fتر از دستگاه زير شهودي كه دستگاهي ضعيف WFدستگاه 
تماميت بـراي ايـن دسـتگاه     ] معرفي و قضاياي درستي و15[ 2017شيرمحمدزاده در سال 

نسبت به نوع خاصـي از معناشناسـي همسـايگي، كـه متفـاوت از معناشناسـي همسـايگي        
هـايي را   منطق   ]15، 4[هاي وجهي است، اثبات شده است. همچنين آنها در  منطق  استاندارد 

هـاي همسـايگي    ، كه نسبت به كلاس خاصـي از قـاب  Fو  WFهاي زير شهودي  منطق  بين 
و تمام هستند را معرفي كردند. در اين مقاله سعي خواهيم كرد تا با در نظـر گـرفتن   درست 

اي شـهودي بـه زبـان منطـق وجهـي كلاسـيك و       دو نوع ترجمه، يكي از زبان منطق گزاره
ق وجهـي دوموضـعي، بـه مقايسـه     اي شـهودي بـه زبـان منط ـ   ديگري از زبان منطق گزاره

هاي  منطق  داخته و با اين روش همتاي وجهي اين ي آن پرپذيري يك فرمول و ترجمه اثبات
 زير شهودي را بدست آوريم.

نرمال) را كـه در  - ، تعاريف و قضاياي مربوط به منطق وجهي كلاسيك (غير2در بخش 
، ابتدا هشت منطق 3كنيم. در بخش  هاي اين مقاله نياز خواهيم داشت را بيان مي ساير بخش

ناميم را معرفي كرده و سپس براي چهار نوع شهودي ميزير شهودي، كه آنها را مكعب زير 
هـاي   هاي همسايگي (مشابه قاب هاي زير شهودي كه نسبت به كلاسي از قاب منطق  از اين 

هاي وجهي كلاسيك) درست و تمام هستند، همتاهاي وجهي متناظرشان را  منطق  همسايگي 
زبـان منطـق وجهـي كلاسـيك،     اي شـهودي بـه   اي از زبـان منطـق گـزاره   ي ترجمهبا ارائه

، چند منطق وجهي دوموضعي را معرفي و قضاياي درستي و 4آوريم. در بخش  مي  دست هب
هـاي   منطـق   تماميت را براي آنها اثبات خواهيم كرد و در نهايت نشان خواهيم داد كـه ايـن   
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زيـر شـهودي معرفـي شـده در بخـش      هـاي   منطـق   وجهي دو موضعي، همتاهـاي وجهـي   
 .هستند  قبلي

  
  هاي وجهي كلاسيك  منطق   .2

  نرمال) خواهيم پرداخت.- هاي وجهي كلاسيك (غير منطق  در اين بخش به معرفي 
آيد. در اين منطق تعبير  به منطق كلاسيك به دست مي ر منطق وجهي با افزودن عملگ

 باشد. امروزه با در نظر گرفتن تعبيرهاي جديدي براي  ضرورت مي   هاي وجهـي   منطق
هـا   منطق  آيند. به ويژه با پيشرفت علوم كامپيوتر و هوش مصنوعي اين  فاوتي به دست ميمت

را زبـان   L(ℙ)دهـيم. همچنـين   اي قـرار مـي  اي شمارا از متغيرهاي گزارهرا مجموعه ℙ  اند.نيز گسترش بيشتري يافته
ــزاره ــزارهوجهــي گ ــان گ ــاد اي اســتاندارد (زب ــه همــراه نم ــرار مــي اي ب ــيم. د) ق ر ده

A  صورت اين ∈ L(ℙ)  اگر و فقطA هاي نحوي زير باشد:به يكي از صورت  A ≔ p|¬A|A ∧ B|A 

,↔} هاي گزارهايي رابطبراي بقيه   بريم.  نيز تعاريف استاندارد را به كار مي {∨,→
اي است كه هاي منطق وجهي معناشناسي كريپكي يا رابطه يكي از معروفترين معناشناسي

دانـد كـه در تمـام    درسـت مـي   اي را ضـرورتاً ه است. او گـزاره توسط كريپكي معرفي شد
,Wۃهاي در دسترس درست باشد. يك قاب كريپكي دوتايي  جهان Rاسـت كـه در آن    ۄW 

  باشد. مي W ي دوتايي روييك رابطه Rهاي ممكن و  ي جهانمجموعه
را   هــاي كريپكــي تعــدادي از اصــولي معتبرنــد كــه اگــر تعبيرهــاي ديگــر در قــاب

 Aشود. به عنـوان مثـال   بگيريم اعتبار آنها نقض مي  نظردر ∧B → (A ∧ B)   در تمـام
گر احتمال بـالا در نظـر بگيـريم    را به عنوان عمل باشد كه اگر هاي كريپكي معتبر ميقاب
دو پيشامد با احتمال بـالا باشـند ولـي احتمـال وقـوع       Bو  Aشود. زيرا ممكن است  مي  رد

هاي وجهي كلاسيك، معناشناسي  منطق  از اين رو براي بررسي تركيب عطفي آنها كم باشد. 
معرفـي شـد. (منطـق عملگـر      1970همسايگي توسط دينا اسكات و ريچـارد مونتـاگ در   

  ] بررسي شده است).9] و [8احتمال بالا با استفاده از معناشناسي همسايگي در [
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,Wۃي منظور از يك قاب همسايگي براي منطق وجهي، يك دوتاي 1.2 تعريف Nاست.  ۄ
ــا  ــان  Wدر اينج ــه جه ــا و مجموع :Nه W → ࣪(࣪(W))   ــي ــايگي م ــابع همس ــد ت باش ࣪(W)):  مجموعـــه تـــواني W بـــراي هـــر .(w ∈ W ،N(w) اي از مجموعـــه مجموعـــه

 است.   ها جهان

,Fۃمدل همسايگي دوتايي  2.2تعريف  Vاست كه در آن  ۄF   يك قاب همسايگي اسـت
:V و ℙ → ࣪(W) د. باش گذاري ميتابع ارزش  

M 3.2تعريــف  = ,Wۃ N, Vدهــيم. تعريــف مــيرا مــدل همســايگي دلخــواهي قــرار  ۄ
Aبــودن فرمــول  درســت ∈ L(ℙ)  در حالــتw ∈ W در مــدل M  ــه صــورت اســتقرايي ب

  باشد:  مي  زير
1 .M, w ⊩ p  اگر و تنها اگرw ∈ V(p)،  
2 .M, w ⊮⊥،  
3 ., M, w ⊩ ¬A اگر و تنها اگر M, w ⊮ A،  
4 ., ݓ ⊩ A ∧ B M  ݓاگر و تنها اگر ⊩ A ,M   و⊩ A ܯ,  ،ݓ

5 .M, w ⊩ A  اگر و تنها اگر(A)M ∈ N(w).  (A)M = {w ∈ W|M, w ⊩ A} هاي فرمول مجموعه درستيA  .است 

  گيريم:در ادامه اصول و قواعد زير را در نظر مي

PCايبندي از منطق گزاره. هر اصل   
(A ∧ B) → (A ∧B)  . M 

.C (A ∧B) → (A ∧ B)  
.N ৢ  

.K (A → B) → (A → B)  
.Nec A

A  
.RE A↔B

A↔B  
.RM A→B

A→B  
.MP A  A→BB 

هاي كريپكـي معتبرنـد،   ي مدلتوان ديد كه تمام اصول بالا در كلاس همه به سادگي مي
  نيستند. هاي همسايگي معتبري مدلاما در همه
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بسـته باشـد.    REبراي مثال يك سيستم از منطق وجهي را كلاسيك گوييم هرگاه تحت 
E  هاي هاي بسته تحت جانشيني ين مجموعه از فرمولتر را كوچكPC   و قـوانينRE  وMP 

بـا   E، گسـترش منطـق   ECكوچكترين منطق وجهي كلاسيك است. منطق  Eدهيم. قرار مي
ــل   ــزودن اص ــاب  Cاف ــت، مش ــراي هاًاس ــان داده 2در [. ENୣୡMCو  EM ،EC ،EMC ب ] نش

با هم يكسان نيستند.  ENୣୡMC و E ،EC ،EM ،EMC هاياست كه هيچ يك از سيستم  شده
و  Necبا قاعده  N، اصل E ] اثبات شده است كه در منطق وجهي كلاسيك11چنين در [ هم

 هم ارز هستند.  RMبا قاعده  M اصل

Fبراي هر قاب همسايگي  4.2تعريف  = ,Wۃ Nهـاي مـرتبط را بـه     ، بعضـي ويژگـي   ۄ
  باشند:  Wهايي از  موعهزير مج Z و Y, Xكنيم، فرض كنيد صورت زير تعريف مي

1 .F       تحت اشتراك بسته است اگـر و تنهـا اگـر بـراي هـرw ∈ W  اگـر ،X ∈ N(w)  و Y ∈ N(w)آنگاه ، X ∩ Y ∈ N(w) .  
2 .F       ــر ــراي ه ــر ب ــا اگ ــر و تنه ــت اگ ــته اس ــه بس ــت ابرمجموع wتح ∈ W، ــر X اگ ⊆ Y و X ∈ N(w) آنگاه ،Y ∈ N(w) .  
3 .F  شامل واحد است اگر و تنها اگر براي هرW ∈ N(w), w ∈ W. 

  ] يافت.11توان در [ ي زير را مياثبات قضيه

هاي همسايگي كه تحـت   ي قاب، نسبت به كلاس همهEM) منطق وجهي a( 5.2قضيه 
  ابرمجموعه بسته هستند، درست و تمام است. 

)b منطق وجهي (ECهاي همسايگي كـه تحـت اشـتراك     ي قاب، نسبت به كلاس همه
  بسته هستند، درست و تمام است. 

)cنطق وجهي ) مENୣୡ    كـه شـامل    هـاي همسـايگي   ي قـاب ، نسـبت بـه كـلاس همـه
 هستند درست و تمام است.  واحد

هاي منطق وجهي را يك منطق وجهي نرمال گوييم هرگاه شامل  يك مجموعه از فرمول
) و ضرورت MPبوده و تحت قواعد وضع مقدم ( Kتمام راستگوها و قالب اصل موضوعي 

)Necرين منطق وجهي نرمال را ) بسته باشد. كوچكتK توان نشان داد  ناميم. به سادگي ميمي
  ارز است.هم Kبا منطق وجهي نرمال  ENୣୡMCكه منطق 
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هـاي مكعـب    منطـق   هاي وجهي كلاسيك معرفي شده در ايـن بخـش را    منطق  در انتها 
  :دهيموجهي كلاسيك ناميده و به شكل زير نمايش مي

 
 

  يهاي زير شهود منطق   .3
تـر از منطـق زيـر شـهودي     هايي خواهيم پرداخت كه ضعيف منطق  در اين بخش به معرفي 

F    هـايي  ي مطالعـه چنـين دسـتگاه   اي بـرا هستند. در حقيقت معناشناسي كريپكي يـا رابطـه
هـاي  سـازد كـه بـراي دسـتگاه     مينيست، زيرا معناشناسي كريپكي اصولي را معتبر   مناسب
ر نيستند. بـراي ايـن منظـور، در ادامـه دو نـوع معناشناسـي       نظر ما در حالت كلي معتبمورد

 همسايگي را معرفي خواهيم كرد.

  
  همسايگي - NBمعناشناسي  1.3

ترين منطق زير شهودي است را معرفي خواهيم كرد كه ضعيف WFابتدا منطق زير شهودي 
كه تاكنون معرفي شده و قضاياي درسـتي و تماميـت بـراي آن اثبـات شـده اسـت. بـراي        

همان زبان  WF] مراجعه كرد. زبان منطق 15توان به [ اطلاعات بيشتر راجع به اين بخش مي
, ∧, ∨}منطق گزارهاي شهودي يعني  → , ⊥,   است.  {ৢ

  ها و قوانين زير است: ، منطق تعريف شده از اصلWFدستگاه 
1 .A → A ∨ B          8 .A → A  
2 .B → A ∨ B          9 .A  A→BB  
3 .A ∧ B → A          10 .A  BA∧B  
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4 .A ∧ B → B          11 .AB→A  
5 .A→B  A→CA→B∧C          12 .A→B  B→CA→C  
6 .A→C  B→CA∨B→C          13 .A↔B  C↔D(A→C)↔(B→D)  
7 .   A ∧ (B ∨ C) → (A ∧ B) ∨ (A ∧ C)  14 .⊥→ A 

ृهمسايگي) دوتايي - NB(قاب  1.3تعريف  = ,Wۃ NBيك قـاب   ۄNB -  همسـايگي
هـا و   يـك مجموعـه نـاتهي از جهـان     Wه شود در صورتي ك ـمنطق زير شهودي ناميده مي

NB   يك تابع همسايگي ازW  ࣪به(൫࣪(W)൯2)   باشد، به طوريكه به ازاي هـر w ∈ W  و Y ∈ ࣪(W)  وX ، اگـــرX ⊆ Y  آنگـــاه(X, Y) ∈ NB(w) . مـــدلNB - همســـايگي منطـــق
ैشــهودي، ســه تــايي زير = ,Wۃ NB, Vۃ، اســت كــه در آن ۄW, NBيــك قــاب  ۄNB -

:Vي است و همسايگي منطق زير شهود ℙ → 2W .تابع ارزشگذاري است 

ैفـرض كنيـد    (درسـتي)  2.3تعريـف   = ,Wۃ NB, Vيـك مـدل   ۄ ،NB -  همسـايگي
w  و ∈ W   باشد. درستي فرمولA شود:  به صورت استقرايي زير تعريف مي  

1 .ै, w ⊩ p  اگر و تنها اگرw ∈ V(p)،  
2 .ै, w ⊩ A ∧ B اگر و تنها اگر ै, w ⊩ A  و ै, w ⊩ B،  
3 .ै, w ⊩ A ∨ B اگر و تنها اگر ै, w ⊩ A  و ै, w ⊩ B،  
4 .ै, w ⊩ A → B اگر و تنها اگر (Aै, Bै) ∈ NB(w)،  
5 .ै, w ⊮⊥.  

ــول  ــدل  Aفرم ैدر م = ,Wۃ NB, Vــت، ۄ ै معتبر(درست)اس ⊩ A  ــراي ــر ب ،اگ
w  هــر ∈ W ،ै, w ⊩ A  و گــوييم فرمــولA  ृروي قــاب = ,Wۃ NBمعتبــر اســت،  ۄ ृ ⊩ A روي ै، اگر به ازاي هر مدل ै ⊩ A ،ृرمـول  . فA    ،را معتبـر گـوييم⊩ A ،

  هرگاه در هر مدلي معتبر باشد. 
هاي همسايگي استانداردي هاي زيرشهودي، با قاب منطق  همسايگي براي - NBهاي قاب
] با اسـتفاده  15نرمال معرفي شده است، متفاوت است. در [- هاي وجهي غير منطق  كه براي 
هـاي   ، نسبت به كلاس قابWFق زير شهودي هاي كانوني اثبات شده است كه منط از مدل

NB -.همسايگي درست و تمام است  
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توسـط ديانـگ و شـيرمحمدزاده در     Fو  WFهاي زير شهودي زيادي بين منطـق   منطق  
اند، ولي در اين بخش ما تنها به ذكر مواردي خواهيم پرداخـت كـه   معرفي شده ]15، 4  ،3[

  گيريم: تعاريف زير را در نظر مي براي ادامه كار به آنها نياز داريم. ابتدا
ृهمسايگي - NBبراي هر قاب  3.3تعريف  = ,Wۃ NBهاي مرتبط را ، بعضي ويژگيۄ

,X) كنيم،به صورت زير تعريف مي Y, Z ∈ ࣪(W)):  
ــت  ृ. 1 ــر      - NBتح ــراي ه ــر ب ــا اگ ــر و تنه ــت اگ ــته اس ــتراك بس w اش ∈ W ،
,X)  اگر Y) ∈ NB(w)  و(X, Z) ∈ NB(w)  آنگاه(X, Y ∩ Z) ∈ NB(w).  

ــر   - NBتحــت  ृ. 2 ــراي ه ــر ب ــا اگ ــر و تنه ــه بســته اســت اگ ــر مجموع wاب ∈ W ،
,X)  اگر Y) ∈ NB(w)  وY ⊆ Z  آنگاه (X, Z) ∈ NB(w). 

درســت هســتند ولــي در منطــق  Fكــه در منطــق زيــر شــهودي  ILو قاعــده  Cاصــل 
  :گيريمدرست نيستند را به صورت زير در نظر مي WF  زيرشهودي

C  (A → B) ∧ (A → C) → (A → B ∧ C)  A→B(C→A)→(C→B)      IL  
به  Γمنطقي است كه از اضافه كردن اصل يا قاعده  WFΓتوجه داشته باشيم كه منظور از 

، WFCشود كه منطق  هاي كانوني ثابت ميبه دست آمده است. با استفاده از مدل WFمنطق 
اشتراك بسته هستند درست - NBهمسايگي كه تحت - NBهاي ي قابنسبت به كلاس همه

همسـايگي كـه   - NBهـاي   ي قاب، نسبت به كلاس همهWFILتمام است. همچنين منطق و 
  ابر مجموعه بسته هستند درست و تمام است. - NBتحت 

A)  را به صورت C෠اگر اصل  → B ∧ C) → (A → B) ∧ (A → C)  تعريف كنيم، آنگاه لـم
 شود. زير حاصل مي

  هم ارز است.  ILبا قاعده  C෠، اصل WFدر منطق  4.3لم 
  آيد: به صورت زير بدست مي ILاز قاعده  C෠دهيم كه اصل  اثبات. ابتدا نشان مي

1 .B ∧ C → C           4طبق اصل   
2 .(A → B ∧ C) → (A → C)      و قاعده  1طبقIL  
3 .B ∧ C → C           4طبق اصل   
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4 .(A → B ∧ C) → (A → B)       و قاعده  3طبقIL  
5 .(A → B ∧ C) → (A → B) ∧ (A → C)   5قاعده  و 2،4طبق   

  آيد: به صورت زير بدست مي C෠از اصل  ILعده در نهايت قا

1 .B → C           فرض  
2 .B ↔ B ∧ C           1طبق  
3 .A ↔ A           راستگو  
4 .(A → B) ↔ (A → B ∧ C)      13و قاعده  3، 2طبق  
5 .(A → B ∧ C) → (A → B) ∧ (A → C)     اصلC෠  
6 .(A → B) → (A → B) ∧ (A → C)             12و قاعده  4، 5طبق 

7 .(A → B) ∧ (A → C) → (A → C)  
8 .(A → B) → (A → C)       12و قاعده  7،6 طبق 

تـوان   داريم، مـي  WFILو  WFCهاي  منطق  طبق لم بالا و اطلاعاتي كه در مورد تماميت 
  نتيجه گرفت كه:

   5.3نتيجه 
ابـر  - NBهمسـايگي كـه تحـت    - NBهاي ي قاب، نسبت به كلاس همهWFC෠. منطق 1

  تمام است.  مجموعه بسته هستند درست و
ابـر  - NBهمسايگي كـه تحـت   - NBهاي  ي قاببه كلاس همه ، نسبتWFCC෠. منطق 2

 بسته هستند درست و تمام است. اشتراك–NBمجموعه و 

  
  همسايگي- Nمعناشناسي  2.3

كه نخسـتين بـار توسـط ديانـگ و      همسايگي خواهيم پرداخت، - Nدر ادامه به معناشناسي 
شـده اسـت. از    معرفـي  WFهاي زيـر شـهودي بـالاي     منطق  ] براي 4،3محمدزاده در [شير
جايي كه اين معناشناسـي شـبيه معناشناسـي همسـايگي اسـتاندارد معرفـي شـده بـراي          آن

هـاي   منطق  نرمال است، لذا به نظر ميرسد كه براي بررسي رابطه بين  - هاي وجهي غير منطق  
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الخصوص جهت پيـدا كـردن همتاهـاي    وجهي كلاسيك و زير شهودي مناسب باشند، علي
 كنند. هاي زير شهودي سودمندتر جلوه مي منطق  وجهي برخي 

ृهمسايگي) دوتايي - N(قاب  6.3تعريف  = ,Wۃ Nيك قاب  ۄN -   همسـايگي منطـق
يك تـابع   Nها و يك مجموعه ناتهي از جهان Wشود در صورتي كه زير شهودي ناميده مي

W  كه به ازاي هر  طوري  است، به ((W)࣪)࣪)به  Wهمسايگي از  ∈ N(w) , w ∈ W ــدل ــايي   - N. مـ ــه تـ ــهودي، سـ ــر شـ ــق زيـ ــايگي منطـ همسـ ै = ,Wۃ N, Vۃ ، است كه در آن ۄW, Nيك قاب  ۄN -است  همسايگي منطق زيرشهودي
:Vو  ℙ → 2W ابع ارزشگذاري است. ت 

ै كنيد  (درستي) فرض 7.3تعريف = ,Wۃ Vيـك مـدل   ۄ ،N - همسـايگي و w ∈ W 
  :شود به صورت استقرايي زير تعريف مي Aباشد. درستي فرمول 

1 .ै, w ⊩ p  اگر و تنها اگرw ∈ V(p)،  
2 .ै, w ⊩ A ∧ B ر اگر و تنها اگ ै, w ⊩ A  و ै, w ⊩ B،  
3 .ै, w ⊩ A ∨ B اگر و تنها اگر ै, w ⊩ A  يا ै, w ⊩ B،  
4 .ै, w ⊩ A → B اگر و تنها اگر {υหυ ⊩ A ⇒ υ ⊩ B} = Aैതതതത ∪ Bै ∈ N(w)،  
5 .ै, w ⊮⊥.  

اسـت كـه بـه     Nهمسايگي در قانون - Nهمسايگي و - NBهاي  تفاوت درستي در قاب
  باشد:صورت زير مي

A→B∨C  C→A∨D  A∧C∧D→B  A∧C∧B→D(A→B)↔(C→D)     N  
همسـايگي، توسـط   - Nهـاي   هـاي درسـت روي قـاب   به بياني ديگر، مجموعه فرمـول 

 WFبـه سيسـتم    Nبندي شده است كه ايـن سيسـتم بـا افـزودن قـانون      اصل WFN  سيستم
] اثبـات شـده اسـت كـه منطـق      4كـانوني در [ هـاي   آيـد. بـا اسـتفاده از مـدل     مي  دست به

  همسايگي درست و تمام است.- Nهاي  نسبت به كلاس قاب WFN  زيرشهودي
  ، نياز به تعريف زير داريم: WFNهاي بالاي  منطق  در ادامه و براي معرفي برخي 

ृهمسايگي - Nبراي هر قاب  8.3تعريف  = ,Wۃ Nهاي مرتبط را بـه   ، بعضي ويژگيۄ
,X) كنيم،تعريف ميصورت زير  Y, Z ∈ ࣪(W)):  
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wاشتراك بسته است اگـر و تنهـا اگـر بـراي هـر      - Nتحت  ृ. 1 ∈ W اگـر ، Xഥ ∪ Y ∈ N(w) ،Xഥ ∪ Z ∈ N(w) آنگاه Xഥ ∪ (Y ∩ Z) ∈ N(w).  
wابر مجموعه بسته است اگر و تنها اگر براي هر - Nتحت  ृ. 2 ∈ W اگر ،X ∈ N(w) 

Xو  ⊆ Y آنگاه Y ∈ N(w) .  
، نسبت بـه  WFNCي اثبات شده است كه منطق زير شهودي هاي كانون با استفاده از مدل

اشتراك بسته هستند درسـت و تمـام اسـت    - Nهمسايگي كه تحت - Nهاي كلاسي از قاب
]4[.  

  گيريم:شود را در نظر مي كه به صورت زير تعريف مي Nଶحال قانون 
C→A∨D  A∧C∧B→D(A→B)→(C→D)    Nଶ  

د، لـذا در ادامـه   شـو اسـتنتاج مـي   Nଶسـادگي از قـانون   بـه   N با توجه به اينكه قـانون 
  خواهيم نوشت.  WFNNଶرا به جاي منطق  WFNమ  منطق

  پذير است.اثبات WFNమدر منطق  C෠اصل  9.3لم 
1 .A → A ∧ B           راستگو  
2 .A ∧ A ∧ (B ∧ C) → B      راستگو  
3 .(A → B ∧ C) → (A → B)       و قاعده  2، 1طبقNଶ  
4 .A → A ∨ C          راستگو  
5 .A ∧ A ∧ (B ∧ C) → C       راستگو  
6 .(A → B ∧ C) → (A → C)       و قاعده  5، 4طبقNଶ 

7 .(A → B ∧ C) → (A → B) ∧ (A → C)    5قانون و  3،6 طبق  
، نسـبت بـه كلاسـي از    WFNమهاي كانوني ثابت شده است كـه منطـق   با استفاده از مدل

]، لذا 4است [ ابر مجموعه بسته هستند، درست و تمام- Nهمسايگي كه تحت - Nهاي  قاب
همسايگي - Nهاي ، نسبت به كلاسي از قاب WFNమC گيريم كه منطق زير شهودينتيجه مي
  اشتراك بسته هستند، درست و تمام هستند.- Nابر مجموعه و - N كه تحت
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اي است كـه سـاير   ، كوچكترين منطق زير شهودي شناخته شدهWFمنطق زير شهودي 
آينـد.   هايي به اين منطق به دست مـي  ها يا قانونكردن اصل هاي زير شهودي با اضافه منطق  

  دهيم:هاي زير شهودي را به شكل زير نمايش مي منطق  مكعب 

  
نسـبت بـه    WFNమCو  WFN ،WFNC ،WFNమ هـاي  منطـق   نيز بيان شد،  همانطور كه قبلاً

كـه ايـن   و از آنجـايي همسايگي درست و تمـام هسـتند   - Nهاي هاي خاصي از قاب كلاس
 لـذا  هسـتند  نرمال - غير وجهي هاي منطق   همسايگي يها قاب شبيه همسايگي–Nهاي قاب
  .آوريم بدست را ها منطق   اين وجهي همتاي تا كرد خواهيم تلاش بعدي قسمت در
  

  همتاي وجهي  3.3
ن منطـق  اي زير شهودي به زبااي از زبان منطق گزاره، كه ترجمهي در اين بخش ترجمه

ي ايـن ترجمـه همـان ترجمـه     گيـريم. لازم بـه ذكـر اسـت كـه     وجهي است را در نظر مي
] است و تفاوت ترجمه كرسي با ترجمه گودل تنها در ترجمه 1شده توسط كرسي [ استفاده

شـود،  ترجمه مي pبه صورت  pها است، به اين معنا كه در ترجمه گودل گزاره اتمي اتم
  شود. ترجمه مي pبه صورت  pسي گزاره اتمي كه در ترجمه كردر حالي

اي ، بــه زبــان منطــق گــزاره(ℒ)ي هاز زبــان منطــق گــزار ي ترجمــه 10.3 تعريــف
  كنيم:را به صورت زير تعريف مي (ℒ)  وجهي
1 .p = p،  
2 .(A ∧ B) = A ∧ B  
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3 .(A ∨ B) = A ∨ B  
4 .(A → B) = (A → B)  

شـود در صـورتي   ناميده مي Lهمتاي وجهي منطق  ℒ در زبان Lنطق م 11.3 تعريف
ℒ، ⊢Lدر  Aكه براي هر فرمول  A  اگر و تنها اگر⊢L A.  

هاي وجهي همسـايگي كـه شـامل     همسايگي و مدل- Nهاي  از آنجايي كه ساختار مدل
ي ايـن دو مـدل،   واحد هستند يكسان است، لذا در اين بخش، جهت متمايز ساختن درسـت 

هاي وجهي همسايگي كه شامل  و درستي در مدل ⫣همسايگي را با - Nهاي  درستي در مدل
  نمايش خواهيم داد.  ⫤واحد هستند را با 

ैفرض كنيد  12.3لم  = ,Wۃ N, Vيك مدل  ۄN -     همسـايگي باشـد. آنگـاه بـه ازاي
w  هر ∈ W،  ै, w ⊩ A اگر و تنها اگر ै, w ⊨ A 

هاي اتمي، عطفـي و فصـلي   شود. اثبات حالتانجام مي Aاء روي اثبات. اثبات با استقر
C)ي استقراء، حالت شرطي باشد. در مرحله ساده مي → D)   كنـيم. بنـابراين    را بررسـي مـي

A فرض كنيد = C → D ،در اين صورت ،  ै, w ⊩ C → D ⟺ {υ|υ ⊮ C} ∪ {υ|υ ⊩ D} ∈ N(w) 
⟺ طبق فرض استقراء {υหυ ⊯ C} ∪ {υหυ ⊨ D} ∈ N(w) ⟺ {υหυ ⊨ ¬C} ∪ {υหυ ⊨ D} ∈ N(w) ⟺ {υหυ ⊨ ¬C ∨ D} ∈ N(w) ⟺ ै, w ⊨ (¬C ∨ D) ⟺ ै, w ⊨ (C → D). 

هـاي   ي قـاب نسـبت بـه كـلاس همـه     ENୣୡبيان كرديم منطق  2همانطور كه در فصل 
لـذا بـا توجـه بـه مشـابه بـودن        همسايگي كه شامل واحد هستند درسـت و تمـام اسـت،   

تماميـت دارنـد، قضـيه زيـر را     نسـبت بـه آنهـا     WFNو  ENୣୡهايي كه منطق وجهي  كلاس
  كنيم. مي  اثبات

  ، Aبه ازاي هر فرمول  13.3 قضيه
(a) ⊢WFN A اگر و تنها اگر ⊢EN౛ౙ A.  
(b) ⊢WFNC A اگر و تنها اگر ⊢EN౛ౙC A.  
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(c) ⊢WFNమ A اگر و تنها اگر ⊢EN౛ౙM A.  
(d) ⊢WFNమC A اگر و تنها اگر ⊢EN౛ౙMC A.  

هـاي   منطـق   تماميـت بـراي همـه     و قضـاياي 12.3  اثبات. اثبات همه مـوارد طبـق لـم   
  است. شهودي و وجهي ذكر شده در قضيه واضحزير

، WFN هـاي زيـر شـهودي    منطق  توان نتيجه گرفت كه همتاي وجهي  طبق قضيه بالا مي WFNC  ،WFNమ  وWFNమC   هـاي وجهـي   منطـق   به ترتيب برابر بـا ENୣୡ ،ENୣୡC ،ENୣୡM  و ENୣୡMC(K)  هاي زير شهودي  منطق  است. از آنجايي كه همتاي وجهيF  وWFNమC  منطق ،
  توان نتيجه گرفت كه اين دو منطق يكسان هستند.است لذا مي Kوجهي 

  
  منطق وجهي دوموضعي. 4

] معناشناسي همسـايگي بـا عملگـر دو موضـعي را معرفـي و      5و شيرمحمدزاده در [ديك 
اند كه نسبت به اين معناشناسي درست و تمام اسـت. در ايـن   دستگاهي منطقي را ارئه كرده

كنـيم و سـپس بـا اسـتفاده از     بخش ابتدا اين سيستم و معناشناسي متناظر آن را معرفي مـي 
هاي دو موضعي ديگري را معرفي و تماميت آنهـا   منطق  ، هاي كانوني منطق معرفي شده مدل

  را اثبات خواهيم كرد. 
هاي توليد شده توسـط  زبان وجهي دوموضعي كوچكترين مجموعه فرمول 1.4تعريف 

p|¬A|A  است): متغير اتمي pدستور زبان زير است ( ∧ B|A ⇒ B. 
ر طبــق معمــول و بــه صــورت زيــ ∨و  →،  ↔توجــه داشــته باشــيم كــه نمادهــاي 

A  شوند:  مي  تعريف ∨ B ≔ ¬A ∧ ¬B, A → B ≔ ¬A ∨ B, A ↔ B ≔ (A → B) ∧ (B → A). 
F(قاب همسايگي دوموضعي) دوتايي  2.4تعريف  = ,Wۃ NBيـك قـاب همسـايگي     ۄ

يك مجموعه ناتهي از  Wشود در صورتي كه دوموضعي منطق وجهي دوموضعي ناميده مي
بـه ازاي  وري كـه  باشـد، بـه ط ـ   (൫࣪(W)൯ଶ)࣪ به Wيك تابع همسايگي از  NBها و جهان
w  هـــر ∈ W  وX, Y ∈ ࣪(W)  اگـــرX ⊆ Y  آنگـــاه(X, Y) ∈ NB(w).  مـــدل همســـايگي
Mموضعي منطق وجهي دوموضعي، سه تايي   دو = ,Wۃ NB, Vۃاسـت كـه در آن    ۄW, NBۄ 
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:Vيـــك قـــاب همســـايگي منطـــق وجهـــي دوموضـــعي اســـت و  ℙ → ࣪(W)  تـــابع
  است.  گذاري ارزش

M(درستي) فرض كنيد  3.4تعريف  = ,Wۃ NB, Vمدل همسايگي دوموضـعي و ، يك ۄ w ∈ W  باشد. درستي فرمولA شود:  به صورت استقرايي زير تعريف مي  
1 .M, w ⊨ p  اگر و تنها اگرw ∈ V(p) ،  
2 .M, w ⊨ ¬A اگر و تنها اگر M, w ⊭ A،  
3 .M, w ⊨ A ∧ B اگر و تنها اگر M, w ⊨ A ،M, w ⊨ B ،  
4 .M, w ⊨ A ⇒ B ر اگر و تنها اگ. (AM, BM) ∈ NB(w)  

  گيريم:و قواعد زير را در نظر مي در ادامه اصول

PC ايهر اصل بندي از منطق گزاره  
A↔B   C↔D(A⇒C)⟷(B⇒D)      Eଶ  A→BA⇒B    Imp  A  A→BB    MP  

ــف  ــق 4.4تعري ــه  E୪୫୮ଶ. منط ــوچكترين مجموع ــول را ك ــت   از فرم ــته تح ــاي بس ه
, Impو قوانين  PC  هاي جانشيني Eଶ  وMP دهيم.قرار مي  

ــد منطــق وجهــي دوموضــعي،    ــات تماميــت چن ــراي اثب ــانوني را ب ــدل ك ــه م در ادام
  كنيم.  مي  تعريف

هـاي سـازگار ماكسـيمال از     ي مجموعهي همهمجموعه WEౢౣ౦మفرض كنيد  5.4تعريف 
ۥAۤ  كنيم:را به صورت زير تعريف مي ۥAۤي ، مجموعهAباشد. براي فرمول  E୪୫୮ଶهاي فرمول = {∆ ቚ∆∈ WEౢౣ౦మ , A ∈ ∆}.  
  خواهي باشند. آنگاه  هاي دل فرمول Dو  Cفرض كنيد  6.4لم 

Cۤ(الف)  ∧ Dۥ = ۤCۥ ∩ ۤDۥ.  
.(ب)  ۤC ∨ Dۥ = ۤCۥ ∪ ۤDۥ  
ۥCۤ(ج)  ⊆ ۤDاگر و تنها اگر  ۥ⊢ C → D.  
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ۥCۤ(د)  = ۤDاگر و تنها اگر  ۥ⊢ C ↔ D.  
  ] مراجعه شود. 5اثبات. براي اثبات به [

MEౢౣ౦మمدل  7.4تعريف  = WEౢౣ౦మۃ , NBEౢౣ౦మ , Vرا مدل كانوني براي  ۄ ،E୪୫୮ଶ  ناميده و به
  كنيم: صورت زير تعريف مي

߁. به ازاي هر 1 ∈ W اي ي فرمولهو همهA  وB،  NBEౢౣ౦మ (Γ) = {(ۤAۥ, ۤBۥ)|A ⇒ B ∈ Γ} ∪ {(X, Y)|X ⊆ Y}. 
p. اگر 2 ∈ ℙ آنگاه ،V(p) = ۤpۥ = ൜Γ ฬΓ ∈ WEౢౣ౦మ p و  ∈ Γൠ.  

  شود. كانوني قضيه زير اثبات ميبا استفاده از مدل 
همسـايگي دو موضـعي   - NBهـاي   ي قـاب نسبت به كلاس همه E୪୫୮ଶمنطق  8.4 قضيه

  درست و تمام است.
  ] مراجعه شود.5اثبات. براي اثبات به [

هـا را  هـاي خاصـي از قـاب    كـلاس هـاي دوموضـعي را كـه    در ادامه برخي از فرمـول 
هاي خاصـي را   منطق  ها كه پس برخي از اين فرمولكنيم و سكنند را معرفي ميمي  مشخص
  كنيم. ي تماميت را براي آنها اثبات ميكنند را در نظر گرفته و قضيه معين مي

Fبراي هر قاب همسـايگي دوموضـعي    9.4تعريف  = ,Wۃ NBهـاي   ، بعضـي ويژگـي  ۄ
,Xكنيم مرتبط را به صورت زير تعريف مي Y, ܼ ∈ P(W):  

1 .F  ــراي هــر  تحــت اشــتراك دوموضــعي wبســته اســت اگــر و تنهــا اگــر ب ∈ W ،
,X)  اگر Y) ∈ NB(w)  و(X, Z) ∈ NB(w)  آنگاه(X, Y ∩ Z) ∈ NB(w). 

2 .F          تحت ابر مجموعه دوموضـعي بسـته اسـت اگـر و تنهـا اگـر بـراي هـرw ∈ W ،
,X)  اگر Y) ∈ NB(w)  وY ⊆ Z  آنگاه(X, Z) ∈ NB(w).  

p)فرمول  10.4لم  ⇒ q) ∧ (p ⇒ r) → (p ⇒ q ∧ r) هاي  سي از قابلاكF = ,Wۃ NBۄ 
  كند. را كه تحت اشتراك دو موضعي بسته هستند را مشخص مي

Mتحت اشتراك بسته باشد و  Fاثبات. فرض كنيد  = ,Wۃ NB, Vمـدلي دلخـواه روي    ۄ
wاين قـاب باشـد. بايسـتي ثابـت كنـيم بـراي هـر         ∈ W  اگـر ،w ⊩ (p ⇒ q) ∧ (p ⇒ r) ،

w  گاه آن ⊩ p ⇒ q ∧ rفرض كنيد . w ∈ W ،w ⊩ p ⇒ q  وw ⊩ p ⇒ r ،در اين صورت  
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)1 (     (V(p), V(q)) ∈ NB(w)  
)2 (     (V(p), V(r)) ∈ NB(w) 

تـوان   ) مـي 2) و (1لـذا از (  طبق فرض قاب تحـت اشـتراك دوموضـعي بسـته اسـت،     
,V(p)) گرفت كه،  نتيجه V(q) ∩ V(r)) ∈ NB(w)  ،است. بنابراينw ⊩ p ⇒ q ∧ r. 

كنيم. فرض كنيد كـلاس تحـت اشـتراك    براي اثبات جهت ديگر از تناقض استفاده مي
wو  Fب ه نباشد. آنگاه قادوموضعي بست ∈ F    وجود دارد به طـوري كـه(X, Y) ∈ NB(w) 

,X)  و Z) ∈ NB(w) اما ،(ܺ, ܻ ∩ ܼ) ∉   .(ݓ)ܤܰ
  هگيريم كرا طوري در نظر مي Fروي قاب  Vي گذار تابع ارزش

 V(q) = Y, V(p) = X, V(r) = Z:در اين صورت خواهيم داشت .  ൫V(p), V(q)൯ ∈ NB(w) ⇒ w ⊩ p ⇒ q,  ൫V(p), V(r)൯ ∈ NB(w) ⇒ w ⊩ p ⇒ r, ൫V(p), V(q ∧ r)൯ ∉ NB(w) ⇒ w ⊮ p ⇒ q ∧ r. 
wهـاي همسـايگي    آنگاه طبق تعريف قـاب  ⊮ (p ⇒ q) ∧ (p ⇒ r) → (p ⇒ q ∧ r)  و

.، نتيجهدر F ⊮ (p ⇒ q) ∧ (p ⇒ r) → (p ⇒ q ∧ r)  
F هاي سي از قابلاك A⇒B(C⇒A)→(C⇒B)قانون  11.4لم  = ,Wۃ NBرا كه تحت ابر مجموعه  ۄ

  .كندرا مشخص مي موضعي بسته هستند دو
كـه تحـت ابـر مجموعـه دوموضـعي       Fروي قاب  Mاي هر مدل اثبات. فرض كنيد بر

ــته ــتند،   بس Mهس ⊩ A ⇒ B      ــدل ــر م ــراي ه ــه ب ــيم ك ــت كن ــتي ثاب ، Fروي  M. بايس M ⊩ (C ⇒ A) → (C ⇒ B)       براي اين منظـور نشـان خـواهيم داد كـه بـراي هـر مـدل . M 
ــر F  روي w، و ه ∈ M  ــر wاگ ⊩ C ⇒ A  ــاه wآنگ ⊩ C ⇒ B ــر w. اگ ⊩ C ⇒ A ــاه  آن گ (V(C), V(A)) ∈ NB(w) . طبق فرضV(A) ⊆ V(B)   و قاب تحت ابر مجموعه دوموضـعي

,V(C))بســته اســت لــذا  V(B)) ∈ NB(w)  و در نتيجــهw ⊩ C ⇒ B در نتيجــه بــراي هــر .
.،Fروي  M  مدل M ⊩ (C ⇒ A) → (C ⇒ B)   

كنيم. فرض كنيد كلاس تحت ابر مجموعه براي اثبات جهت ديگر از تناقض استفاده مي
wو  Fدوموضعي بسته نباشد. يعني قاب  ∈ F به طوري كه ، موجود است(X, Y) ∈ NB(w) ، Y ⊆ Z  ــا ,X)ام Z) ∉ NB(w) . از آنجاييكــهq ⇒ p ∨ q   ــافي اســت ــذير اســت، ك ــات پ اثب
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(r ⇒ q) → (r ⇒ p ∨ q)     ــگذاري ــابع ارزش ــد. ت ــت نباش ــاب درس ــوري  Vروي ق را ط
V(p)  گيريم كه،مي  درنظر = Y, V(q) = Z , V(r) = X 

V(p در اين صورت ∨ q) = v(q) = Z .بنابراين  ൫V(r), V(p)൯ ∈ NB(w), (V(r), V(p ∨ q)) ∉ NB(w) 
,M نتيجهدر w ⊩ r ⇒ p  وM, w ⊮ r ⇒ p ∨ q .نهايـت در M ⊮ (r ⇒ q) → (r ⇒ p ∨ q).  

ي آنها خـواهيم پرداخـت را بـه صـورت زيـر      قاعده و اصولي را كه در ادامه به مطالعه
C)  كنيم:گذاري مي نام ⇒ A) ∧ (C ⇒ B) → (C ⇒ A ∧ B)        CሬԦ  (C ⇒ A ∧ B) → (C ⇒ A) ∧ (C ⇒ B)        MሬሬሬԦ  A⇒B(C⇒A)→(C⇒B)     RMሬሬሬሬሬԦ  

  برابر است.  RMሬሬሬሬሬԦبا قاعده  MሬሬሬԦاصل  E୪୫୮ଶ. در منطق 12.4 لم
E୪୫୮ଶاز منطق  RMሬሬሬሬሬԦدهيم كه قاعده اثبات. ابتدا نشان مي MሬሬሬԦ :قابل استنتاج است  

1 .A → B           فرض  
2 .A↔ A ∧ B           1طبق  
3 .C ↔ C           راستگو  
4 .(C ⇒ A) ↔ (C ⇒ A ∧ B)      و قاعده  3، 2طبقEଶ  
5 .(C ⇒ B ∧ B) → (C ⇒ A) ∧ (C ⇒ B)    اصلMሬሬሬԦ  
6 .(C ⇒ A) ∧ (C ⇒ B) → (C ⇒ B)       راستگو 

7 .(C ⇒ A ∧ B) → (C ⇒ B)       6و  5طبق  
8 .(C ⇒ A) → (C ⇒ A)       7،4 طبق   

E୪୫୮ଶاز منطق  MሬሬሬԦدهيم كه اصل حال نشان مي RMሬሬሬሬሬԦ :قابل استنتاج است  

1 .A ∧ B → A           راستگو  
2 .(C ⇒ A ∧ B) → (C ⇒ A)      و  1طبقRMሬሬሬሬሬԦ 
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3 .A ∧ B → B           راستگو  
4. (C ⇒ A ∧ B) → (C ⇒ B)      و قاعده  3طبقRMሬሬሬሬሬԦ   
5 .(C ⇒ A ∧ B) → (C ⇒ A) ∧ (C ⇒ B)    4و  2طبق  
E୪୫୮ଶ(الف) اگر  13.4لم CሬԦ ⊆ L آنگاه مدل كانوني منطق ،L   تحت اشـتراك دوموضـعي ،

  .بسته است
E୪୫୮ଶ(ب) اگر  MሬሬሬԦ ⊆ L    آنگاه مـدل كـانوني منطـق ،L      تحـت ابـر مجموعـه دوموضـعي

  است.   بسته
اثبـات قسـمت (ب) مشـابه همـين     پـردازيم،   ه اثبات قسـمت (الـف) مـي   اثبات. فقط ب

  است.   اثبات
ــد  ــرض كني ــف) ف ــق   (ال ــانوني منط ــدل ك ــيم  Lدر م ــته باش ,X) داش Y) ∈ NB(Γ)  و (X, Z) ∈ NB(Γ) . آنگاه طبق تعريفNB هـاي گيريم كه فرمولدر مدل كانوني نتيجه مي A ،

B  وC   وجود دارند به طوري كـه(X, ܻ) = (ۤAۥ , ۤBو  (ۥ(X, Z) = (ۤAۥ , ۤCه در آن ك ـ (ۥ A ⇒ B ∈ Γ  وA ⇒ C ∈ Γدر نتيجه . (A ⇒ B) ∧ (A ⇒ C) ∈ Γ    و بنابراين بـا اسـتفاده ازCሬԦ 
ــت، ــواهيم داش A خ ⇒ B ∧ C ∈ Γ ــن صــورت , ۥAۤ). دراي ۤB ∧ Cۥ) ∈ NB(Γ) . ــال از ح

ۥBۤكه جايي آن ∩ ۤCۥ = ۤB ∧ Cگيريم كه نتيجه مي، ۥ(X, Y ∩ Z) ∈ NB(w) .  بنـابراينNB 
  ت.تحت اشتراك دو موضعي بسته اس
Γ توجــه داشــته باشــيم كــه اگــر ⊆ {CԦ, MሬሬԦ, RMሬሬሬሬԦ} آنگــاهΓ E୪୫୮ଶ  منطقــي اســت كــه از

  به دست آمده است. E୪୫୮ଶبه منطق  Tكردن اصل يا قاعده  اضافه
Γاگــر  14.4قضــيه  ⊆ {CԦ, MሬሬԦ, RMሬሬሬሬԦ}  آنگــاهE୪୫୮ଶ Γ هــاي  ســي از قــابلانســبت بــه ك

 Γشـده بـه اصـول يـا قاعـده موجـود در        هاي نسبت داده همسايگي دو موضعي با ويژگي

  درست و تمام است. 
  ، بديهي است.13.4اثبات. اثبات طبق لم 
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  همتاي وجهي دو موضعي 1.4
اي زير شـهودي بـه   اي از زبان منطق گزاره، كه ترجمه⇒در اين بخش با استفاده از ترجمه 

شده  شهودي معرفياي زير ه منطق  زبان منطق وجهي دوموضعي است، همتاي وجهي برخي 
  را بدست خواهيم آورد. 3در بخش 
به زبان منطـق وجهـي    (ℒ)اي شهودي از زبان منطق گزاره ⇒ي ترجمه 15.4 تعريف
  :كنيمرا به صورت زير تعريف مي(⇒ℒ)دوموضعي 

1 .p⇒ ≔ p ،  
2 .⊥⇒≔⊥  
3 .(A ∧ B)⇒ ≔ A⇒ ∧ B⇒،  
4 .(A ∨ B)⇒ ≔ A⇒ ∨ B⇒،  
5 .(A → B)⇒ ≔ A⇒ ⇒ B⇒،  

هـاي وجهـي همسـايگي    همسـايگي و مـدل  - NBهـاي   جايي كـه سـاختار مـدل    از آن
سان است، لذا در اين بخش، جهت متمايز سـاختن درسـتي ايـن دو مـدل،      دوموضعي يك
هـاي وجهـي همسـايگي     و درسـتي در مـدل   ⫣همسـايگي را بـا   - NBهاي  درستي در مدل
  نمايش خواهيم داد. ⫣دوموضعي را با 

ैكنيد  فرض 16.4لم  = ,Wۃ NB, Vيك مدل  ۄNB -  همسايگي باشد. آنگاه بـه ازاي
wهر  ∈ W ،  . ै, w ⊩ A اگر و تنها اگر ै, w ⊩ A⇒  

هاي اتمي، عطفـي و فصـلي   شود. اثبات حالتانجام مي Aاثبات. اثبات با استقراء روي 
C)ي استقراء، حالت شرطي باشد. در مرحله ساده مي → D)   كنـيم. بنـابراين   را بررسـي مـي

A ض كنيدفر = C → D،در اين صورت ،  

 ै, w ⊩  C → D ⇔ ቀCै, Dैቁ ∈ NB(w) 
⟺ طبق فرض استقراء ((C⇒)ै, (D⇒)ै) ∈ NB(w) ⟺ ै, w ⊨ C⇒ ⇒ D⇒ ⟺ ै, w ⊨ (C → D)⇒ 
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  ، Aبه ازاي هر فرمول  17.4قضيه 

(a) ⊢WF A اگر و تنها اگر ⊢Eౢౣ౦మ A⇒.  
(b) ⊢WFC A اگر و تنها اگر ⊢Eౢౣ౦మ CሬሬԦ A⇒.  
(c) ⊢WFC෡ A اگر و تنها اگر ⊢Eౢౣ౦మ MሬሬሬԦ A⇒.  
(d) ⊢WFC෡C A اگر و تنها اگر ⊢Eౢౣ౦మ MሬሬሬԦCሬሬԦ A⇒.  

هـاي   منطـق   و قضاياي تماميت براي  14.4، قضيه 16.4اثبات. اثبات همه موارد طبق لم 
  زير شهودي ذكر شده واضح است. 

، WF هـاي زيـر شـهودي    منطـق   ن نتيجه گرفت كه همتاي وجهـي  توا طبق قضيه بالا مي WFC ،WFC෠  وWFC෠C    هـاي وجهـي دوموضـعي    منطـق   به ترتيب برابـر بـا E୪୫୮ଶ ،E୪୫୮ଶ CሬԦ  ، E୪୫୮ଶ MሬሬሬԦ  وE୪୫୮ଶ MሬሬሬԦCሬԦ  .است  
  
  گيري نتيجه .5

زيـر شـهودي، بـا     ان شده در مكعبهاي زير شهودي بي منطق  در اين مقاله براي هر يك از 
  گرفتن دو نوع ترجمه، همتاي وجهي متناظر آن را بدست آورديم.درنظر
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