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Propositional Provability Logics

[Avron A; 1984] On modal systems having arithmetical interpretations [Borga M; 1983] On 
some proof theoretical properties of the modal logic GL [Boolos G; 1993] The logic of 
provability [Brighton J; 2016] Cut-elimination for GLS using the terminability of its regress 
process [Davis M; 1958] Computability and Unsolvability [de Jongh DHJ, Montagna F; 1988] 
Provable fixed points [de Jongh DHJ, Montagna F; 1987] Generic generalized Rosser fixed 
points [Gore R, Ramanayake R; 2012] Valentini’s cut-elimination for provability logic 
resolved [Gödel K; 1986] An Interpretation of the Intuitionistic Propositional Calculus 
[Grzegorczyk A; 1967] Some relational systems and the associated topological spaces 
[Henkin L; 1952] A problem concerning provability [Hilbert D, Bernays P; 1939] Grundlagen 
der mathematik II [Hughes GE, Cresswell MJ; 1997] A new introduction to modal logic 
[Hughes GE, Cresswell  MJ; 1984] A companion to modal logic [Kushida H; 2010] The modal 
logic of Gödel sentences [Kushida H; 2019] A proof theory for the logic of provability in true 
arithmetic [Löb MH; 1955] Solution of a problem of Leon Henkin [McKinsey JCC, Tarski A; 
1948] Some theorems about the sentential calculi of Lewis and Heyting [Movahed Z; 2006] 
Modal logic [Nabavi L; 2004] An introduction to modal logic [Negri S; 2005] Proof analysis 
in modal logic [Negri S; 2014] Proofs and countermodels in non-classical logics [Poggiolesi 
F; 2009] A purely syntactic and cut-free sequent calculus for the modal logic of provability 
[Sambin G; 1976] An effective fixed point theorem in intuitionistic diagonalizable algebras 
[Sambin G, Valentini S; 1982] The modal logic of provability, the sequential approach 
[Sasaki K; 2001] Löb’s axiom and cut-elimination theorem [Segerberg KK; 1971] An essay 
in classical modal logic [Solovay RM; 1976] Provability interpretations of modal logic 
[Smiley TJ; 1963] The logical basis of ethics [Smoryński C; 1985] Self-reference and modal 
logic [Shamkanov D; 2015] Nested sequents for provability logic GLP [Verbrugge R; 2017] 
Provability logic [Valentini S; 1983] The modal logic of provability: cut-elimination

Discovering the differences between the various systems of modal logics was one of the 
advantages of inventing Kripke semantics. One of the most obvious examples is interpreting 
the necessity of provability in provability logic. According to Boolos in The Logic of Provability, 
by discovering this logic, we can say that the understanding of new issues in the field of 
argument was opened. In this paper, with a formal approach and with a descriptive-analytical 
and comparative method, the axiomatic propositional systems of the GL, Grz, and H, and their 
possible world semantics based on Kripke semantics are studied, as well as the sequent calculus 
of GL (in Peano arithmetic) and GLS (in the standard model) were introduced. Finally, the meta-
theorems of soundness, consistency, and completeness of the GL were interpreted and proved.
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 یر یپذاثبات یهابرهان منطق هینظر
 

 اله نبوی لطف

 ، تهران، ایراندانشگاه تربیت مدرس ،کده علوم انسانیشدان ،گروه فلسفه، حکمت و منطق
 سیداحمد میرصانعی* 

 ، تهران، ایراندانشگاه تربیت مدرس ،کده علوم انسانیشدان ،حکمت و منطقگروه فلسفه، 
 

 چکيده

 ریبارز آن، تعب یهااز نمونه یکیبود.  یپکیکر یابداع معناشناس یایگوناگون منطق موجهات، از جمله مزا یهانظام یهاکشف تفاوت

 البباب فهم مط که گفت توانیمنطق، م نی، با کشف ااست و به قول بولوس یر یپذاثبات یهادر منطق یر یپذضرورت به اثبات

 موضوعی اصل یهانظام ،یاسهیو مقا یلیتحل-یفیفرمال و با روش توص یکردیمقاله با رو نیبرهان باز شد. در ا نهیدر زم دیجد

برهان حساب  هینظر زینو  قرار گرفته یمورد بررس یپکیکر کیسمانت یها بر مبناآن یجهان ممکن کیو سمانت Hو  GL ،Grz یاگزاره

و اثبات  ریتقر GL تیو تمام یصحت، سازگار  یایفراقضا ت،یدر نهاو  (در مدل استاندارد) ارائه GLSپئانو) و  اب(در حس GL یارشته

 شد.

 

 ایفراقضا ،یجهان ممکن کیسمانت ،یاحساب رشته ،یاصل موضوع ستمیمنطق موجهات، س ،یر یپذاثبات یهامنطق واژگان:کليد

 

 

 

 

  

 

 مقدمه

ای صفحهکتگردد. اثر اول یادداشت میاثر شاخص در قرن بیستم باز  پذیری به دوهای اثباتپیدایش منطق

 ۱۹۵۲اثر دوم مقاله لئون هنکین در سال و  [Godel, 1986]در حاشیه یک سمینار  ۱۹۳۳کورت گودل در سال 

 . [Henkin, 1952] در فراریاضیات بود

حرکت بزرگ فکری در منطق فرمال شد. وی در این  ۵تنهایی منجر به حداقل ای گودل به صفحهیادداشت تک

منطق موجهات، ه ای در زمینهای خلاقانهها و ایدهای، حدسمقاله با ارائه تعبیری برای منطق شهودی گزاره

اله این های میانه ارائه داد. تز اصلی ابداعی گودل در این مقمنطق فازی، منطق اثبات، منطق شهودی و منطق

نظر برخلاف  های فرگه و راسل به دست آورد وتوان از توسیع منطق گزارهلوئیس را می S4است که منطق 

استلزام مادی نیست. با جای به لوئیس، نیازی به حذف منطق کلاسیک و استفاده از ادات استلزام اکید

های شهودی هیتینگ، منطق ق گزارهاصل موضوع زیر و نیز قاعده میان قضایای اثبات به منط ۳کردن اضافه

 (اثبات)) B :Beweis: (اپراتور دیآیمبه دست  Gپذیری اثبات

1. Bp → p 

2. Bp → [B(p →q) → Bq] 

3. Bp → BBp 

⊢A 
∴ ⊢ BA

 

) را قرار دهیم، با افزودن سه اصل موضوع حاصله به (ضرورت:  N، عملگر Bجای به به صورت مشابه اگر

 آید:به دست می S4همراه قاعده ضرورت به منطق کلاسیک، منطق موجهات 

 پژوهشی اصيلنوع مقاله: 

 ۲۷/۰۹/۱۴۰۰ تاريخ دريافت:

 ۰۶/۱۰/۱۴۰۰ تاريخ پذيرش:

 ۱۶/۱۱/۱۴۰۰ تاريخ انتشار:

 sa.mir@modares.ac.irل: نويسنده مسئو*
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 ۰۲۵۳۶۵۰۰۴۰۳؛ فکس:   ۰۲۵۳۶۵۰۱۴۶۹: تلفن
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⊢A 
∴ ⊢ A

 

بود و با این کار گودل نشان داد که  S4به منطق موجهات  Gپذیری این فرآیند، ترجمان گودلی از منطق اثبات

S4 اصل  ۳اما آیا واقعاً اولاً ترجمان این  نه بدیل و جایگزین آن.و  است یافته از منطق کلاسیکسیستم توسعه

G قضیه ،S4 ه ثانیاً آیا قاعده ضرورت، قاعدو  استS4  سال بعد از ارائه این تز، درستی آن به صورت  ۳۵است؟

توسط  ۱۹۴۸کامل اثبات شد. ولی این حدس و خلاقیت گودل بسیار شگرف بود. بخشی از این کار در سال 

قضیه زیر  ،. در این مقاله[McKinsey & Tarski, 1948] انجام شد مجله منطق صوری تارسکی در ومکنزی 

 :شودیمباره قاعده ضرورت اشاره و به حدس گودل در شودیماثبات 

 »پذیر (قضیه) خواهد بود.هم اثبات α ∽◇∽ آنگاهپذیر (قضیه) باشد، اثبات αر اگ«

را به دست  S4، منطق هاگزارهاصلی که گودل گفت به منطق  ۳با افزودن اینکه  اثبات بخش دوم تز، یعنی

 ,Hughes & Cresswell] کرسول انجام شدو هیوز در اولین چاپ کتاب  ۱۹۶۸در سال  سال بعد ۳۵، دهدیم

)، Gآمده با ترجمان گودلی و استلزام مادی (یعنی نظام دستبه S4 یهاموضوعتمام اصل  . بنابراین[1997

نشان داد این دو  توانیمنشان داد.  توانیمند؛ عکس این را هم پذیر اثباتلوئیس استلزام اکیدی  S4تماماً در 

 . ١معادل هستند استنتاجاً سیستم 

های شهودی به منطق موجهات برای راهکاری برای ترجمه منطق گزاره ۱۹۳۳گودل همچنن در همان مقاله 

 :[Godel, 1986] های منطق شهودی به صورت زیر ترجمه شونداداتاینکه  آنو  ارائه داد S4ای گزاره

 منطق گودل  S4منطق 

□A ⇔
ترجمه شود به

 
A 

□A→□B ⇔
ترجمه شود به

 
A→B 

□A∨□B ⇔
ترجمه شود به

 
A∨B 

A∧B ⇔
ترجمه شود به

 
A∧B 

های هر قضیه منطق گزارهه مکنزی این بود که با این ترجمان، ترجم-تارسکی-و یکی از نتایج این نظریه گودل

نشان داد که نظریه برای یک  کیآندره زگورزلهستانی،  منطقدانخواهد بود.  S4)، قضیه منطق Iشهودی (

 ,Grzegorczyk]است) نیز برقرار است  S4(که توسیع  S4Grzپذیری سیستم استنتاجاً معادل با منطق اثبات

نیز  S4Grzپذیری )، قضیه منطق اثباتIهای شهودی (هر قضیه منطق گزارهه بنابراین ترجمو  [225 :1967

 خواهد بود. 

. اولین [Henkin, 1952] ل را با الهام از قضایای ناتمامیت گودل مطرح کردیک سؤا ۱۹۵۲هنکین نیز در سال 

کند که برای یک نظریه فرمال به اندازه کافی قوی مانند حساب پئانو، هر قضیه ناتمامیت گودل بیان می

خود را اظهار کند، در واقع غیرقابل اثبات است. از طرف دیگر، خارج از این بودن که غیرقابل اثبات یاجمله

در مدل استاندارد صادق است و این نشانگر یک تمایز اساسی و  یاجملهتوان دریافت که چنین نظریه فرمال می

 است. » پذیریاثبات«و » صدق«بنیادین بین 

 پذیری در حساب پئانو باشد.محمول اثبات Provباشد و  Aعدد گودلی فرمول  ˺A به صورت فرمال، اگر

∃pProof(p,x) 
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 محمول دو موضعی در حساب پئانو است: Proofکه در آن 

Proof(p,x)» : عدد گودلیp ها با عدد گودلی یک برهان درست از اصول موضوعه حساب پئانو متعلق به فرمول

x ٢»کند.را کد می 

پذیر در حساب پئانو اثبات Aدر حساب پئانو قابل اثبات باشد،  A↔ Prov(˹A˺)ه گزار  اینکهحال با فرض 

پذیر من اثبات«گوید: می Aبنابراین این گزاره صادق خواهد بود، زیرا در واقع جمله خودارجاع و  نخواهد بود

توان کنند، میپذیری خود را اظهار میدرباره جملاتی که اثبات توانیمخواست بداند آیا هنکین می. »نیستم.

 هرچیزی گفت. 

پذیر در حساب . حتی اگر تمام جملات اثبات[Lob, 1955] به این سؤال هنکین پاسخ داد سال بعد سه لاب

 Bکه خود  بديهیاد به این گزاره تنها با استن Prov(˹B˺)→Bپئانو واقعاً در مورد اعداد طبیعی صادق باشند، 

لاب پاسخی به پرسش هنکین است و صورت فرمال ه این قضیصادق خواهد بود. شود، قبلاً در پئانو اثبات می

 آن در حساب پئانو به صورت زیر است:

Prov(˹Prov(˹B˺)→B˺)→Prov(˹B˺). 

 :]Verbrugge[2017 , ٣) عبارتند ازProvپذیری (سه شرط لاب برای محمول اثبات

⊣ ،اگر )۱
PA

 A ،آنگاه ⊢
PA

 Prov(˹A˺).  

۲( ⊢
PA

 Prov(˹A→B˺)→ [Prov (˹A˺) → Prov(˹B˺)] 

۳( ⊢
PA

 Prov(˹A˺) → Prov [˹Prov (˹A˺)˺] 

 [Smiley, 1963] ۱۹۶۳در سال  یلیارغم پیدایش قضیه لاب در حساب، اولین بار اسمجالب این است که علی

صورت موجهاتی اصل لاب را به صورت اصل  ،اضیاتی نبود)در بحث راجع به مبانی منطقی اخلاق (که اصلاً ری

 ):Provجای به □موجهاتی ارائه داد (با جایگزینی عملگر 

□(□A→A)→□A 

پذیری منطق اثبات«تقریباً بیست سال پس از انتشار مقاله لاب آغاز شد. توسعه  ،تر در این زمینهتحقیقات جدی

ترین قضایا و مستقل مهمطور به آغاز شد و چندین محقق در کشورهای مختلف ۱۹۷۰در اوایل دهه » ایگزاره

 منطقفی و بسط از جمله افراد تأثیرگذار در معر  ای اثبات کردند.پذیری گزارهها را در منطق اثباتاستدلال

 ,Solovay] ) است۱۹۷۶لاب) و ارائه سمانتیک برای آن سالوی (به ویژه در مقاله مهم -(گودل Gپذیری اثبات

1976] . 

های استاندارد برای حساب رشتهاینکه  ی با اثباتنیوالنتتوسط  GLها برای حساب رشتهه اولین مباحث در زمین

GL مطرح شدپذیر استبا حذف قاعده ساختاری برش امکان ، [Valentini, 1983] هر فرمول . یعنیGL  که

 withoutبدون دور ( GLای نین دارای یک برهان رشتهپذیری باشد، همچهای استاندارد اثباتدر حساب رشته

detoursاست. نگری ( [Negri, 2005; Negri, 2014] گوری و رامانایاک ،[Goré & Ramanayake, 

از جمله افراد مؤثر در بسط و  [Shamkanov, 2014]شمکانوف و  [Poggiolesi, 2009]، پاجولِسی [2012

خانواده بزرگ  کی یبرابدون انقباض و برش های بودند. نگری حساب رشته GLای توسعه مباحث حساب رشته

 دادهارائه  اعمّ از جهان ممکنی و هندسی)ی موجهه کریپکی ساختارها(شامل تمام  نرمال ی موجهاتهامنطقاز 
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برچسبی معادل فاقد برش و فاقد انقباض ه است. او دو حساب رشت GL رشتهکه قابل گسترش به حساب  است

 معرفی کرده است.  GLبرای 

در  هافرمولتمام  رای، زشودیم GL یبرا (subformula property) فرمولر یز تیحذف برش منجر به خاص

نگری یک برهان نحوی برای حذف برش ارائه  هستند. رشته انتهایی یهافرمول فرمولِ ر یز یک برهان فاقد برش،

داده است و بر این مبنا، حتی اگر یک ویژگی زیرفرمولی کامل برای این حساب به دلیل حساب برچسبی برقرار 

و در نتیجه، نتایج معمول ویژگی زیرفرمولی برای آن برقرار  (subterm property)نباشد، خاصیت زیرترمی 

است و اثبات  GLبرچسبی ه خواهد بود که از جمله مفید آن، برهان مستقیم برای تمامیت این حساب رشت

 سازد:پذیر میپذیری ویژگی مدل متناهی را امکانتصمیم

 »ر نباشد، یک مدل نقض متناهی داردپذیهر فرمولی که اثبات«

بنای مدل کریپکی سمانتیک جهان ممکنی بر م ؛پذیری ارائه شده استهای اثباتو نوع سمانتیک برای منطقد

توسط سگربرگ (و  ۱۹۷۱از منظر موجهاتی در سال  GL(حسابی). صحت  (موجهاتی) و سمانتیک توپولوژیک

 اثبات شد ۱۹۷۱سال  نیز توسط سگربرگ در GL) و تمامیت موجهاتی ۱۹۷۰صحت حسابی آن نیز در همین دهه 

[Segerberg, 1971]۱۹۷۵٤گ در . دی یون [de Jongh, 1975]  76 ۱۹۷۶و سامبین در][Sambin, 19  نیز

توسط سالوی  ۱۹۷۶نیز در سال  GLارائه دادند. تمامیت حسابی  GLهای دیگری برای تمامیت موجهاتی اثبات

 .[Solovay, 1976] اثبات شد

های و نیز حساب رشته Hو  GL ،Grz ،S4Grzهای اصل موضوعی در این مقاله به بررسی و معرفی سیستم

GLS  وGL  خواهیم پرداخت. در قسمت سمانتیک نیز سمانتیک جهان ممکنیGL ،Grz ،S4Grz  وH  مطرح

 پرداخته خواهد شد. GLو پس از آن برای نمونه به مباحث فراقضایای صحت و تمامیت 

 

 برهاننظریه 

 نظریه برهان اصل موضوعی

، با این [Nabavi, 2004: 13-14] ای استای همان زبان منطق موجهات گزارهگزاره پذیریزبان منطق اثبات

یک نظریه فرمال به «به عنوان  Tگرفتن ثانیاً با درنظر و  شودیمبه واژگان زبان افزوده  ⊥تفاوت که اولاً ثابت 

نیز به صورت  Tثابت  ٥خواهد بود.» Tپذیری در اثبات«به معنای  □، ادات ضرورت موجهاتی »اندازه کافی قوی

 شود: زیر تعریف می

T ≝ ∼⊥  

 GLمنطق 

) است. نظام اصل موضوعی این Löb) و لاب (Gödelبرگرفته از نام گودل ( GLای پذیری گزارهنام منطق اثبات

 آید:به دست می Kای ) به منطق موجهات گزارهWیا  Löbلاب (اصل -منطق با افزودن اصل گودل

GL: K + Löb: □(□P⊃P)⊃□P 
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سیستم مشهور) است، زیرا هم شامل اصول  ۱۵ای (غیر از های موجهات نرمال گزارهاین منطق یکی از منطق

دارای قواعد میان قضایای وضع مقدم، و هم  Kهم دارای اصل موضوع و  کهای کلاسیموضوعه منطق گزاره

 G [Godel, 1986] ،L های گوناگونی نهاده شده است؛ از جملهشینی است. بر این سیستم نامضرورت و جان

[Smiley, 1963] ،KW [Cresswell & Hughes, 1984] ،KW4 [Segerberg, 1971]  وPrL.  از

هم به حساب آورد. اما نه  K4توان توسیع را می GLنیز قضیه این سیستم است، سیستم  4جایی که اصل آن

 K4و نیز  Kقابل اثبات نیستند و بنابراین این سیستم مستقیماً توسیع  ستمیسدر این  Dو نه اصل  Tاصل 

 :[Nabavi, 2004: 36] است

 

 به دست آورد K4) به R-Löbای اصل لاب (توان به طریقی دیگر و با افزودن صورت قاعدهرا می GLهمچنین 

[Boolos, 1993: 149]: 

⊢
GL

 □ϕ ⊃ ϕ

⊢
GL

 ϕ
 

 به صورت زیر است: GLدر سیستم  4اثبات اصل 

⊢
GL

 □P⊃□□P 

.١□(□P⊃P) ⊃□P          GL اصل   

.٢□[□(P∧□P)⊃(P∧□P)]⊃□(P∧□P)        ١( ج(  

.٣  P⊃[(Q∧R)⊃(P∧Q)]        PL قضیه   

.٤P⊃[(□P∧□□P)⊃(P∧□P)]        ٣( ج(  

.٥□P⊃□[(□P∧□□P)⊃(P∧□P)]       )٤( DR1  

.۶□(P∧Q)≡ (□P∧□Q)         T3K 

.۷□(P∧□P)≡ (□P∧□□P)        ) ٦ج(  

.٨□P⊃□[□(P∧□P)⊃(P∧□P)]        ٥)(٧( جاگ(  

.٩(P⊃Q)⊃[(Q⊃R)⊃(P⊃R)]       PL   قضیه 

.١٠{□P⊃□[□(P∧□P)⊃(P∧□P)]}⊃{{□[□(P∧□P)⊃(P∧□P)]⊃□(P∧□P)}⊃[□P⊃□(P∧□P)]}

  )٩(ج

.١١{□[□(P∧□P)⊃(P∧□P)]⊃□(P∧□P)}⊃[□P⊃□(P∧□P)]     ) ١٠)(٨و.م(  

GL 
L 

K4 K 
 

+ Löb - Löb + 

- 
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.١٢□P⊃□(P∧□P)         ) ١١)(٢و.م(  

.١٣□P⊃(□P∧□□P)       ١٢)(٧( جاگ(  

.۱۴[P⊃(P∧Q)]⊃(P⊃Q)       PL   قضیه

.١٥  [□P⊃ (□P∧□□P)]⊃(□P⊃□□P)      ) ١٤ج(  

.۱۶□P⊃□□P        ) ١٥)(١٢و.م(  

 ٦قابل اثباتند: GL، قضایای زیر در K4علاوه بر قضایای 

⊢
GL

 □P∨□P  

⊢
GL

 □∼□P⊃□Q  

⊢
GL

 □(□P⊃P)≡□P  

⊢
GL

 □⊥≡□P  

⊢
GL

 T≡□P  

⊢
GL

 ∼□□⊥⊃(□P∨□∼P) 

⊢
GL

 (∼P∧P)⊃ T  

⊢
GL

 □[(□P⊃P)⊃∼□□⊥]⊃□□⊥  

⊢
GL

□[� (□ϕi⊃ϕi)
n

i=0

⊃n+1T]⊃[n+1T ⊃� (□ϕi⊃ϕi)
n

i=0

] 

 :)k , n ∈ℕ(توان به قواعد زیر اشاره نمود می GLاز جمله قواعد فرعی سیستم اصل موضوعی 

R1 RW R-Löb 

⊢
GL

 (□ϕ ∧ ϕ ∧□ψ) ⊃ ψ

∴ ⊢
GL

 □ϕ⊃□ψ
 

⊢
GL

 □ϕ ⊃ϕ

∴ ⊢
GL

 □ϕ
 

⊢
GL

 □ϕ ⊃ ϕ

∴ ⊢
GL

 ϕ
 

R4 R3 R2 

⊢
GL

 ϕ ⊃ n T

∴ ⊢
GL

 ∼ϕ
 

⊢
GL

 [⋀ (□ϕi⊃ϕi)n
i=0 ]⊃(□k P⊃P)

∴ k ≤ n +1
 

⊢
GL

 [⋀ (□ϕi⋀ϕi)n
i=1 ⋀ □ψ]⊃ψ

∴ ⊢
GL

 ⋀ □ϕi⊃□ψn
i=1

 

 )H )KHمنطق 

پذیری اشاره ان مؤثر در تأسیس منطق اثباتمنطقدانهای هنکین به عنوان یکی از در بخش مقدمه، به تلاش

تر اشاره پذیری است. پیشهای اثبات) یکی دیگر از منطقHenkin(برگرفته از نام  Hپذیری شد. منطق اثبات

توان کنند، میپذیری خود را اظهار میدرباره جملاتی که اثبات توانیمخواست بداند آیا هنکین میشد که 

 GLکه در منطق  [Lob, 1955] پاسخ داد با اصل لاب به این سؤال هنکین دسال بع سهلاب  ؟هرچیزی گفت

این است  است، یکی از نتایج قضیه لاب بسته تحت استنتاج توتولوژیکجایی که حساب پئانو دیدیم. اما از آن
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 Bگاه پذیر باشد، آناثبات» Bبا صدق  Bپذیری اثباتبودن معادل«، اگر Bکه در حساب پئانو به ازای هر جمله 

 در حساب پئانو به صورت زیر است: این قضیهصورت فرمال  پذیر است.اثبات

Prov(˹Prov(˹B˺)↔B˺)→Prov(˹B˺). 

نامد و با برهان زیر می YESاست و بنابراین بولوس صورت فرمال فوق را » بله«و بنابراین پاسخ به سؤال هنکین 

) iii) و i) ،(ii)های (: (علامت[Boolos, 1993: 148]آید به دست می YESدهد که قضیه لاب از نشان می

 )است که در مقدمه بیان شد )Provپذیری (اثبات عملگرشرط لاب برای گر سه نشان

.۱⊢
PA

 Prov(˹A˺)→A       فرض 

.۲⊢
PA

 Prov(˹Prov(˹A˺)˺→Prov(˹A˺))       )١(  (ii)و(i) 

.۳ ⊢
PA

 Prov(˹A˺) →Prov(˹Prov(˹A˺)˺)     ( )٢( iii) 

.۴ ⊢
PA

 Prov(˹A˺) ↔ Prov(˹Prov(˹A˺)˺       م& و تع↔ )۳)(۲(  

.۵ ⊢
PA

 Prov(˹A˺)         )۴( YES  

.۵ ⊢
PA

 A         ) ۵)(۱و.م (  

 :آیدبه دست می Hاصل  ،Provجای به □با جایگزینی عملگر ، با ۱۹۶۳ای شبیه کار اسمیلی در حال به شیوه

H: (P≡P)⊃ P 

 آید:به دست می Kبه سیستم  Hبا افزودن اصل  Hسیستم اصل موضوعی 

GL: K + H:  (P≡P)⊃ P 

، ادات GLاست، با این تفاوت که در این منطق نیز مانند  Kزبان این منطق همان زبان منطق موجهات نرمال 

را  GLاست و سیستم  GLشود. این سیستم زیرسیستم تعبیر می »Tپذیری در اثبات«ضرورت به صورت 

 ین سیستم نیستند:قضیه ا Löbو  4به دست آورد. هیچ کدام از اصول  Hتوان با توسیع می

⊬
H

 P⊃P 

⊬
H

  (P⊃P)⊃P 

ها بر آن R-Löbو  YRهای بندی کنیم و به ترتیب ناممولر را به صورت دو قاعده زیر ف Löbو  YESاگر قضیه 

 نیست: LRاست، اما بسته تحت قاعده  YRبسته تحت قاعده  Hبگذاریم، استنتاج سیستم 

YR R-Löb 
⊢
H

 □ϕ ≡ϕ

∴ ⊢
H

 □ϕ
 

⊢
GL

 □ϕ ⊃ ϕ

∴ ⊢
GL

 ϕ
 

GL توان با افزودن هر یک از دو قاعده فوق به را میK4  افزودن هر یک از دو اصل یاLöb  یاH  بهK4  به

در آن امکان و  است Hو نیز  GLسیستمی خیلی قوی برای ساختن  K4یی که سیستم آنجادست آورد. اما از 

ترین سیستم ) نیست، بنابراین ضعیفYRو  R-Löbها (ای آنو صورت قاعده Hو  Löbتمایز بین دو اصل 

 .[Boolos, 1993: 149]گیرد برای ساخت این دو سیستم مورد استفاده قرار می Kنرمال موجهاتی یعنی 
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 قضیه زیر است: Hاز جمله قضایای 

⊢
H

 (P⊃P)⊃(P⊃P) 

 گیریم:نوشت تعریفی زیر را در نظر میطول برهان، کوتهشدن برای سهولت و کوتاه

Q =df (P⊃P) 

 برهان: -

.١Q⊃[(P∧P)⊃(P∧P)]      K قضیه    

.٢  P⊃[(P∧P)⊃(P∧P)]        K قضیه    

.٣  (P⊃R)⊃{(S⊃T)⊃[P⊃[S⊃(R∧T)]]}     PL قضیه   

.٤{Q⊃[(P∧P)⊃(P∧P)]}⊃{{P⊃[(P∧P)⊃(P∧P)]}⊃{ 

Q⊃{P⊃{[(P∧P)⊃(P∧P)]∧[(P∧P)⊃(P∧P)]}}}}   ٣( ج(  

.٥{P⊃[(P∧P)⊃(P∧P)]}⊃{Q⊃{P⊃{[(P∧P)⊃(P∧P)]∧ 

[(P∧P)⊃(P∧P)]}}}       ) ٤)(١و.م(  

.٦Q⊃{P⊃{[(P∧P)⊃(P∧P)]∧[(P∧P)⊃(P∧P)]}}  ) ٥)(٢و.م(   

.٧[(P⊃R)∧(R⊃P)] ≡ (P ≡ R)       PL   قضیه 

.٨{[(P∧P)⊃(P∧P)]∧[(P∧P)⊃(P∧P)]} ≡ [(P∧P)≡(P∧P)]    ٧(ج(  

.٩{[(P∧P)⊃(P∧P)]∧[(P∧P)⊃(P∧P)]}≡[(P∧P)≡(P∧P)] )٨(  

DR2 

.١٠Q⊃{P⊃[(P∧P)≡(P∧P)]}      ) ٦)(٩جاگ(  

.١١(P∧Q) ≡ (P∧Q)       K   قضیه 

.١٢  (P∧P) ≡ (P∧P)      ) ١٤ج(  

.١٣Q⊃{P⊃[(P∧P)≡(P∧P)]}     ) ١٠)(١٢جاگ(  

.١٤Q⊃[P⊃(P∧P)]        ) ١٣نتیجه(  

.١٥Q⊃(P⊃P)       ) ١٤نتیجه(  

 S4Grzو  Grzمنطق 

پذیری است. های اثبات) یکی دیگر از منطقAndrzej Grzegorczyk(برگرفته از نام  Grzپذیری منطق اثبات

و  Kهای ضرورت) در زبان تمام باکسکردن دار(نقطه □تمام موارد جای به ⊡زبان این منطق با افزودن ادات 

 آید. تعریف این ادات به صورت زیر است:هایش به دست میسایر توسیع

⊡ϕ =df □ϕ ∧ ϕ 
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به  □است. به عبارت دیگر، ادات » بودنو هم صادقبودن پذیرهم اثبات«ی، به معنی پذیر اثباتو این معنا از 

خواهد بود.  P⊃P⊡شدن ، توتولوژیاست که نتیجه این تعبیر از ضرورتشود. بدیهی تعبیر می ⊡صورت 

 برقرار خواهد بود: K4و نیز قاعده زیر در  K4و  Kهمچنین قضایای زیر در 

⊢
K4

 ϕ
⊢
K4

 □ϕ

∴ ⊢
K4

 ⊡ϕ
 

⊢
 
 ⊡P⊃P  

⊢
K

 ⊡(P⊃Q)⊃(⊡P⊃⊡Q)  

⊢
K4

 ⊡P⊃⊡⊡P 

 Kهای ضرورت در سیستم تمام باکسکردن دارهمچنین هر سه قاعده ضرورت، وضع مقدم و جانشینی با نقطه

تمام کردن داردیگر این تعبیر از ضرورت، این است که با نقطه جالب از جمله نتایجهایش برقرارند. و توسیع

 خواهد بود. K4قضیه  S4های ضرورت، هر قضیه باکس

 آید:به دست می J1با افزودن اصل  Grzسیستم استنتاجی اصل موضوعی 

Grz=K+J1: ⊡[⊡(P⊃⊡P)⊃P]⊃P 

T  از جمله قضایای این سیستم هستند: 4و 

⊢
Grz

 ⊡P⊃P 

.١ P⊃[⊡(P⊃⊡P)⊃P]        K قضیه 

.٢ ⊡P⊃⊡[⊡(P⊃⊡P)⊃P]         )١( DR1  

.٣  ⊡[⊡(P⊃⊡P)⊃P]⊃PJ       1 اصل   

.٤(P⊃Q)⊃[(Q⊃R)⊃(P⊃R)]        PL قضیه    

.٥{⊡P⊃⊡[⊡(P⊃⊡P)⊃P]}⊃{{⊡[⊡(P⊃⊡P)⊃P]⊃P}⊃(⊡P⊃P)}   ٤(ج (  

.٦{⊡[⊡(P⊃⊡P)⊃P]⊃P}⊃(⊡P⊃P)      ) ٢)(٥و.م(  

.٧⊡P⊃P          ) ٣)(٥و.م (  

 

⊢
Grz

 ⊡P⊃⊡⊡P 

 :میریگیمطول برهان، ابتدا دو تعریف زیر را در نظر شدن برای اثبات این قضیه و کوتاه

Q =df ⊡P⊃⊡⊡P 

R =df Q ∧ P 

 برهان زیر از آن استفاده کردیم. (*)  ٢٣و  ٣ هایدر سطر که  R⊃Qو  R⊃Pو بنابراین داریم 

هایش با تعبیر ضرورت جدید (و نیز با تعبیر عادی ضرورت) استدلال معتبر زیر را داریم: و توسیع Kهمچنین در 

(**) 
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⊢
K

 ⊡(ϕ⊃ψ)

⊢
K

 θ ⊃ ⊡(ϕ⊃𝛾𝛾)

∴ ⊢
K

 θ ⊃ ⊡[ϕ⊃(ϕ∧𝛾𝛾)]
 

  برهان:

.١{[(⊡P⊃⊡⊡P)∧P]⊃⊡P}⊃(P⊃⊡P)      K قضیه 

.٢  (R⊃⊡P)⊃(P⊃⊡P)        ) ١ج (  

.٣  R⊃P   *  

.٤  ⊡R⊃⊡P          )٣( DR1  

.۵(R⊃⊡R)⊃(P⊃⊡P)        ۴و  ۳منتج از  

.۶⊡(R⊃⊡R)⊃⊡(P⊃⊡P)       )٥ ( DR1 

.۷⊡(P⊃Q)⊃(⊡P⊃⊡Q)       K اصل    

.۸⊡(P⊃⊡P)⊃(⊡P⊃⊡⊡P)       ٧( ج (  

.٩(P⊃Q)⊃[(Q⊃R)⊃(P⊃R)]      PL قضیه    

.١٠{⊡(R⊃⊡R)⊃⊡(P⊃⊡P)}⊃{[⊡(P⊃⊡P)⊃(⊡P⊃⊡⊡P)]⊃[⊡(R⊃⊡R)⊃(⊡P⊃⊡⊡P)

) ٩(ج          {[  

.١١[⊡(P⊃⊡P)⊃(⊡P⊃⊡⊡P)]⊃[⊡(R⊃⊡R)⊃(⊡P⊃⊡⊡P)]   ۶( )۱۰( و.م(  

.۱۲⊡(R⊃⊡R)⊃(⊡P⊃⊡⊡P)      ) ۸)(۱۱و.م(  

.۱۳⊡(R⊃⊡R)⊃Q          تع  

.۱۴⊡[⊡(R⊃⊡R)⊃Q]         ) ۱۳ض(  

.١٥  ⊡P⊃⊡[⊡(R⊃⊡R)⊃P]      K قضیه 

.١٦  ⊡P⊃⊡[⊡(R⊃⊡R)⊃(P∧Q)]       ** )٥١)(١٤(  

.١٧  ⊡P⊃⊡[⊡(R⊃⊡R)⊃R]        تع  

.١٨⊡[⊡(P⊃⊡P)⊃P]⊃P        J1  

.١٩⊡[⊡(R⊃⊡R)⊃R]⊃R         ١٨( ج(  

.٢٠{⊡P⊃⊡[⊡(R⊃⊡R)⊃R]}⊃{{⊡[⊡(R⊃⊡R)⊃R]⊃R}⊃(⊡P⊃R)}   ٩(ج(   

.٢١{⊡[⊡(R⊃⊡R)⊃R]⊃R}⊃(⊡P⊃R)      ۲۰()۱۷(و.م(  

.۲۲⊡P⊃R         ۲۱)(۱۹( و.م(  
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.٢٣  R⊃Q   *  

.٢٤  R ⊃(⊡P⊃⊡⊡P)         تع  

.۲۵(⊡P⊃R)⊃{[R⊃(⊡P⊃⊡⊡P)]⊃[⊡P⊃(⊡P⊃⊡⊡P)]}    ٩( ج(   

.٢٦  [R⊃(⊡P⊃⊡⊡P)]⊃[⊡P⊃(⊡P⊃⊡⊡P)]    ۲۵)(۲۲( و.م(   

.٢٧  ⊡P⊃(⊡P⊃⊡⊡P)       ٢٦)(٢٤( و.م(  

.٢٨  [P⊃(P⊃Q)]⊃(P⊃Q)        PL قضیه    

.٢٩ [⊡P⊃(⊡P⊃⊡⊡P)]⊃(⊡P⊃⊡⊡P)      ٢٨( ج(   

.٣٠  ⊡P⊃⊡⊡P        ٢٩()٢٧( و.م(  

آید. به دست می S4های ضرورت تمام باکسکردن دارو نیز نقطه S4به  J1نیز با افزودن اصل  S4Grzسیستم 

و مدل  [Boolos, 1993: 156]هم نیست  S5حتی قضیه  J1است، زیرا  S4این سیستم به درستی توسیع 

 نقض آن در بخش سمانتیک جهان ممکنی ارائه خواهد شد. 

 ایحساب رشته برهاننظریه 

) است. منتها S4، به دنبال یک سمانتیک ریاضیاتی برای منطق شهودی (در تناظر با ۱۹۳۳گودل در یادداشت 

پذیری فرمال حساب پئانو نیستند. به قابل تعبیر به صورت اثبات S4کند که جهات در که او اشاره می طورهمان

در حساب «به صورت که ) را است که اگر نماد موجهه ضرورت ( S4یکی از قضایای  ⊥⊂⊥عنوان مثال، 

که بر مبنای قضیه حال آنو  ) خواهد بودPAدر نظر بگیریم، بیانگر سازگاری حساب پئانو (» است پذیراثباتپئانو 

یکی از قضایای  (⊥⊃⊥)قابل اثبات نخواهد بود. همچنین  PAدر  PAدوم ناتمامیت گودل، این سازگاری 

S4 پذیری پذیری ادعای اثباتاست که با تعبیر فوق و بر مبنای قضیه ناتمامیت دوم گودل، بیانگر اثباتPA 

ل استاندارد حساب، صادق نیست. لااقل دو سؤال باز در پذیر نیست، بلکه در مداثبات PAاست که نه تنها در 

 جا مطرح شده است: این

 توان یافت؟و هم برای مدل استاندارد حساب می PAآیا سیستم تمامی هم برای  )۱

 توان یافت؟می S4آیا سمانتیک حسابی برای منطق شهودی و  )۲

؛ او در [Solovay, 1976] اسخ داده شدپ ۱۹۷۶اولین سؤال که مدّ نظر ما در این بخش است، توسط سالوی در 

(برای مدل استاندارد حساب) این مسأله  GLS) و PA(برای  GLاین مقاله، با اثبات تمامیت دو منطق موجهات 

 حل شد.  Operational modal logicآرتموف در کتاب  ٧ یهارا حل نمود. مسأله دوم هم در منطق برهان

 ،[Avron, 1984] ، آورن[Valentini, 1983] در کارهای والنتینی GLچندین حساب رشته فاقد برش برای 

و  [Gor´e & Ramanayak, 2012] ، گوری و رامانایک[Borga, 1983] بورگا ،[Brighton, 2016] برایتون

 ,Sambin & Valentini]ارائه شده و سمانتیک آن نیز توسط سامبین و والنتینی  [Sasaki, 2001] ساساکی

ای انجام نشده بود مطالعه GLSمعرفی شده است. اما در زمینه نظریه برهان  [Avron, 1984]و آورن  [1982

توسیعی از حساب که  معرفی کرد رشتهاین منطق یک حساب برای  [Kushida 2019]کوشیدا  اینکهتا 

 پردازیم.می GLSهای است. در این بخش به اختصار به معرفی حساب رشته GLهای استاندارد رشته
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 GLSهای حساب رشته

ها را طراحی نمود. این حساب رشته GLSو  GLی در پذیر اثباتکوشیدا با معرفی دو نوع رشته برای محمول 

 ،… ,"A, A', A",…, B, B', Bمجموعه نامتناهی و شمارا نمادهای فرمولی  زبان این حساب عبارتند از واژگان

 دارای دو فرم هاهای این زبان باشد، رشتههایی از فرمولست مالتی Δو  Γ. حال اگر ⊥و ثابت   ،⊂ هایادات

Γ→Δ  وΓ⇒Δ  در  ⊣٨پذیری و نماد انتاج به ترتیب نمایانگر اثبات ⇒و  →بوده وGL  وGLS  هستند. اصول

 های آغازین) در این حساب عبارتند از:موضوعه (رشته

A → A  

⊥, Γ → Δ  

A ⇒ A 

 ⊥,Γ ⇒ Δ 

 ای عبارتند از:های چند نتیجهبا رشته و قواعد منطقی در این حساب

A, Γ → Δ,B  

→⊃ 

 

Γ → Δ,AB, Γ → Δ  

⊃→ 

 
Γ → Δ, A ⊃ B A ⊃ B, Γ → Δ 

    

A, Γ ⇒ Δ,B  

⇒⊃ 

 

Γ ⇒ Δ,AB, Γ ⇒Δ  

⊃⇒ 

 
Γ ⇒ Δ, A ⊃ B A ⊃ B, Γ ⇒ Δ 

    

A, Γ → Δ  

→  

 

Γ → Δ,A  

→ 

 
Γ → Δ, A A, Γ → Δ 

    

A, Γ ⇒ Δ  

⇒ 

 

Γ ⇒ Δ,A  

⇒ 

 
Γ ⇒ Δ, A A, Γ ⇒ Δ 

    

Γ,Δ ,A → A  

→ 

A, Γ → Δ  

→⇒ Γ, Δ → A A , Γ ⇒ Δ 
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Γ,Δ ,A → A  

→⇒ 

 

A, Γ ⇒ Δ  

⇒ 

 
Γ, Δ ⇒ A A , Γ ⇒ Δ 

 (cut) و قاعده برش (w) و تضعیف (c)قواعد ساختاری این حساب نیز شامل قواعد راست و چپ انقباض 

 برای هر کدام از دو نوع رشته است:

A,A, Γ → Δ  

c → 

 

Γ → Δ, A, A  

→c 

 
A, Γ → Δ Γ → Δ, A 

    

A,A, Γ ⇒ Δ  

c ⇒ 

 

Γ ⇒ Δ, A, A  

⇒c 

 
A, Γ ⇒ Δ Γ ⇒ Δ, A 

    

Γ → Δ  

w → 

 

Γ → Δ  

→ w 

 
A, Γ → Δ Γ → Δ , A 

    

Γ ⇒ Δ  

w ⇒ 

 

Γ ⇒ Δ  

⇒ w 

 
A, Γ ⇒ Δ Γ ⇒ Δ , A 

    

Γ → Δ, AA, Π →Θ  

→cut 

 

Γ ⇒ Δ, AA, Π ⇒Θ  

⇒ cut 

 
Γ, Π → Δ, Θ Γ, Π ⇒ Δ, Θ 

 →مشتمل بر کاربردی از قاعده  GLSهرگاه یک برهان در و  است GLبه معنای نماد انتاج در  →رشته 

 →به  را برهاندر  ⇒توان هر در نظر گرفت و می GLهای توان آن را به عنوان برهان در حساب رشتهباشد، مین

 تبدیل نمود. 
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به این صورت  A∇ها یک فرمول موجهه مانند ، جملاتی هستند که در آن(Gödel sentences)جملات گودلی 

پذیر نیست و بنابراین جمله گودلی اثبات PAدر مدل استاندارد صادق است، اما در  Aشود که فرمول تعبیر می

 PAپذیری هر تعبیر ریاضی آن جمله در ) نشان داد که به ازای هر جمله گودلی، اثبات۲۰۱۰است. کوشیدا (

 ٩بنابراین با استفاده از روش تبدیل برهانو  منطبق بر صدق هر تعبیر ریاضی از آن جمله در مدل استاندارد است

معادل است  GLبرش، نسبت به جملات گودلی با حساب ه با حذف قاعد GLSاد حساب توان نشان دگودلی می

[Kushida, 2019: 859; Kushida, 2010: 583] . 

 

 سمانتیک 

 GLسمانتیک جهان ممکنی 

ای، همان سمانتیک کریپکی است. های موجهاتی نرمال گزارههمچون سایر نظام GLسمانتیک جهان ممکنی 

 دهیم: نشان می GLℱرا با نماد  GLساختار موجهه (فریم) 

ℱGL = ⟨W,R⟩ 

 تایی زیر است:سه GLو مدل 

MGL= ⟨ℱGL , R⟩ = ⟨W,R,V⟩ 

، به Wدهی است که به ازای هر جهان عضو تابع ارزش V های ممکن وای ناتهی از جهانمجموعه Wکه در آن 

، »ناانعکاسی«های دسترسی بین جهانی با ویژگیه نیز رابط Rدهد. ای یک ارزش صدق اسناد میهر متغیر گزاره

است. تناهی عام تعریف فرمال در زبان مرتبه اول ندارد، لیکن ترکیب » تناهی عام (اتصال قوی)«و » تعدی«

] ,Boolosشود است که به صورت زیر تعریف می ١٠»Rه بنیادی رابطعکس خوش«معادل » اهیناانعکاسی+تن«

1993: xix]: 

R  2…wوجود نداشته باشد که  w1,w0w.2…,نامتناهی از ه بنیاد است، اگر و تنها اگر هیچ رشتخوش Rه رابط«

0R w 1w « 

، از اصطلاح ساختار موجهه نوتری GLاصطلاح تناهی برای ویژگی ساختار موجهه جای به در بعضی آثار،

(Noetherian Frame)  نیز استفاده شده است[Negri, 2014: 20] یک ساختار موجهه نوتری است، اگر و .

ها متناهی ای از جهانکند (هر زنجیرهتا ابد ادامه پیدا ن Rبا رابطه دسترسی  هاجهانهیچ زنجیره از تنها اگر 

 باشد).

. منتها از [Nabavi, 2004: 67] است Kها نیز عیناً همان قواعد سمانتیکی سیستم قواعد سمانتیکی ادات

 شود:شود، قاعده سمانتیکی آن ذکر میپذیری تعبیر میبه صورت اثبات GLدر  □یی که ادات آنجا

⊨
M

w
□ϕ ا.ت.ا ∀w'∈W(wRw' ⇒ ⊨

M

w'
ϕ) 

به آن  wاست، اگر و تنها اگر به ازای هر جهانی که  wو جهان  Mپذیر در مدل اثبات ϕکه بدین معناست که 

و در آن جهان صادق باشد. یکی از نتایج تریویال قاعده فوق این است که به دلیل  Mدر مدل  ϕدسترسی دارد، 
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به هیچ جهان دیگری  wساختار مشروطه این قاعده معنایی، به انتفای مقدم هم معتبر است و بنابراین اگر 

 پذیر خواهد بود.اثبات wدر  ϕدسترسی نداشته باشد، به انتفای مقدم این قاعده سمانتیکی، 

 S4Grzو  Grzسمانتیک جهان ممکنی 

 تایی مرتب زیر است:به صورت سه GLنیز مانند  Grzمدل 

MGrz= ⟨ℱGrz , R⟩ = ⟨W,R,V⟩ 

تقارنی به صورت زیر است. تعریف ویژگی ضد» ضدتقارنی« و» تناهی عام«و » تعدی«، »انعکاسی« Rهای ویژگی

 است:

∀w∈W ∀w'∈W[(wRw' & w'Rw) ⇒ w = w'] 

 Converse Weakly)بنیادی ضعیف ، عکس خوش»ضدتقارنی«و » تناهی«به مجموع دو ویژگی 

Wellfounded) رابطه «شود: گفته میR ف است اگر به ازای هر بنیادی ضعیدارای ویژگی عکس خوش

هم عبارت است از:  Xماگزیمال از -Rو عضو » وجود داشته باشد Xماگزیمال از -Rیک عضو  ،Xتهی مجموعه غیر 

 .wRx «.[Boolos, 1993: 56]نداشته باشیم  w جزبه Xاز  xکه به ازای هیچ عضو  Xاز  wعضو «

تر در بخش اصل است و این دو سیستم استنتاجاً معادل هستند. پیش Grzدقیقاً مشابه  S4Grzمدل سیستم 

هم نیست. مدل نقض  S5نیست، بلکه قضیه  S4نه تنها قضیه  P⊂[P⊂(P⊃⊡P)⊡]⊡موضوعی گفته شد 

 :به صورت زیر است ارزی، مدل همS5این اصل در 

W: {w1, w2} 

R: {〈w1, w1〉,〈w1, w2〉, 〈w2, w1〉, 〈w2, w2〉} 

 

 Hسمانتیک جهان ممکنی 

دارای  GLنیز در این سیستم مانند  Rه است و رابط GL، دقیقاً مانند مدل Hساختار موجهه و مدل سیستم 

 است. » متعدی«و » بنیادیعکس خوش«های ویژگی

H  وGL هر ساختار موجهه «های یکسانی معتبرند. یعنی در ساختار موجههH ساختار موجهه ،GL  است و

معتبر  (P≡P)⊃Pسمت اول بدیهی است و مشخص است که در هر ساختار موجههی که ». بالعکس

⊡[⊡(P⊃⊡P)⊃P] 
∼P 

⊡(P⊃⊡P)⊃P 
 

∼⊡(P⊃⊡P) 
 

⟐∼(P⊃⊡P) 
 

∼(P⊃⊡P) 
⊡(P⊃⊡P)⊃P 

 

P    ∼⊡P 
 

⟐∼P 
 
 



 ۳۲۹ یر یپذاثبات یهابرهان منطق هینظرـــــــــــــــ ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

Philosophical Thought                                                                                                               Volume 1, Issue 4, Fall 2021 

به آن  Hاما طرف دوم نیاز به اثبات دارد که در اثبات ناتمامیت  نیز معتبر است. (P⊃P)⊃Pاست، 

   .[Boolos, 1993: 150-153]شود پرداخته می

 

 فراقضایا 

قضایا که در یک برخلاف  شوند.فراقضایا احکامی در مورد یک سیستم فرمال هستند که در فرازبان اثبات می

 شوند. شوند، فراقضایا در چارچوب یک فرانظریه اثبات میسیستم مشخص فرمال اثبات می

پذیری از جمله فراقضایای مهم در منطق، فراقضایای صحت (و فراقضیه فرعی سازگاری)، تمامیت و تصمیم

) سازگار و صحیح هستند. در این بخش ابتدا برای نمونه S4Grz(و نیز  Grzو  GL ،Hاست. هر سه سیستم 

 تقریر خواهد شد.  GL پس از آن اثبات تمامیتو  و سازگاری آن ارائه خواهد شد GLصحت ه اثبات فراقضی

 صحت و سازگاری

) سازگار و صحیح هستند. در این بخش برای اختصار تنها اثبات S4Grz(و نیز  Grzو  GL ،Hهر سه سیستم 

ها هم اثبات مشابهی بر اساس . اما سایر سیستم[Boolos, 1993] شودو سازگاری آن ذکر می GLصحت 

به دلیل ویژگی ساختار موجهه یکسان با  Hویژگی ساختار موجهه خود خواهند داشت. برای مثال، اثبات صحت 

GL  مشابه با اثباتGL  خواهد بود. فراقضیه صحتGrz انعکاسی«های ساختاری نیز بر مبنای ویژگی« ،

 است. GLتا حد زیادی مشابه با » یفبنیادی ضععکس خوش«و » تعدی«

 GLصحت 

 .[Boolos, 1993: 75]است  R)، با استقراء بر عکس رابطه H(و  GLکار اثبات صحت راه

وجود داشته باشد؛ یعنی  Xحداقل از -R، یک عضو Xبنیاد است، اگر به ازای هر مجموعه ناتهی خوش Rه رابط

بنیاد عکس است، اگر به ازای هر مجموعه خوش Rه . رابطX ،xRwاز اعضای  xکه به ازای هیچ  Xاز w  عضو

، Xاز اعضای  xکه به ازای هیچ  Xاز w  وجود داشته باشد؛ یعنی عضو Xحداکثر از -R، یک عضو Xناتهی 

wRx در نتیجه، اگر .R بنیاد عکس باشد، خوشR  غیرانعکاسی خواهد بود، زیرا اگرwRw مجموعه ،{w}  یک

 حداکثر است. -Rناتهی با هیچ عضو ه مجموع

⊣اگر « :GLفراقضیه صحت 
GL

 ϕ ،آنگاهϕ همچنین و  بنیادی معتبر استدر هر ساختار متعدی و عکس خوشϕ 

 »در هر ساختار متناهی متعدی و غیرانعکاسی معتبر است.

 شود. اثبات می GLزیر، صحت  IIو  Iدو قضیه  با اثباتاثبات:  

های دارای ویژگی Rمعتبر است، اگر و تنها اگر  〉R〉,Wدر ساختار موجهه  I: »PP⊃P)⊃(فرا قضیه 

 »بنیادی باشد.تعدی و عکس خوش

  اثبات طرف اول:

معتبر  〉R〉,Wدر  ها که اتمی هستند)نشانه(برای جمله )PP⊃P)⊃کنیم که برای تعدی: فرض می

در این ساختار معتبر  (ϕ⊃ϕ)⊃ϕهای دار است)، تمام گزارهاست. پس با قاعده جانشنی (که اعتبارنگه
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است،  GLه قضی 4یی که آنجامعتبرند. حال از  〉R〉,Wدر ساختار موجهه  GLبوده و بنابراین تمام قضایای 

P⊃P .در این ساختار معتبر است و بنابراین این ساختار متعدّی خواهد بود 

حداکثر وجود دارد. فرض -Rبا هیچ عضو  Xکنیم که یک مجموعه ناتهی بنیادی: فرض میبرای عکس خوش

یک گزاره  a∈W) که به هر جهان M=〈W,R,V〉باشد (در مدل  Wدهی بر روی تابع ارزش Vو  w∈X کنیممی

 ⫤ا.ت.ا  a∉Wدهد که: اسناد می Pاتمی 
𝑎𝑎

𝑀𝑀
P دهیم که فرض می نشان. حال با برهان خلف⊨ 

w

 
(𝑃𝑃 ⊃ 𝑃𝑃) 

 ⊭و 
w

 
P با اعتبار ،PP⊃P)⊃(  در ساختار موجههR〉,W〈 انجامد. به تناقض می 

 ⊭ اینکه. با فرض w∈Wشود: ، نتیجه میwRx اینکهبا فرض 
x

 
P ،چنین نیست که  آنگاه⊨ 

𝑥𝑥

𝑀𝑀
P  وx∈X.  بنابراین

 ⫤، چنین نخواهد بود که: y∈Wو  xRyکه  y∈Xبه ازای لااقل یک 
𝑦𝑦

𝑀𝑀
P  و⊭ 

y

 
P ؛ بنابراین⊭ 

𝑥𝑥

 
P در نتیجه .

 ⫤خواهیم داشت: 
x

 
𝑃𝑃 ⊃ 𝑃𝑃  و⊨ 

w

 
(𝑃𝑃 ⊃ 𝑃𝑃).  

بنابراین چنین نخواهد بود  .x∈Wو  wRxخواهیم داشت:  x∈X، به ازای لااقل یک w∈Xیی که آنجاحال از 

 ⫤که: 
𝑥𝑥

𝑀𝑀
P  و⊭ 

x

 
P  بنابراین خواهیم داشت: و⊭ 

w

 
P. 

  اثبات طرف دوم:

داریم:  M=〈W,R,V〉در مدل و  بنیاد عکس باشدساختار موجهه متعدی و خوش 〉R〉,Wکنیم که فرض می

⊭ 
w

 
Pکنیم . همچنین فرض می{ x∈W: wRx & ⊭ 

x

 
P}= x یی که آنجا. از⊭ 

w

 
P به ازای لااقل یک ،z 

 ⊭و  wRzداریم 
z

 
P بنابراین .z∈X  وX بنیادی بنابراین بر اساس عکس خوشو  دانیم که ناتهی استهم می

 ،x∈Xیی که آنجا. از xRyنخواهیم داشت  Xدر  yبه ازای هیچ  ،x∈Xخواهیم داشت: به ازای لااقل یک 

 ⊭و  wRxخواهیم داشت: 
x

 
P . 

بر اساس ویژگی تعدی خواهیم داشت:  wRyیی که آنجابنابراین از و  y∉Xخواهیم داشت  xRyحال با فرض 

⊨ 
𝑦𝑦

 
P :بنابراین خواهیم داشت .⊨ 

𝑥𝑥

 
P، ⊭ 

𝑥𝑥

 
P ⊃ 𝑃𝑃  و⊭ 

w

 
(𝑃𝑃 ⊃ 𝑃𝑃)شود که . در نتیجه اثبات می

PP⊃P)⊃(  در ساختار موجههR〉,W〈 .معتبر است   

ناانعکاسی  F آنگاههای تناهی و تعدّی باشد. دارای ویژگی R〉,W〈=Fفرض کنید ساختار موجهه  :IIفرا قضیه 

 »بنیادی باشد.است، اگر و تنها اگر دارای ویژگی عکس خوش

  اثبات طرف اول:

یک  {w}مجموعه  ،wRwغیرانعکاسی خواهد بود، زیرا اگر  Rبنیاد عکس باشد، خوش Rتر دیدیم اگر پیش

  حداکثر است.-Rناتهی با هیچ عضو ه مجموع

  :دوماثبات طرف 

، i < nباشد که به ازای هر  Wای از اعضای رشته n.. , x.,1x ساختار ناانعکاسی باشد. حال اگر Fکنیم فرض می

i+1Rxix، اگر  آنگاهi < j ،jx≠ix.  ،در غیر این صورتix  =jx  بر اساس تعدی خواهیم داشت که کهjRxix، 
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بنیادی نباشد. فرض دارای ویژگی عکس خوش Fکنیم متناقض با ویژگی ناانعکاسی است. حال فرض می

 طوری که:باشد به Wیک زیرمجموعه ناتهی از  Xکنیم می

∀w∈X ∃x∈X (wRx) 

وجود دارد که به  Xاز اعضای  n.. , x.,1xه مثبت، یک رشت nشود که به ازای هر بنابراین با استقراء روشن می

نامتناهی  Wوجود دارد. بنابراین  W⊆Xعضو از  n، لااقل تعداد nبنابراین به ازای هر  .i < n ،i+1Rxixازای هر 

 خواهد بود که تناقض است.

 

 GLسازگاری 

 ,Hughes & Cresswell]کنند های اصل موضوعی اشاره میسه معنا از سازگاری در سیستم به وزیکرسول و ه

1997]:  

 ساختی (فخس)فرمول خوشنباشد که هر  نیسازگار است، ا.ت.ا چن یاصل موضوع ستمیس کتعریف اول: ی

 یایها قضافخسناسازگار است، ا.ت.ا تمام  ستمیس کیو  آن نباشد.) هیقض فخس کیآن باشد (: لااقل  هیقض

 آن باشند.

 تعریف دوم: یک سیستم سازگار است، ا.ت.ا هیچ متغیّری در آن قضیه نباشد.

 نقیض آن توأمان قضیه آن سیستم نباشند.تعریف سوم: یک سیستم سازگار است، ا.ت.ا هیچ فخس و 

 یهاستمیس یارائه شده برا دو تعریف دیگر دهندتعریف اول را انتخاب نموده و نشان می وزیکرسول و ه

 . اول است فیو وضع مقدم، معادل با تعر ینیقواعد جانش زیو ن PCمشتمل بر اصول موضوعه 

است که اولاً اگر یک متغیر قضیه باشد، بر اساس قاعده تعریف دوم با تعریف اول این بودن دلیل معادل

ای هر جمله نشانه آنگاهثانیاً اگر هر فخسی قضیه باشد، و  ساختی قضیه خواهد بودجانشینی هر فرمول خوش

 قضیه خواهد بود، زیرا یک فخس است.

هر دو قضیه یک سیستم  ϕ∽و  ϕاگر  تعریف سوم با تعریف اول نیز این است که اولاً بودن دلیل معادل

توان هر ، میP⊃(∼P⊃Q)در فرمول معتبر کلاسیک  Qجای به ψو هر فخس  Pجای به ϕباشند، با جانشینی 

فخس با هر طول فرمولی را به عنوان قضیه به دست آورد. ثانیاً، اگر هر فخسی قضیه باشد، به وضوح هر فخس 

 و نقیض آن قضیه خواهد بود. 

) از جمله نتایج صحت آن Grzو  H(و نیز  GL) صحیح هستند، سازگاری Grzو  Hنیز (و  GLیی که آنجااز 

 داریم: GLخواهد بود. بر اساس فراقضیه صحت، به ازای هر قضیه در 

⊢
GL

ϕ ⇒ ⊨
GL

ϕ 

 خواهیم داشت: ϕبه جای ψ∧∼ψ با جانشینی

⊢
GL
𝜓𝜓 ∧∼ 𝜓𝜓 ⇒ ⊨

GL
𝜓𝜓 ∧∼ 𝜓𝜓 
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⊭دانیم می GLو بر مبنای سمانتیک 
GL
𝜓𝜓 ∧∼ 𝜓𝜓  و بنابراین بر اساس عکس نقیض در شرطی فرازبان⇒ 

 خواهیم داشت:

⊬
GL
𝜓𝜓 ∧∼ 𝜓𝜓 

 تمامیت

منطقی ناتمام است. در این بخش برای نمونه  Hمنطق و  ) تمام هستندS4Grz(و نیز  Grzو  GLهای سیستم

  ١١تقریر خواهد شد. GLاثبات تمامیت 

 GLتمامیت 

ندارد و بنابراین روش اثبات تمامیت آن متفاوت  ١٢مدل معیار GLهای موجهات نرمال، بیشتر سیستمبرخلاف 

فاقد مدل معیار است و پس از آن اثبات تمامیت  GLخواهد بود. در زیر ابتدا به اثبات این خواهیم پرداخت که 

GL .بر مبنای ویژگی مدل متناهی ارائه خواهد شد 

 GLبودن فاقد مدل معیار

باشد.  S، ساختار موجهه خود Sاگر و تنها اگر ساختار موجهه مدل معیار دارای مدل معیار است،  Sیک سیستم 

دهی در همان ، هرچند هر قضیه به وضوح در مدل معیار خود معتبر است، اما با تغییر ارزشGLاما در مورد 

 ساختار، دیگر آن قضیه معتبر نخواهد بود.

 »مدل معیار ندارد. III. »GLفراقضیه 

 گیریم:در نظر می GLرا برای  V+,R+=〈W+M,+〈و نیز مدل جدید  M=〈W,R,V〉 اثبات: مدل معیار

W+: W∪{w*} , w*∉W 

R+: R∪{〈w*, w〉: w∈W} (.دسترسی دارد w∈Wبه هر  w*) 

⊨ 
w

M+

P ⇔ ⊨ 
w

M
P, w∈W 

نیز به همان  R+با  w∈Wیی که هر آنجادلبخواهی خواهد بود. حال از   w*در جهان  Pنیز به  V+ارزش اسنادی 

توان نشان نیز دسترسی داشت، با یک استقراء ساده می Rهایی دسترسی دارد که با ها و تنها همان جهانجهان

 داریم: w∈Wو هر  ϕداد که به ازای هر 

⊨ 
w

M+

𝜙𝜙 ⇔ ⊨ 
w

M
𝜙𝜙 

(A) ⊨ 
w*

M
𝜙𝜙 ⇒ ⊢

GL
𝜙𝜙 

(B) .است GL مدلی برای 〈W+,R+,V+〉 

 ⫤): اگر Aاثبات (
w*

M+

𝜙𝜙 ،به ازای هر  آنگاهw∈W ،⊨ 
w

M+

𝜙𝜙 بنابراین به ازای هر .w∈W ،⊨ 
w

M
𝜙𝜙 یی آنجا. در نتیجه از

⊣، است GLمدل معیار  〈W,R,V〉 بنا بر فرض که
GL
𝜙𝜙.  
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 خواهیم داشت: ψبه ازای هر فخس است،  GLمدل معیار  〈W,R,V〉 یی که بنا بر فرضآنجا): از Bاثبات (

⊨ 
w

M
(𝜓𝜓 ⊃ 𝜓𝜓) ⊃ 𝜓𝜓 

 داشت:و بنابراین خواهیم 

⊨ 
w

M+

(𝜓𝜓 ⊃ 𝜓𝜓) ⊃ 𝜓𝜓 

 ⫤نشان دهیم:  ،حال کافی است
w*

M
(𝜓𝜓⊃𝜓𝜓)⊃𝜓𝜓کنیم . بنابراین فرض می⊨ 

w*

M
(𝜓𝜓⊃𝜓𝜓)  که بر اساس

A  :خواهیم داشت⊢
GL
𝜓𝜓⊃𝜓𝜓: 

.۱ ⊢
GL
𝜓𝜓⊃𝜓𝜓 

.۲ ⊢
GL
(𝜓𝜓⊃𝜓𝜓) )١(  ض 

.۳  ⊢
GL

 (𝜓𝜓⊃𝜓𝜓)⊃𝜓𝜓Löb اصل    

.۴  ⊢
GL

 𝜓𝜓 ) ۳)(۲و.م (  

.۵  ⊢
GL

 𝜓𝜓 ) ۱)(۴و.م (  

 ⫤ ،w∈Wبنابراین به ازای هر 
w

M
𝜓𝜓  و بنابراین⊨ 

w

M+

𝜓𝜓  به ازای هر)w  کهw+ R*w :بنابراین .(⊨ 
w*

M
𝜓𝜓. 

 Fکنیم در هر ساختار موجهه شامل یک جهان انعکاسی نامعتبر است. فرض می GLحال باید نشان دهیم که 

 w∈Wکه در آن به ازای هر  M*〈F,V〉=یک جهان انعکاسی در این ساختار باشد. مدل  w*چنین ساختاری و 

 ⊭، w* جزبه
w*

M∗

P  و⊨ 
w

M∗

P گیریم. بنابراین خواهیم داشت:را در نظر می 

(i).  ⊭ 
w*

M∗

P 

 و بنابراین به انتفای مقدم خواهیم داشت: 

 (ii).  ⊨ 
w*

M∗

P⊃P 

 خواهیم داشت: w*جز بهها صادق است، در تمام جهان  w*جز بهها در تمام جهان Pیی که آنجااز جهتی از 

(iii).⊨ 
w

M∗

P⊃P 

 صادق خواهد بود و بنابراین خواهیم داشت: w∈Wهای در تمام جهان P⊃P، فرمول iiiو  iiو بر مبنای 

(iv).  ⊨ 
w*

M∗

(P⊃P) 
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یی که ساختار موجهه مدل معیار آنجاکاذب است. حال از  w*در  iv ،GLو  iو این در حالی است که بر مبنای 

GL و  شودشامل جهان انعکاسی هم میF جا نشان دادیم که ای بود، در ایننین ساختار موجههنیز چ»GL  در

 »ساختار موجهه ساختار موجهه خود معتبر نیست!

 GLتمامیت 

برای اثبات تمامیت  ١٣یی ندارد، از این ویژگی مدل متناهیآکار  GLیی که مدل معیار در اثبات تمامیت آنجااز 

ها با نظر به یک کلاس از ساختارهای موجهه هایی که صحت و تمامیت آنآن استفاده خواهد شد. سیستم

، K ،D ،T ،S4های نرمال گویند. سیستمهای دارای ویژگی مدل متناهی میشود را سیستممتناهی اثبات می

S5  وGL های دارای ویژگی مدل متناهی هستند.از جمله سیستم 

 A New Introduction toمنطبق بر روش مورد استفاده کرسول و هیوز در کتاب  GLکار اثبات تمامیت راه

Moda Logic  خواهد بود[Hughes & Cresswell, 1997]دهیم اگر هر فرمول . در این روش نشان می

⊣ آنگاهی موجهه ناانعکاسی، متعدی و متناهی معتبر باشد، تارهاساخاز  Cدر کلاس  ϕدرست ساخت 
GL
𝜙𝜙 به .

⊬نباشد ( GLه قضی ϕصورت معادل (با عکس نقیض) باید نشان دهیم که اگر 
GL
𝜙𝜙 ،(مدلی مانند  آنگاهM 

نامعتبر  w∈W ،ϕوجود دارد که در آن به ازای لااقل یک جهان  Cمبتنی بر لااقل یکی از ساختارهای کلاس 

 ⊭ است (
w

M
𝜙𝜙 .( 

یی که صرفاً آنجانیز از و  یی که در بخش قبل هم دیدیم که مدل معیار دارای ویژگی متناهی نیستآنجااز 

جا با استفاده از ی درست ساخت منطق موجهات، در اینهااست و نه تمام فرمول ϕهدف کاذب ساختن 

های درست خواهیم ساخت. علت توجه به بخش ١٥»مدل معیار کوچک«، یک ϕفرمول  ١٤ساختهای درستبخش

در منطق موجهات مبتنی بر  ϕساخت فرمول نیز این است که ارزش صدق یک فرمول درست ساخت مانند 

های بخش (P⊃P)⊃Pهای آن است. برای مثال در فخس ساخت آن، یا زیرفرمولهای درستبخش

 عبارتند از: علاوه بر خود فرمول، ساختدرست

(P⊃P) , P⊃P , P , P 

 از خودش است.  ١٦ساخت است. خود فرمول هم یک بخش درستخوشیک بخش غیر  P⊃(اما مثلاً 

 ϕمتناهی خواهد بود. این مدل معیار کوچک بر مبنای فرمول  M=〈W,R,V〉، مدل معیار کوچک ϕبه ازای هر 

 شود:به صورت زیر تعریف می

W های فرمول مجموعه: مجموعه تمامϕ- ِپُر GL-) سازگارmc(ساختهای خوشاز فرمول ١٧ 

R  به ازای هر :w, w'∈W ،wRw'  :اگر و تنها اگر 

 .'θ, θ ∈w، داشته باشیم: θ ∈wبه ازای هر  )۱

 .ψ ∈w، داشته باشیم: 'ψ ∉wبه ازای لااقل یک  )۲

𝛷𝛷𝜙𝜙دو مجموعه فرمول متناهی 
𝛷𝛷𝜙𝜙و   

و مجموعه تمام  ϕهای را نیز که به ترتیب مجموعه تمام زیرفرمول +

 کنیم:شان هستند را به صورت زیر تعریف میو نقیض ϕهای زیرفرمول

𝛷𝛷𝜙𝜙
 : {ψ: است ϕ زیرفرمول  ψ} (.دسترسی دارد w∈W به هر  w*) 
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𝛷𝛷𝜙𝜙
+: 𝛷𝛷𝜙𝜙

 ∪{∼ψ: ψ∈𝛷𝛷𝜙𝜙
 }  

 ) است، اگر و تنها اگر:mcسازگار (-Sپُرِ -ϕها، از فخسΓ دارای ویژگی مدل متناهی، مجموعه Sدر سیستم 

۱( ⊆ 𝛷𝛷𝜙𝜙
+ Γ 

۲( »ϕ-بودن پُرΓ :« به ازای هرψ∈𝛷𝛷𝜙𝜙
 . ψ∈Γ∽است یا  ψ∈Γ، یا  

۳( »S-بودن سازگارΓ :« اگر}n,…, θ 1Γ:{θ ،آنگاه )⊬
S

∼(θ1 ∧…∧ θn. 

𝛷𝛷𝜙𝜙آنگاه، 'ψ ∈wو  θ ∈wلازم به ذکر است در این مدل اگر 
   ψ ∈ و𝛷𝛷𝜙𝜙

  θ ∈ . در مورد متغیرهای

 ای نیز خواهیم داشت:گزاره

P∈𝛷𝛷𝜙𝜙برای  )۱
 » :⊨ 

w

M
P  ا.ت.اP ∈w« 

P∉𝛷𝛷𝜙𝜙برای  )۲
 تعریف دلبخواهی خواهد بود.:  

ی ساختارهااز  Cنباشد، یک مدل مبتنی بر یک ساختار موجهه در کلاس  GLقضیه  ϕ اینکهحال با فرض 

 در این مدل نامعتبر است: ϕدهیم که موجهه ناانعکاسی، متعدی و متناهی ساخته و نشان می

〈Wϕ,Rϕ,Vϕ〉 

 شود:حاصل می IVو قضیه » ج«و » ب«، »الف«با اثبات سه لم  GLاثبات تمامیت 

ψ∈𝛷𝛷𝜙𝜙اگر « »:الف«لم 
 »عضو خواهد بود. ψ∽یا  ψدقیقاً یکی از  آنگاه،  

⊬، خواهیم داشت: Γسازگار -Sپُرِ -ϕاثبات: بر مبنای 
S

∼(ψ ∧∼ψ) 

𝛷𝛷𝜙𝜙∋(ψ ∨ θ)اگر « »:ب«لم 
  .»θ∈ Γ یا ψ∈ Γاگر و تنها اگر یا  Γ ∋(ψ ∨ θ) ،آنگاه،  

𝛷𝛷𝜙𝜙اگر  آنگاه، θ∉ Γو  ψ∉ Γاما  Γ ∋(ψ ∨ θ)اگر  اثبات طرف اول:
 (ψ ∨ θ)∈ ،هم  آنگاه𝛷𝛷𝜙𝜙

 ψ∈  و

θ∈𝛷𝛷𝜙𝜙هم
 . اما در این صورت خواهیم داشت: θ∈ Γ∽و  ψ∈ Γ∽بنابراین و    

{∼ψ , ∼θ , ψ ∨ θ}⊆ Γ 

⊬و بنابراین 
S

∼(∼ψ ∧ ∼θ ∧ (ψ ∨ θ))  که منجر به ناسازگاریΓ دانیم شود، در حالی که میمیΓ  سازگار

 است.

𝛷𝛷𝜙𝜙یی که آنجا، از Γ∌(ψ ∨ θ): اگر اثبات طرف دوم
 (ψ ∨ θ)∈ ،∼(ψ ∨ θ) ∈ Γ حال اگر .ψ∈Γ  خواهیم

 داشت: 

{ψ , ∼(ψ ∨ θ)}⊆ Γ 

⊬و بنابراین 
S

∼(ψ ∧ ∼(ψ ∨ θ))  اش نتیجهکهψ∉ Γ شود. اگر میθ∈Γ  :خواهیم داشت 

{θ , ∼(ψ ∨ θ)}⊆ Γ 

⊬و بنابراین 
S

∼(θ ∧ ∼(ψ ∨ θ))  اش نتیجهکهθ∉ Γ شود.می 

⊇اگر « »:ج«لم  𝛷𝛷𝜙𝜙
+ Λ  وΛ ای مجموعهS- ،یک آنگاهسازگار باشد Γ  ◌ِϕ- ِپُرS- سازگار وجود دارد کهΓ⊆Λ«.  



 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ یرصانعیم داحمدیس وی اله نبولطف ۳۳۶

  ۱۴۰۰ پاییز، ۴، شماره ۱دوره                                                      یفلسف هشیاندنامه فصل

𝛷𝛷𝜙𝜙است. فخس  Γاثبات: اثبات این لم با استقراء بر ساختار 
کنیم. مرتب می n,…, ψ 1ψرا به صورت رشته  +

 کنیم:، فرض میk <n ≥ 0و به ازای  0Γ=Λکنیم فرض می

                    Γk ∪{ψk +1}  :اگر سازگار باشد 

Γk +1=       

  Γk ∪{∼ψk +1} :در غیر اینصورت 

ها را به صورت عطف فخس 0ψاگر  آنگاهسازگار نباشند،  k +1∪{ψ kΓ{و  ψ kΓ∽}∪k +1{کدام یک از اگر هیچ

 در نظر بگیریم، خواهیم داشت: Λدر 

 ⊢
S

 (ψ0 ∧…∧ ψk)⊃ψk +1 

 و

 ⊢
S

 (ψ0 ∧…∧ ψk)⊃∼ψk +1 

 و بنابراین:

 ⊢
S

 ∼(ψ0 ∧…∧ ψk) 

ای سازگار نیز مجموعه nΓای سازگار است، مجموعه 0Γ اینکهناسازگار است. بنابراین با فرض  kΓو این یعنی 

 سازگار است.-Sپُرِ -ϕیک مجموعه  nΓاست. لیکن 

ψ∈𝛷𝛷𝜙𝜙به ازای  :IVقضیه 
 ⫤، w∈Wو  M=〈W,R,V〉و مدل   

w

M
𝜓𝜓  اگر و تنها اگرψ ∈w. 

های ای برقرار است و نیز برای فخساثبات: روشن است که در منطق کلاسیک این قضیه برای متغیرهای گزاره

 پردازیم:می . حال به اثبات این قضیه برای ⊂و  ∽غیرموجهه شامل 

ψ∈𝛷𝛷𝜙𝜙در نتیجه و  'ψ ∈w. بنابراین'wRwو  ψ ∈wکنیم فرض می
 ⫤. بنابراین  

w'

M
𝜓𝜓.  پس⊨ 

w

M
𝜓𝜓. 

ψ∈𝛷𝛷𝜙𝜙، اما ψ∉wکنیم همچنین فرض می
  .ψ∈w∽. بنابراین  

 سازگار است:-GLحال نشان خواهیم داد که مجموعه زیر 

Λ={θ: θ ∈w}∪ {θ: θ ∈w}∪{ψ,∼ψ} 

𝛷𝛷𝜙𝜙عضو  Λتمام اعضای 
ψ∈𝛷𝛷𝜙𝜙. از جهتی هم دیدیم ψ∽احتمالاً  جزبهخواهند بود،   

سازگار  Λ. بنابراین اگر  

شرایط  'w. برای چنین جهان ⊇w' Λسازگار وجود خواهد داشت که -GLپُرِ -w' ϕیک » ج«باشد، بر اساس لم 

 :'wRwکنند زیر برقرار است که تضمین می

 . 'θ ∈ w آنگاه، θ ∈wاگر  )۱

 . 'θ ∈ w آنگاه، θ ∈wاگر  )۲

۳( ψ ∈w' اما ،ψ ∉w . 
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ناسازگار باشد،  Λاگر  آنگاهشوند. آغاز می باشد که با  wهای رشته تمام فخس nθ,…,  1θکنیم فرض می

 خواهیم داشت:

۱. ⊢
GL

∼(θ1 ∧…∧ θn ∧ θ1 ∧…∧ θn ∧ ψ ∧∼ψ) 

۲.⊢
GL

 (θ1 ∧…∧ θn ∧ θ1 ∧…∧ θn)⊃(ψ⊃ψ)     (١) دم و اس 

۳. ⊢
GL

 (θ1 ∧…∧ θn ∧ θ1 ∧…∧ θn)⊃(ψ⊃ψ)     (٢) DR1 

۴. ⊢
GL

 (θ1 ∧…∧ θn ∧ θ1 ∧…∧ θn)⊃(ψ⊃ψ)   (٣) و جاگ Kقضیه  

.۵ ⊢
GL

 P⊃P         GL قضیه   

۶. ⊢
GL

 (θ1 ∧…∧ θn)⊃(ψ⊃ψ)       نتیجه

)۴)(۵(  

.۷ ⊢
GL

 (P⊃P)⊃P       Löb   اصل 

۸. ⊢
GL

 (θ1 ∧…∧ θn)⊃ψ    (۷)(۵)و و.مPL ج، قضیه  

۹.⊢
GL

 ∼(θ1 ∧…∧ θn ∧ ∼ψ)      (٨) دم و اس 

 ψ∽و  'wRwیی که آنجاناسازگار خواهد بود. از جهتی، از  wو بنابراین  }w ⊆}ψ,∼ nθ,…, 1θلیکن 

∈ w' پس ،ψ ∉ w' یی کهآنجا. اما ازψ∈𝛷𝛷𝜙𝜙
   پس ،ψ∈𝛷𝛷𝜙𝜙

 ⊭ . بنابراین  
w'

M
𝜓𝜓  و ⊭ 

w

M
𝜓𝜓. 

ϕ∈𝛷𝛷𝜙𝜙یی که آنجاشود. زیرا از اثبات می GLو سه لم الف، ب و ج، تمامیت  IVبنابراین با اثبات قضیه 
و   

⊬
GL

ϕ، پس مجموعه {∼ ϕ}  ناسازگار است. بنابراین به ازای لااقل یکw∈W ،∼ ϕ∈w بنابراین . ⊭ 
w

M
𝜙𝜙 پس .

در چنین مدلی نامعتبر  ϕ، متناهی، ناانعکاسی و متعدی خواهد بود و 〉ϕ,Vϕ,RϕW〈روشن است که مدل 

 است. 

 

 گیرینتیجه

های منطق وجود دارد. کیرکلاسیغیافته و توسعه یهادر منطق یار یبس و نیز موضوعات پژوهشیمسائل باز 

پذیری و برای های اثباتپذیری نیز از این قاعده مستثنی نیستند. با حل بعضی از مسائل باز در منطقاثبات

های اصل موضوعی جدید در دو دهه اخیر، تقریر ای و نیز سیستمهای حساب رشتهمثال، معرفی نظریه برهان

هایی پذیری با استفاده از روشاثبات منطقهای گوناگون های نظامکشف تفاوت ای ودقیق و بررسی مقایسه

های منطق فلسفی داخل کشور که هنوز در ساحث مباحث همچون ترجمان گودلی، به ویژه در ساحت پژوهش

ن، به فرمال بسیار نوپا است، از ارزش پژوهشی بسزایی برخوردار است. در این نوشتار در بخش نحو و نظریه برها

و  GLSهای و نیز حساب رشته Hو  GL ،Grz ،S4Grzهای اصل موضوعی ای و معرفی سیستمبررسی مقایسه

GL  در بخش معناشناسی نیز سمانتیک جهان ممکنی وGL ،Grz ،S4Grz  وH و  پرداخته شده است

 تقریر و اثبات شد. GLفراقضایای صحت و تمامیت 
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 نوشتپی

                                                 
و  Sمختلفی باشند، اما دقیقاً قضایای یکسانی داشته باشند، خواهیم گفت که  اصول موضوعه و قواعدرای دا 'Sو  S. اگر دو سیستم اصل موضوعی ١

S'  استنتاجاً معادل(deductively equivalent) اگر هر قضیه  .هستندS  قضیهS'  نیز باشد (خواهS' خواهیم یا نه نیز شامل قضایای دیگری باشد ،(

 & Cresswell] »ر و تنها اگر، هر کدام مشتمل بر دیگری باشد.دو سیستم استنتاجاً معادل هستند، اگ« است؛ بنابراین: Sمشتمل بر  'Sگفت که 

Hughes, 1997]. 

 .Davis (1958)و  Smoryński (1985)تر رجوع شود به بندی دقیق. برای فرمول٢ 

دومین قضیه  برای اثبات [Hilber & Bernays, 1939] ١٩٣٩ای است که هیلبرت و برنیز در سال . این سه شرط در واقع اصلاح شرایط پیچیده٣ 

 ناتمامیت گودل معرفی کردند.
٤ .D. de Jonghنقطه ثابت  قضیه ؛ دی یونگ بر مبنای)The fixed point theorem(  .این نظریه علاوه بر کاربرد در اثبات این اثبات را انجام داد

آید. توضیح مطلب این که بر مبنای قضیه نیز از آن به دست می GL، تعبیر دیگری از فراقضیه دوم ناتمامیت گودل در چارچوب منطق GLتمامیت 

 داریم: GLنقطه ثابت در 

⊢
GL

 □⊥↔□(□⊥). 

) (به عنوان یک نظریه فرمال حساب به اندازه PAدادن حساب پئانو (با قرار  درنظرگرفتن با LG منطق در ⊥□→□)⊥□( آن راست به چپ طرف که

 فراقضیه از دیگری تعبیر این و »پذیر نیست.اگر حساب پئانو سازگار باشد، سازگاری آن اثبات«، به این صورت قابل تعبیر است: Tکافی قوی) به جای 

 .],Nabavi, ;8 hC :1993 Boolos :2004 86-[87 »است. ناتمام گاهآن است، سازگار حساب علم اگر« که است گودل دوم ناتمامیت

پذیر در اثبات«به معنای  □، ادات T) (به عنوان یک نظریه فرمال حساب به اندازه کافی قوی) به جای PAدادن حساب پئانو (. برای مثال با قرار ٥ 

 خواهد بود.» ZFCپذیر در اثبات«، به معنای ZFCادن دار ، یا با قر »حساب پئانو

∧های نوشت. تعریف کوته٦ 
i=m

n

nو  
 های ضرورت و فصل)): (و به صورت مشابه در مورد ادات∋ ℕm,nصورت زیر است (به  

� ϕi

n

i=m

 ≝ ϕm ∧…∧ ϕn 

0ϕ ≝ ϕ   ,   n+1ϕ ≝nϕ 

7. Logic of Proofs  
8 . Turnstile 
9. Proof-transformation method 
10. The converse of R is wellfounded  

) در GL )KWاست. سگربرگ در رساله دکترای خود اثبات کرد که قضایای » ناانعکاسی« Rاین است که  R بنیادبودن جهت عکس رابطهنتیجه خوش

 .[Segerberg, 1971: 33]ی است معتبرند بنیادمتعدی و عکس خوش Rهایی که مدل
نیز رجوع  Grz. برای اثبات تمامیت Boolos, 1993: 150]-[153و نیز  Cresswell & Hughes,  199]7[رجوع شود به  H. برای اثبات ناتمامیت ١١

 .[Boolos, 1993: 158-159]شود به 
 :Cresswell & Hughes, 199]7[> است که در آن W,R,Vسه تایی مرتب < Canonical Modelمدل معیار یا . ١٢

 سازگار پر است.-S یهامجموعه تمام مجموعه Wالف) 
  L¯(Γ)⊆ Δا.ت.ا  ΓRΔب) 

 است.) Δها، زیر کلاسِ با حذف جهت ضرورت از آن Γهای ضروری فخسمعادل است با این که کلاس  Δبه  Γ(یعنی دسترسی
  p∈wا.ت.ا  V(p,w)=1ج) 

 در یک جهان، معادل با عضویت آن متغیر در آن جهان است.) pای (یعنی صدق یک متغیر گزاره
 

13. Finite model property  
14. Well-formed parts 
15. Mini canonical model 
16. Proper part  
17. ϕ-maximal S-consistence  


