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Abstract 

Objective: Demographic indicators such as mortality rates play a very important role 

in health, financial and pension policies. Therefore, the accuracy of mathematical 

models in estimating mortality rates is an important challenge. One of the tasks of 

actuaries is to construct a suitable mortality model for the available data so that these 

mortality models can calculate mortality for different ages and longevity, as well as 

the different information available to individuals on retirement plans. Missing data is 

a problem that may be faced by actuaries when they are analyzing the real data. 

Missing data can occur for a variety of reasons, such as unanswered or censored. The 

presence of missing data can pose a threat to the accuracy of the data analysis results. 

The purpose of this study is to model the mortality in a retirement plan. In this regard, 

it is assumed that data are available at the individual level, including date of birth, 

date of joining the retirement plan, date of completion of the observation, and reason 

for discontinuation (usually death or right censoring). Information on covariate 

variables such as gender, benefits or size of pension, demographic geography or 

health status will also be available. More precisely, this study aims to model the 

mortality in a retirement plan based on missing data and access to information from 

various covariate variables, to carefully analyze the structure of different models, to 

estimate and finally to investigate the financial implications for different mortality 

experiences containing missing data. 

Methodology: In this article, we deal with a pension plan in which each member's 

future life expectancy is modeled using parametric survival models incorporating 

covariates which may be missing for some individuals. Likelihood-based techniques 

estimate parameters, and in this regard, an algorithm is proposed that can perform the 

estimation task in the best possible way. One of the necessary features to check the 

adequacy of the statistical model, especially when the data contains missing values, is 

identifiable. If not identifiable, it can be claimed that the statistical model is not a full 

rank and is not a suitable model for the data. It is worth noting that the Jacobin matrix 

needs to be calculated to verify identifiability. As mentioned, in the analysis of 
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mortality models with the presence of missing values, the maximum likelihood 

method can be used. In such cases, an estimation error may often occur when fitting 

the model, which can be reduced by modeling from a larger population. For this 

reason, hybrid retirement plans that remain homogeneous are often used. This 

proposed method can also be useful for calculating financial quantities based on 

pension factors. In fact, in this proposed method, different data sets with equal or 

similar death experiences are combined, sample size increases and risk of parameter 

decreases, which also leads to a reduction in capital requirement. Socio-economic 

variables such as the level of benefits and geographical characteristics of the 

population are also considered more if interest rates are low. 

Finding: First, complete data are analyzed and modeled for observations of members 

of a retirement plan, which includes survival time and ancillary variables for each 

individual. Estimation of parameters is obtained using the maximum likelihood 

method. however, when the data is missing, it is not easy to estimate the parameters 

with the maximum likelihood method. In this case, the model parameters are 

estimated by the maximum likelihood method which are calculated using the 

proposed algorithm; then, statistical indicators such as identifiability of parameters are 

calculated to evaluate the performance of the proposed structure and algorithm. 
Furthermore, the financial effects, in particular the annuity factors, and the mis-

estimation risk capital requirements for the mortality experience which includes the 

maximum covariates variables are calculated and compared with the individual 

segments when the data are missing.
 
In addition, it can be seen that when the two 

statistical variables are not observed together, the model is not identifiable according 

to the data. 

Conclusion: It was found that if the data are missing, the statistical model is not 

always identifiable using the maximum likelihood, and data combination from two or 

more experiments can avoid identifiable barriers. The methods proposed in this paper 

can be useful for actuaries when calculating financial committees based on annuity 

factors. These methods may combine different datasets with equal or similar mortality 

experiences, increase sample size, and reduce parameter risk, thus, reducing capital 

requirements. Socio-economic variables such as the level of benefits and geographical 

characteristics of the population are given more attention if the interest rate is low. 

 

Keywords: Capital Requirement, Parameter Redundant, Full Rank, Likelihood 

Contribution, Identifiability, Missing At Random, Mortality Model. 

JEL-Classification: C13, C24, C51 
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 متغیرهای کمکیبا ومیر  های مرگ تحلیل مدلو تجزیه 

  دارای گمشدگی تصادفی 
 

  ، ریحانه فتحی شیرین شعاعی

‌‌‌‌03/34/0333:تاریخ پذیرش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌34/30/0333:تاریخ دریافت

 چکیده

های‌گمشده‌و‌‌ی‌بر‌اساس‌دادهطرح‌بازنشستگ‌کیدر‌‌ریوم‌مرگ‌یبند‌مدلبا‌هدف‌‌پژوهش‌نیا‌‌:هدف
‌مدل ‌ساختار ‌دقیق ‌تحلیل ‌و ‌تجزیه ‌کمکی، ‌متغیرهای ‌از ‌مختلف ‌اطلاعات ‌به ‌مختلف،‌‌دسترسی های

گمشده‌‌یها‌داده‌و‌حاوی‌ومیر‌مرگمختلف‌‌های‌هبرای‌تجرببرآوردیابی‌و‌در‌نهایت‌بررسی‌تأثیرات‌مالی‌
‌‌ .استانجام‌شده‌

های‌‌مدل‌عمر‌آتی‌هر‌فرد‌با‌‌‌که‌در‌آن‌طول‌داردشستگی‌سروکار‌این‌مقاله‌با‌یک‌طرح‌بازن‌‌:شناسی روش
سازی‌‌،‌مدلاشندبقای‌پارامتری‌با‌ترکیب‌متغیرهای‌کمکی‌که‌ممکن‌است‌برای‌برخی‌از‌افراد‌گمشده‌ب

‌شده‌است .‌ ‌که‌بتواند‌‌شده‌و‌درستنمایی‌برآورد‌‌با‌روش‌ماکسیممپارامترها الگوریتمی‌پیشنهاد‌گردیده
‌.‌بی‌را‌به‌بهترین‌شکل‌ممکن‌انجام‌دهدوظیفه‌برآوردیا

‌: ها یافته ‌گمشده‌که‌داده‌یدر‌صورتنتایج‌نشان‌داد ‌از‌ماکسیمم‌باشند‌ها ‌استفاده ‌با ‌مدل‌آماری‌همیشه ،
‌شناسایی ‌داده‌نیست‌پذیر‌درستنمایی ‌تلفیق ‌می‌و ‌تجربه ‌چند ‌یا ‌دو ‌از ‌حاصل ‌‌های ‌متواند ‌وانعاز

‌‌.‌نماید‌یریجلوگ‌پذیری‌شناسایی
‌های‌عاملعلاقه‌براساس‌‌مورد‌یمال‌های‌کمیتهنگام‌محاسبه‌این‌مقاله‌‌ی‌پیشنهادی‌ها‌روش‌: گیری  نتیجه

‌برامستمری ‌می‌بیم‌ی، ‌مفید‌سنجان ‌باشد‌تواند ‌داده‌روش‌نیا. ‌ممکن‌است‌مجموعه مختلف‌با‌‌یها‌ها
‌هم‌ترک‌ایبرابر‌‌ریوم‌تجربه‌مرگ ‌با ‌افزا‌بیمشابه‌را ‌نمونه‌را ‌اندازه پارامتر‌را‌‌یسکدهند‌و‌ر‌شیکنند،

‌بنابرا ‌شوند‌هیسرما‌الزام‌منجر‌به‌کاهش‌نیکاهش‌دهند، از‌جمله‌سطح‌‌یاجتماع-یاقتصاد‌یرهایمتغ.
 .رندیگ‌یمورد‌توجه‌قرار‌م‌شتریبودن‌نرخ‌بهره‌ب‌نییدر‌صورت‌پا‌یی‌جمعیتیایو‌مشخصات‌جغراف‌مزایا

 
‌سرمایه: کلیدی  واژگان ‌افزونه‌،الزام ‌‌،پارامتر ‌درستنمایی‌،کاملرتبه شدگی‌‌گم‌،پذیری‌شناسایی‌،سهم
 .ومیر‌مرگ‌؛‌مدلتصادفی

‌C13، ‌C24‌،C51  :بندی موضوعی طبقه
‌

                                                                                                                     
‌.(نویسنده‌مسئول.‌)دانشگاه‌شهید‌بهشتی،‌تهران،‌ایران‌‌ریاضی،‌علوم‌دانشکده‌سنجی،‌بیم‌گروه‌استادیار.‌0
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 مقدمه 

نرخ‌ند‌و‌ا‌های‌جمعیتی‌داشته‌گیری‌در‌تصمیممهمی‌همواره‌نقش‌‌های‌جمعیتی‌شاخص

درست‌‌اطلاعاتداشتن‌.‌آید‌میشمار‌‌‌تغییر‌الگوی‌جمعیت‌به‌ترین‌عامل‌‌مهم‌0ومیر‌مرگ

‌ ‌برآورد ‌جمعیت‌برای ‌آینده ‌‌دقیقاز ‌برنامه‌به‌جمعیت‌سالخورده ‌دقیق‌‌ریزی‌منظور های

‌ ‌آینده ‌جهت‌تأمین ‌محتملافرادمالی ‌با ‌مطابق ‌عمر ‌آتی ‌ساخت‌جداول ‌الگوی‌‌، ترین

‌قیمت‌مرگ ‌و ‌عمر‌گذاری‌صحیح‌سالانه‌ومیر ‌های ‌پیش، ‌کاربردهای ‌از ‌بخشی بینی‌‌تنها

‌.ستآمار‌او‌بیمه‌،‌شناسی‌در‌جمعیتومیر‌‌مقادیر‌آتی‌نرخ‌مرگ

یکی‌‌سنجان،‌بیمومیر‌برای‌‌جداول‌مرگو‌‌ای‌طولانی‌دارد‌ومیر‌پیشینه‌بندی‌نرخ‌مرگ‌مدل‌

ابزار‌اصلی‌توصیف‌و‌ومیر‌‌های‌بررسی‌میزان‌مرگ‌ترین‌روش‌ترین‌و‌قدیمی‌از‌متداول

‌تلقی‌می‌الگوی‌مرگ ‌ی‌.شوند‌ومیر ‌این‌اساس‌ریوم‌جدول‌مرگ‌کرویکرد است‌که‌‌بر

‌تکرار‌شود‌ندهیدر‌آ‌یدگرگون‌چیگذشته‌بدون‌ه‌شیآزما های‌بسیاری‌برای‌‌تلاش‌لذا.

‌است ‌صورت‌گرفته ‌تبیین‌کند، ‌را ‌این‌جداول ‌بتواند ‌مدلی‌که ‌دستیابی‌به یافتن‌مدل‌.

‌استفاده‌ازروشن‌است‌که‌.‌است‌ترومیر‌از‌نظر‌کاربردی‌مفید‌ریاضی‌برای‌احتمال‌مرگ

تر‌‌مراتب‌آسان‌دارد‌و‌از‌نظر‌هندسی‌دارای‌منحنی‌همواری‌است‌به‌کمیتابعی‌که‌پارامتر‌

و‌در‌موارد‌بسیاری‌نیز‌احتیاج‌‌دارداز‌کار‌با‌جدول‌عمری‌است‌که‌پارامترهای‌فراوانی‌

‌برون‌به‌درون ‌هموارسازی‌و‌تعدیل‌یابی، ‌آماری‌دیگر‌یابی، ‌در‌های‌متعدد جهت‌یافتن‌،

‌حق‌احتمال ‌محاسبه ‌در ‌که ‌دارد ‌فوت ‌‌های ‌فنی ‌میبیمه ‌شوند‌استفاده ‌بیمل. ها‌‌سنج‌ذا

عمرهای‌‌و‌طول‌‌‌ومیری‌را‌ارائه‌دهند‌که‌بتواند‌برای‌سنین‌مند‌هستند‌که‌مدل‌مرگ‌علاقه

‌طرح ‌در ‌افراد ‌برای ‌که ‌اطلاعات‌متفاوتی ‌همچنین ‌موجود‌‌متفاوت‌و ‌بازنشستگی های

‌.ومیر‌را‌محاسبه‌نماید‌است،‌شدت‌مرگ

انجام‌شده‌‌یطرح‌بازنشستگ‌کیدر‌‌ریوم‌مرگ‌یبند‌مدل‌هدف‌بنابراین،‌مطالعه‌حاضر‌با‌

ها‌در‌سطح‌فردی‌شامل‌تاریخ‌تولد،‌تاریخ‌پیوستن‌به‌‌که‌داده‌نمودفرض‌توان‌‌می‌.است

‌تاریخ‌اتمام‌مشاهده ‌مرگ‌یا‌سانسور‌از‌راست)دلیل‌قطع‌مشاهده‌و‌‌طرح، در‌(‌معمولاً

                                                                                                                     
1. Mortality Rate 
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ی‌کمکی‌در‌دسترس‌خواهند‌صورت‌متغیرها‌سایر‌اطلاعات‌به‌همچنین‌.هستنددسترس‌ 

‌بود ‌معمولاً‌. ‌جنسیت‌است‌که ‌متغیرهای‌کمکی، ‌است ازجمله ‌شده متغیرهای‌‌.شناخته

‌غنی ‌اطلاعات ‌شامل ‌که ‌دیگری ‌حقوق‌‌،هستند‌یتر‌کمکی ‌اندازه ‌یا ‌مزایا ‌قبیل از

‌.هستندبازنشستگی،‌مشخصات‌جغرافیایی‌جمعیتی‌یا‌وضعیت‌سلامتی‌نیز‌در‌دسترس‌

‌طرح ‌بازنشست‌در ‌های ‌و ‌است ‌موجود ‌فرد ‌هر ‌برای ‌متفاوتی ‌اطلاعات ‌وابستگیگی

‌این‌اطلاعات‌به‌مرگ ‌به ‌اعضا‌‌مجموعه‌که‌ریسک‌روی‌زیر‌خصوص‌زمانی‌ومیر هایی‌از

‌یبا‌موارد‌یبازنشستگ‌یها‌در‌طرح ها‌داده‌یدر‌بررس.‌اهمیت‌داردمتمرکز‌است،‌بسیار‌

‌یها‌در‌تحلیل‌مدل.‌ستیهر‌فرد‌موجود‌ن‌در‌مورد‌از‌اطلاعات‌یکه‌برخ‌میشو‌یمواجه‌م

‌.استفاده‌نمود‌0ییدرستنما‌ممیاز‌روش‌ماکس‌توان‌یم‌0گمشده‌ریبا‌حضور‌مقاد‌ریوم‌مرگ

حاصل‌شود،‌برآورد‌‌یهنگام‌برازش‌مدل‌ممکن‌است‌خطا‌ها‌اغلب‌حالت‌‌گونه‌این‌در

علت‌معمولًا‌‌نیهم‌به.‌دادکاهش‌را‌‌آن‌تر‌‌بزرگ‌تیجمع‌کیاز‌‌یساز‌با‌مدل‌توان‌یکه‌م

‌منبمان‌یکه‌همگن‌باق‌یبیترک‌یبازنشستگ‌یها‌از‌طرح ‌استفاده ‌شود‌ید، باعث‌‌این‌امر.

 .گردد‌می‌‌4هیکاهش‌الزام‌سرما‌جه،یپارامتر‌و‌در‌نت‌سکیاندازه‌نمونه،‌کاهش‌ر‌شیافزا

‌ ‌بیان‌مقدمه، به‌اختصار‌‌پژوهش پیشینه و مبانی‌نظری ،ادامه دردر‌این‌پژوهش‌بعد‌از

برای‌توزیع‌احتمال‌متغیرهای‌‌مورد‌نیاز‌گذارینمادشامل‌‌بعدیبخش‌‌.استمرور‌شده‌

.‌ها‌گمشده‌هستند،‌است‌که‌داده‌آن‌برای‌زمانی‌یعو‌توس‌3درستنمایی‌تابعتوصیف‌،‌کمکی

‌ ‌مدلهمچنین ‌و ‌تحلیل ‌به ‌بخش، ‌این ‌ابتدای ‌داده‌در ‌مشاهدات‌‌بندی ‌برای ‌کامل های

،‌که‌شامل‌زمان‌بقا‌و‌متغیرهای‌کمکی‌برای‌هر‌فرد‌است‌بازنشستگییک‌طرح‌اعضای‌

های‌صندوق‌‌داده‌همچنین‌در‌این‌بخش‌براساس‌مشاهدات‌کامل‌از.‌پرداخته‌شده‌است

‌ابتدا ‌با‌حذف‌متغیرهای‌کمکی‌‌دادهحاوی‌‌هایی‌مجموعه‌داده‌بازنشستگی، های‌گمشده

‌شبیه ‌واحدها ‌برخی ‌‌برای ‌اندشدهسازی ‌بر‌سپس. ‌برای‌مسئله ‌ریاضی ‌شرایط آورد،

علاوه‌مشاهده‌‌به‌.شده‌استبرآورد‌پارامترها‌و‌الگوریتم‌برازش‌توصیف‌‌ پذیری‌شناسایی

                                                                                                                     
1. Missing Values 

2. Maximum Likelihood 
3. Capital Requirement 
4. Likelihood Function 

5. Identifiability 
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‌حالتی‌می  ‌در ‌آماری‌‌که‌شود ‌متغیر ‌نمی‌تواماًدو ‌داده‌مشاهده ‌به ‌توجه ‌با ‌مدل ها‌‌شوند،

‌نیست‌شناسایی ‌بر‌.پذیر ‌غلبه ‌‌برای ‌‌،پذیری‌شناساییعدم ‌کوچکی ‌بسیار ‌نمونه نظر‌در

تأثیر‌مالی‌‌‌بارهدر‌پایان‌در‌.‌شده‌است‌‌مشاهده‌کاملاً‌‌‌که‌متغیرهای‌کمکی‌آن‌گرفته‌شده

و‌درنهایت‌مطالعه‌شده‌‌ومیر‌های‌مختلف‌برای‌برآورد‌شدت‌مرگ‌ترکیب‌مجموعه‌داده

‌.گردیده‌استارائه‌‌گیری‌‌نتیجه

‌

 مروری بر پیشینه پژوهش.   

‌ ومیر‌مرگ جداول ساختن از میرو‌های‌مرگ‌مدل تدوین ‌و  این در دستاورد اولینآغاز

0هالی‌ مشهور، شناس‌رهستا وسیله‌به 0۹۶4 در‌سال زمینه
 جدول‌که‌ است گرفته انجام 

 اولین‌جدول ،0۴33 سال در .دست‌آورد‌هب شده‌‌دهمشاه های‌یت‌فو تعداد براساس‌عمری

0استرویک‌ توسط زنان و مردان تفکیک به عمر
‌ومیر‌مرگ تحلیلیمدل‌ اولین .شد منتشر 

‌به بقا احتمال‌که ‌توسط‌‌نظر‌در فرد کنونی سن از افزایشی تابعیک‌ صورت‌را گرفت،

 دمورآور‌
3گومپرتز سپس.‌شد معرفی4

 ارائهدمورآور‌ مدل از تری‌کامل مدل‌ 0۲0سال‌ در 

اصلاح‌و‌‌د‌نبو مناسب سنین‌بالاتر برای که را گومپرتز مدل ، مکهام‌0۲۹3 سال در.‌نمود

۹پرکس او از بعد‌ .کرد ارائه‌ تری‌کامل مدل
 را مکهام و گومپرتز شده ارائه ریاضی مدل 

 که‌تا‌این‌ماندند باقی ومیر‌رایج‌مرگ های‌مدل از مکهام و گومپرتز های‌مدل.‌نمود کامل

۴ایتالیایی‌پارتو شناس‌هجامع و اقتصاددان بیستم، قرن اوایل در
 مبنای بر که‌ خود نظریات 

های‌‌در‌اواخر‌قرن‌بیستم‌مدل.‌نمود میر‌دخیلو‌مرگ بندی‌مدل دررا‌ بود جامعه مشکلات

‌پیچیده‌مرگ ‌اکثر‌آن‌ومیر ‌تعدیل‌ای‌بررسی‌شدند‌که ‌تعمیم‌ها ‌یا یافته‌مدل‌گومپرتز‌‌شده

                                                                                                                     
1. Halley 
2. Struyck 
3. De Moivre 
4. Gompertz 
5. Makeham 
6. Perkes 
7. Pareto 
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ومیر‌‌که‌به‌بازسازی‌مدل‌مرگ(‌04۲۶)توان‌به‌مدل‌ذکایی‌و‌مقصودی‌‌از‌جمله‌می‌.‌بودند 

 .اشاره‌نمود‌،پرداخت‌تعمیم‌مدل‌گومپرتز‌می‌بر‌پایه‌شکنندگی‌با‌استفاده‌از

سه‌تا‌ .تری‌دارد‌ومیر‌پیشینه‌کوتاه‌بینی‌نرخ‌مرگ‌ومیر،‌پیش‌نرخ‌مرگ‌بندی‌برخلاف‌مدل

‌روش ‌قبل، ‌پیش‌دهه ‌برای ‌استفاده ‌مورد ‌مرگ‌های ‌س‌بینی ‌نسبتاً ‌براساس‌‌ادهومیر و

‌ندشد‌های‌ذهنی‌انجام‌می‌قضاوت تری‌ارائه‌‌پیشرفته‌های‌گذشته،‌روش‌های‌سال‌در‌اما.

‌ ‌‌آمار‌و‌جمعیت‌،کارشناسان‌بیمه‌کهشده ‌از ‌بیشتر ‌استفاده ‌به ‌سوق‌داده‌آنهاشناسان‌را

ساختار‌ساده‌و‌کاربرد‌موفق‌آن‌در‌‌دلیل‌به‌0کارتر-ها،‌روش‌لی‌از‌میان‌این‌روش.‌ستا‌

کارتر‌به‌-پیدایش‌روش‌لی‌.قرار‌گرفته‌است‌محققینبسیاری‌از‌کشورها،‌مورد‌استفاده‌

‌ ‌سال ‌از ‌زندگی ‌به ‌امید ‌الگوی ‌برمی‌0۶33تغییر ‌آمریکا ‌گردد‌در ‌این‌روش‌بر‌. گرچه

‌داده ‌مرگ‌اساس ‌‌های ‌آمریکا ‌سالومیر ‌‌در ‌‌0۶33های ‌‌،0۶۲۴تا ‌بود، ‌شده اما‌طراحی

‌مدل ‌خوبی‌در ‌بسیار ‌پیش‌عملکرد ‌‌بینی‌بلندمدت‌نرخ‌مرگ‌بندی‌و ‌ومیر بسیاری‌از‌در

برآورد‌و‌به‌(‌04۶0)که‌کمیجانی‌و‌همکاران‌‌طوری‌به‌.یافته‌داشته‌است‌کشورهای‌توسعه

‌از‌مدل‌لی‌بینی‌نرخ‌مرگ‌پیش ‌استفاده را‌‌و‌عملکرد‌آن‌‌‌پرداخته‌کارتر-ومیر‌در‌ایران‌با

‌.اند‌شرح‌داده

ومیر‌همانند‌یک‌فرایند‌‌ومیر‌تصادفی‌است‌که‌مرگ‌مرگ‌ا،در‌مطالعه‌بق‌ایدهجدیدترین‌

بندی‌‌زنجیر‌مارکوف‌در‌مدل‌رویکرداما‌(.‌0‌،0330نیاشی)شود‌‌می‌‌گرفته‌تصادفی‌درنظر

وسیله‌‌باشد‌به‌4نوع‌-توزیع‌فاز ه‌توزیع‌زمان‌مرگ‌مشخص‌و‌دارایک‌‌طوری‌ومیر‌به‌مرگ

(‌04۶4)زاده‌‌آذر‌و‌حسن‌همچنین‌شجاعی‌.‌است‌مطرح‌شده‌(033۴)‌3وسیله‌لین‌و‌لیو‌به

‌.اند‌ومیر‌پرداخته‌بندی‌مرگ‌براساس‌این‌ایده‌به‌مدل(‌04۶4)

به‌کاربرد‌(‌04۶3)،‌مهدوی‌و‌همکاران‌در‌این‌حوزه‌های‌صورت‌گرفته‌هشدر‌ادامه‌پژو

ها‌به‌این‌موضوع‌اشاره‌نمودند‌که‌‌آن.‌ومیر‌با‌چند‌عامل‌ریسک‌پرداختند‌یک‌مدل‌مرگ

‌عوامل‌‌های‌مرگ‌مدل ‌اما ‌است، ‌معطوف‌به‌سن‌و‌جنس‌افراد ‌عمدتاً ‌معرفی‌شده ومیر

                                                                                                                     
1. Lee - Carter 
2. Yashin 
3. Phase-Type 

4. Lin & Liu 
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‌میزان‌درآمد،‌‌–دیگری‌شامل‌وضعیت‌اجتماعی‌  اقتصادی‌افراد‌مانند‌سطح‌تحصیلات،

‌ت ‌شرایط ‌شغل، ‌زندگی، ‌میأمحل ‌رفتاری ‌عوامل ‌و ‌مرگ‌هل ‌میزان ‌در ‌تأثیر‌‌تواند ومیر

‌.داشته‌باشند

‌

 مبانی نظری.  

‌داده‌مجموعه‌دادهبسیاری‌از‌‌‌یدر‌بررس ‌با ‌شویم‌میرو‌‌های‌گمشده‌روبه‌ها،  گمشدگی.

‌‌داده ‌‌به‌تواند‌میها ‌مانندمختلعلل ‌داده‌فی ‌به‌پاسخ ‌سانسورشده ‌یا ‌‌نشده ‌یدآوجود در‌.

موارد‌.‌ز‌اطلاعات‌هر‌فرد‌موجود‌نیستی‌انشده،‌برخ‌ها‌در‌موارد‌پاسخ‌داده‌مجموعه‌داده

دلیل‌‌به‌تواند‌میاطلاعات‌دربارۀ‌فرد‌موجود‌نیست‌که‌ میسانسورشده‌از‌جایی‌به‌بعد‌تما

منجر‌‌تواند‌میوجود‌دادۀ‌گمشده‌.‌فرد‌از‌مشاهده‌خارج‌شود‌دیگریفوت‌یا‌هر‌علت‌

در‌نظر‌نگرفتن‌دادۀ‌گمشده‌.‌ها‌شود‌داده‌به‌تهدیدی‌برای‌صحت‌نتایج‌حاصل‌از‌تحلیل

های‌‌داده‌جایگذاریعنوان‌مثال‌‌ها،‌به‌های‌نامناسب‌برخورد‌با‌این‌داده‌یا‌استفاده‌از‌روش

‌میانگین‌ ‌با ‌‌تواند‌میگمشده ‌آماسیدگهم مشکلاتیبه ‌نقطه 0یچون ‌میانگین‌‌در ای‌مانند

‌منجر‌شود ‌برای‌مقابله‌با‌‌بسیاری‌از‌محققین‌روش. داده‌گمشده‌ارائه‌‌مشکلاتهایی‌را

و‌برحسب‌آن‌‌ها‌هستند‌داده گمشدگیها‌وابسته‌به‌نوع‌سازوکار‌‌اکثر‌این‌روش.‌اند‌کرده

‌انتخاب‌نمود‌توان‌می ‌را ‌مناسبی ‌راستا،‌.روش‌تحلیل ‌این سیستم‌‌(0۶۴۹)‌0نروبی‌در

‌برای‌مش‌طبقه طور‌گسترده‌مورد‌استفاده‌‌نمود‌که‌بهرفی‌داده‌گمشده‌مع‌اهداتبندی‌را

‌.دگیر‌یقرار‌م

‌سه‌به ‌معمول ‌گمشدگی‌گمشدگی‌انیسممک‌طور ‌کاملًا‌4تصادفی شامل ‌گمشدگی ،

3تصادفی
‌‌.دوجود‌دار‌ و‌گمشدگی‌غیرتصادفی  ‌بردار‌پاسخ‌برای‌فردر‌این‌راستا، ام‌ د

متغیرهای‌نشانگر‌‌برای‌هر‌متغیر‌پاسخ‌برداری‌از.‌است‌               ‌صورت‌به

                                                                                                                     
1. Inflation 
2. Rubin 
3. Missing at Random  (MAR) 

4. Missing Completely at Random (MCAR) 

5. Missing not at Random (MNAR) 
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‌0    مشاهده‌شود‌و‌‌   اگر‌‌3     که‌در‌آن‌،               ‌صورت‌به 

‌ ‌دارد‌   وقتی ‌وجود ‌نشود ‌مشاهده .‌ ‌فرد ‌هر ‌برای ‌مشاهدات ‌‌بهبردار   صورت
   ‌

  و‌(‌شده‌مقادیر‌مشاهده)
‌.‌شود‌ک‌میتفکی(‌گمشدهمقادیر‌)‌   

‌ ‌تصادفی ‌گمشدگی ‌به‌دادهدر ‌تصادف‌ها ‌طور ‌هستند‌‌گمشدهی ‌احتم. ‌که ‌مفهوم ال‌بدین

شده‌دیگر‌وابسته،‌اما‌به‌‌گیری‌به‌برخی‌از‌متغیرهای‌اندازه‌ ها‌در‌یک‌متغیر‌ن‌دادهگمشد

پس‌‌ و‌مقادیر‌ های‌گمشده‌در‌هدیگر‌بین‌داد‌‌عبارت‌به.‌وابسته‌نیست‌ مقدار‌گمشده‌

‌.‌ای‌وجود‌ندارد‌از‌جدا‌کردن‌سایر‌متغیرها‌رابطه

‌دان‌مقابله‌با‌مشکل‌داده‌گمشده‌ارائه‌کرده‌یرا‌برا‌ییها‌روش‌نیاز‌محقق‌یاریامروزه‌بس‌

‌ ‌گ‌آنها‌اغلبکه ‌سازوکار ‌نوع ‌به ‌هستند‌داده‌یشدگموابسته ‌ها ‌می. ‌جملۀ ‌به‌‌از توان

اند،‌‌اشاره‌کرد‌که‌بر‌توزیع‌نرمال‌تمرکز‌کرده(‌  0۶)‌0و‌لرد(‌0۶40)‌0ویلکس‌یها‌روش‌

یک‌مدل‌لوگ‌خطی‌برای‌(‌0۶۲۶)‌4های‌بقا،‌اسلاچر‌و‌جکسون‌داده‌ۀکه‌در‌زمین‌درحالی

هیرینگ‌و‌‌.های‌بقا‌سانسورشده‌همراه‌با‌عوامل‌قطعی‌در‌نظر‌گرفتند‌وتحلیل‌داده‌تجزیه

‌0330)‌3ابراهیم ‌خطرات‌متناسب‌کاکس( ‌مدل ‌کرده‌ بر ‌اند‌تمرکز ‌مطالعه‌. ‌دو ‌این در

‌داده ‌کلی ‌‌الگوی ‌الگوریتم ‌از ‌استفاده ‌با ‌پارامترها ‌و ‌مطرح ‌گمشده EMهای
۹

برآورد‌ 

های‌چند‌‌را‌برای‌داده‌‌MARبر‌احتمال‌قوی‌یک‌روش‌مبتنی(‌0333)‌۴لیتل‌و‌آن‌.اند‌شده

های‌تمایل‌ارائه‌‌های‌نمره‌سیون‌روی‌اسپلاینچند‌متغیره‌با‌مقادیر‌گمشده‌بر‌اساس‌رگر

‌دادند ‌033۴)‌۲تسیاتیس. ‌مدل‌برای‌داده( ‌یک‌روش‌با ‌سانسورشده ‌و های‌‌های‌گمشده

های‌طولی‌‌بندی‌برای‌داده‌یک‌مدل(‌0303)‌۶چن‌و‌همکاران‌.نیمه‌پارامتری‌معرفی‌نمود

‌روی‌داده ‌بر ‌بقا ‌ب‌و ‌که ‌چپ‌معرفی‌نمودند ‌از ‌سانسورشده ‌و ‌مدل‌های‌گمشده ‌پایۀ ر

                                                                                                                     
1. Wilks 
2. Lord 
3. Schluchter & Jackson 

4. Herring & Ibrahim 

5. Cox Proportional Hazards Model 

6. Expectation Maximization 

7. Little & An 

8. Tsiatis 

9. Chen et al 
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‌مدل‌آمیختۀ‌خطی‌و‌مدل  ‌بودهای‌بیزی‌‌کاکس، ‌030۴)‌0خو‌و‌همکاران. ‌معادلات‌( از

‌نمودند‌برآوردساز‌مورد‌انتظار‌برای‌تولید‌یک‌نظریه‌کلی‌استفاده شایان‌ذکر‌است‌که‌.

در‌شرایطی‌که‌متغیرهای‌کمکی‌و‌برآمدها‌پیوسته‌یا‌گسسته‌هستند‌قابل‌ها‌‌آن‌رویکرد

این‌.‌نموداستفاده‌بایستی‌‌0برای‌برآورد‌واریانس‌از‌روش‌بوت‌استرپ‌استفاده‌است،‌اما

های‌مقطعی‌و‌متغیرهای‌مستقل‌از‌زمان‌را‌در‌نظر‌‌پارامتری،‌یک‌طرح‌با‌داده‌روش‌نیمه

های‌‌به‌برآورد‌پارامترهای‌مدل‌برای‌داده‌(030۶)‌4در‌نهایت‌اونگولو‌و‌همکاران‌.گیرد‌می

وسیله‌اعمال‌یک‌توزیع‌آمیخته‌برای‌متغیرهای‌‌بههای‌گمشده‌‌های‌بقا‌بر‌اساس‌داده‌داده

‌.سازی‌مقید‌پرداختند‌کمکی‌و‌روش‌بهینه

‌ویژگی ‌از ‌به‌یکی ‌آماری، ‌کفایت‌مدل ‌برای ‌لازم ‌داده‌خصوص‌زمانی‌های ‌حاوی‌‌که ها

‌شناسایی‌مقادیر‌گمشده ‌پذیری‌است‌اند، ‌شناسایی. ‌می‌در‌صورت‌عدم ‌ادعا‌‌پذیری، توان

‌ها‌نیست‌کامل‌نبوده‌و‌مدل‌مناسبی‌برای‌دادهنمود‌که‌مدل‌آماری‌رتبه‌ یک‌مدل‌رتبه‌.

‌کامل‌مدلی‌است‌که‌پارامتر‌افزونه‌ندارد ‌داده‌به. ها‌‌طور‌خاص‌اگر‌در‌یک‌مدل‌آماری،

‌ ‌گمشده ‌داشته ‌وجود ‌افزونه ‌پارامتر ‌است ‌ممکن ‌روی‌‌حاصلباشد، ‌و شود

‌دادندنشان‌قاله‌خود‌م‌3در‌قضیه‌‌(0۶۶۴)‌3کچپول‌و‌مورگان‌.اثر‌بگذارد‌یپذیر‌شناسایی

‌‌پارامتر‌افزونهمدل‌‌کیاگر‌‌دادند ‌یها‌مدل‌.ستین‌پذیر‌شناسایی‌یصورت‌محل‌به‌باشد،

رتبه‌مدل‌یک‌اگر‌‌.شوند‌یم‌فیتعر‌رتبه‌کاملصورت‌‌به‌ستند،ینپارامتر‌افزونه‌ که‌یآمار

‌اشب‌کامل ‌ویژۀد، ‌تجرب‌سیماتر‌مقادیر ‌‌یابیارز‌یاطلاع ‌توسط ‌ماکسیمم‌شده براورد

برای‌تشخیص‌رتبه‌کامل‌.‌خواهند‌بودو‌از‌صفر‌دور‌‌یمنف‌یهمگ‌(MLE)‌ درستنمایی

‌ماتریس‌ژاکوب ‌به ‌استین‌بودن ‌نیاز ‌پارامترهای‌. ‌تعداد ‌نمادین‌این‌ماتریس‌با ‌رتبۀ اگر

اما‌اگر‌رتبۀ‌.‌است‌۴برابر‌بود،‌مدل‌رتبه‌کامل(‌۹های‌ماتریس‌ژاکوبین‌تعداد‌ردیف)مدل‌

                                                                                                                     
1. Xu et al 

2. Bootstrap 

3. Ungolo et al 
4. Catchpole�& Morgan 

5. Maximum likelihood Estimation 

6. Jacobian Matrix 

7. Full Rank 
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‌نمادین‌ماتریس‌ژاکوبین‌  ‌مدل‌پارامتر‌رتبۀ ‌پارامترهای‌مدل‌حاصل‌شود، ‌تعداد ‌از کمتر

شود‌که‌بتوان‌مدل‌‌حالتی‌گفته‌می‌پارامتر‌افزونه‌به.‌پذیر‌نیست‌و‌درنتیجه‌شناسایی‌0افزونه

بنابراین‌مدل‌دارای‌تعداد‌.‌تری‌نیز‌تعریف‌نمود‌آماری‌مدنظر‌را‌با‌بردار‌پارامتری‌کوچک

‌.‌پذیر‌نیست‌است‌و‌درنتیجه‌شناسایی(‌زبیش‌از‌تعداد‌مورد‌نیا)زیادی‌پارامتر‌

‌طرح ‌‌در ‌و ‌است ‌موجود ‌فرد ‌هر ‌برای ‌متفاوتی ‌اطلاعات ‌بازنشستگی ‌وابستگیهای

‌این‌اطلاعات‌به‌مرگ ‌به ‌اعضا‌‌مجموعه‌که‌ریسک‌روی‌زیر‌خصوص‌زمانی‌ومیر هایی‌از

‌یبا‌موارد‌یبازنشستگ‌یها‌در‌طرح ها‌بندی‌داده‌مدلدر‌.‌اهمیت‌داردمتمرکز‌است،‌بسیار‌

‌م ‌برخ‌میشو‌یمواجه ‌اطلاعات‌یکه ‌مورد‌از ‌ن‌در ‌موجود ‌فرد ‌ستیهر ‌از‌. یکی

‌گمشده‌ریبا‌حضور‌مقاد‌ریوم‌مرگ‌یها‌مدلبرآورد‌پارامترهای‌در‌های‌موجود‌‌رویکرده

دلیل‌عدم‌دسترسی‌به‌‌اما‌در‌اغلب‌موارد‌به‌.است‌ییدرستنما‌ممیروش‌ماکس‌استفاده‌از

ها‌‌آن‌توان‌یکه‌محاصل‌شود،‌برآورد‌‌یخطارد‌پارامترهای‌مدل‌ها‌در‌براو‌برخی‌از‌داده

‌ ‌مدلرا ‌دادکاهش‌‌تر‌بزرگ‌تیجمع‌کیاز‌‌یساز‌با ‌از‌طرح‌نیهم‌به. ‌یها‌علت‌معمولاً

اندازه‌‌شیباعث‌افزا‌این‌امر.‌شود‌ید،‌استفاده‌منبمان‌یکه‌همگن‌باق‌یبیترک‌یبازنشستگ

 .گردد‌می‌هیکاهش‌الزام‌سرما‌جه،یپارامتر‌و‌در‌نت‌سکینمونه،‌کاهش‌ر

‌

 شناسی پژوهش روش. 3

 مشاهدات و تابع درستنمایی.  -3

در‌حالت‌‌مدلم‌برای‌برآورد‌بردار‌پارامترهای‌أتابع‌درستنمایی‌تو‌،‌ساختاراین‌بخشدر‌

‌سپس‌ ‌و ‌ارائه ‌داردمشاهدات‌کامل ‌وجود ‌گمشده ‌دادۀ ‌شده‌برای‌مواردی‌که ‌توسیع ،

‌.است

‌

‌

 

                                                                                                                     
1. Parameter Redundant 
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 کاملمشاهدات   . - -3 

در‌شوند،‌‌در‌تجزیه‌و‌تحلیل‌رگرسیونی،‌متغیرهای‌کمکی‌اغلب‌قطعی‌درنظر‌گرفته‌می

 مجموعۀ‌متغیرهای‌کمکی‌.کنیم‌میبندی‌‌عنوان‌متغیر‌تصادفی‌مدل‌ها‌را‌به‌آن‌این‌بخش

‌شدت،‌ ‌یافته‌مقدار‌تحقق‌.یمده‌نشان‌می‌ ‌بعدی‌ ‌بردار‌تصادفیبا‌یک‌فرد‌‌تصادفی

ترتیب‌‌،‌به ‌و‌تابع‌چگالی‌یا‌احتمال‌تابع‌توزیع.‌کند‌را‌تعیین‌می‌       ومیر‌فرد‌‌مرگ

‌ ‌می‌        و        با ‌داده ‌که‌نشان ‌است‌ شود ‌ناشناخته ‌پارامتری  .یک‌بردار

ای‌زیر‌را‌ه‌نماد.‌دورۀ‌زمانی‌محدود‌استیک‌شده‌در‌‌تعداد‌افراد‌مشاهده‌  کنید‌‌ضفر

 :کنیم‌تعریف‌می

   است،‌ام‌در‌آغاز‌دورۀ‌مشاهده سن‌فرد‌‌ 

   ام‌در‌طول‌دوره‌ شده‌فرد‌‌بیانگر‌زمان‌زندگی‌،  یافته‌متغیر‌تصادفی‌‌مقدار‌تحقق‌

 ،است

   نشان‌می‌  یافته‌متغیر‌تصادفی‌‌است‌که‌مقدار‌تحقق‌ای‌شمارنده‌‌‌ ‌اگر‌‌را دهد؛

نسور‌از‌مشاهده‌خارج‌شده‌اثر‌سا‌یک‌و‌اگر‌بر‌مقدار‌آن‌فوت‌کرده‌باشد‌ام فرد‌

 ،صفر‌است‌مقدار‌آنباشد‌

   تحقق‌‌ ‌‌مقدار ‌تصادفی ‌متغیر ‌متغیرهای‌،  یافته ‌‌کمکی‌که ‌ فرد مشخص‌‌راام

 .کند‌می

بیانگر‌‌  کنند،‌‌برای‌آن‌دسته‌از‌افرادی‌که‌فوت‌می‌در‌طول‌یک‌دوره‌مشاهدات‌متناهی‌

آن‌،‌تمام‌(سانسورشده‌از‌راست)‌زنده‌افرادبرای‌‌.است‌  مانده‌برای‌سن‌‌عمر‌باقی‌طول

 .خواهد‌بود‌  ها‌بیشتر‌از‌‌مانده‌آن‌عمر‌باقی‌این‌است‌که‌طول‌دانیم‌میچیزی‌که‌

و‌روی‌مقادیر‌‌(.i.i.d)‌0توزیع‌مستقل‌و‌هم‌       ‌های‌کمکی‌متغیر‌کنیم‌فرض‌می

‌هستند‌تحقق ‌شرطی ‌خود ‌یافتۀ ‌سنین‌به. ‌‌مشاهده‌علاوه ‌طول‌       شدۀ عمرهای‌‌و

‌‌شود‌فرض‌می‌درنهایت‌.هستند‌.i.i.dصورت‌به‌       ‌شدۀ‌مشاهده سانسورها‌که

                                                                                                                     
1. Independent and Identically Distributed (i.i.d) 

https://towardsdatascience.com/independent-and-identically-distributed-ce250ad1bfa8
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‌به‌توان‌طول‌یعنی‌می‌.بخش‌هستند‌ناآگاهیصورت‌‌به  ‌را ‌تصادفی‌در‌‌عمرها عنوان‌متغیر

 (.‌030۲و‌همکاران،‌‌0دونالد‌مک)را‌مستقل‌از‌زمان‌سانسور،‌برآورد‌نمود،‌‌نظر‌و‌توزیع‌آن

‌ ‌مشاهدات‌‌فرض‌می‌دامهادر ‌دسترس‌کاملصورت‌‌بهکنیم ‌هر‌‌طوری‌به‌هستند،‌در که

‌ ‌کمکی ‌متغیر ‌  بردار ‌است‌به‌ ‌شده ‌مشاهده ‌کامل ‌‌.طور ‌اگر ‌فرد ‌تابع‌ سهم ‌در ام

‌ ‌با ‌را ‌‌  درستنمایی ‌‌دهیم،نمایش ‌بنابراین ‌تابع ‌کل ‌     ‌صورت‌بهدرستنمایی

‌.خواهد‌بود

‌0   )شوند‌‌میبرای‌افرادی‌که‌فوت‌ وسیلۀ‌ضرب‌چگالی‌‌درستنمایی‌بهتابع‌سهم‌(

‌ ‌‌  شرطی ‌‌  روی ‌‌  و ‌احتمال ‌یا ‌چگالی ‌تابع ‌در ‌می‌به‌  مربوطه ‌‌دست ‌کهآید

‌:گردد‌صورت‌زیر‌محاسبه‌می‌به

(0)‌‌                              

‌     ‌در‌رابطۀ‌فوق‌چگالی‌توامبردار‌پارامترهای‌نامعلوم‌هستند‌و‌‌     که‌در‌آن‌

شرطی‌شده‌‌ همچنین‌به‌چگالی‌‌شود،‌و‌میتعریف‌(‌ برای‌سن‌)‌0عنوان‌مدل‌کامل‌به

ساله‌  به‌این‌معنی‌است‌که‌فرد‌‌            عبارت‌.‌شود‌گفته‌می‌4مدل‌جزئی‌ روی‌

 .،‌دیگر‌زنده‌نیست   بعد‌از‌سن‌

‌از‌راست‌است‌‌شدۀ‌آن‌مشاهدهعمرهای‌‌برای‌افرادی‌که‌طول ،‌(3   )ها‌سانسورشده

‌‌.زمان‌دقیق‌فوت‌مشاهده‌نشده‌است ‌صورت‌بهدرستنمایی‌برای‌این‌افراد‌تابع‌سهم‌لذا

‌:شود‌میزیر‌محاسبه‌

(0)‌                              

‌ ‌‌            که ‌و‌بیانگر‌این‌است‌که‌فرد ‌مانده‌‌ ساله‌حداقل‌‌ تابع‌بقا سال‌زنده

‌:‌است‌و‌داریم

(4)‌                                
  

 

   

                                                                                                                     
1. Macdonald 
2. Full Model 

3. Partial Model 
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با‌تلفیق‌این‌دو‌رابطه‌.‌است‌‌   ام‌دارای‌سن‌ ومیر‌فرد‌‌بیانگر‌شدت‌مرگ‌     که‌ 

ام‌ ومیر،‌تابع‌احتمال‌و‌بقا،‌سهم‌مشارکت‌در‌تابع‌درستنمایی‌فرد‌‌و‌ارتباط‌شدت‌مرگ

‌:صورت‌زیر‌است‌به

(3)‌                           
  

 

             
            

و‌یک‌تابع‌‌ درستنمایی‌به‌یک‌تابع‌ازتابع‌،‌شود‌‌برای‌تمام‌افراد‌مشاهده‌ عناصراگر‌

‌:شود‌تبدیل‌می‌ از

( )‌                           
  

 

             
  

                              
     

             

          
     

 

‌این‌حالت‌ ‌به‌می‌ در ‌‌تواند ‌از ‌متغیرهای‌کمکی‌در‌‌برآورد‌ صورت‌مستقل ‌توزیع و

که‌اگر‌بعضی‌از‌‌شود‌مشاهده‌میبعد‌‌‌در‌بخش.‌شود‌تحلیل‌رگرسیونی‌نادیده‌گرفته‌می

‌امکان‌  مشاهدات‌ ‌این‌کار ‌باشند، ‌پارامترهای‌‌پذیر‌نیست‌گمشده باید‌توأماً‌‌ ‌و‌ و

‌‌.برآورد‌شوند
 

 مشاهدات گمشده  . - -3

‌دادهها‌مجموعه‌دادهبسیاری‌از‌‌‌یدر‌بررس ‌با ‌شویم‌میرو‌‌های‌گمشده‌روبه‌،  گمشدگی.

‌‌داده ‌‌به‌تواند‌میها ‌به‌پاسخ‌داده‌مختلفی‌مانندعلل ‌سانسورشده ‌یا ‌‌نشده ‌یدآوجود حال‌.

‌مولفه‌فرض‌کنید ‌‌برخیبرای‌‌ های‌متغیرهای‌کمکی‌‌بعضی‌از ‌افراد تحت‌مطالعه‌از

‌هستند ‌گمشده .‌ ‌لذا ‌‌ بردار ‌بردار‌‌                بعدی ‌دو   ‌به
   ‌‌   و

   ‌

‌ ‌شود‌‌میتقسیم ‌فرد. ‌متغیرهای‌کمکی‌‌تابع‌برای‌هر       چگالی‌بردار
      

    ‌

‌:شود‌صورت‌زیر‌تجزیه‌می‌به

‌(۹)‌         
  
      

         
      

      
      

        

‌کمکی ‌هستند‌متغیرهای ‌تصادفی ‌گمشدگی ‌عبارت‌دارای ‌لذا ،

 
  
      

      
      

‌می‌       ‌گرفت‌را ‌نادیده ‌‌شابهم‌.توان ‌(3)رابطۀ ،‌ سهم‌میزان
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‌بر‌پایۀ‌طول  مجموعۀ‌متغیرهای‌و‌‌ ،‌سن عمر‌مشاهده‌شدۀ‌‌درستنمایی‌برای‌هر‌فرد،

‌:صورت‌زیر‌است‌به‌    شده‌‌کمکی‌مشاهده

(۴)‌
         

               
          

  

 

       
     

          
 
  
   

   
            

‌روی‌فضای‌وضعیت  ‌0که
  
   ‌‌   از

‌می‌    ‌شود‌انتگرال‌گرفته ‌مولفه.   های‌‌اگر
   ‌

 دارای‌فضای‌وضعیت‌گسسته‌باشند،‌انتگرال‌روی‌
  
 .‌تبدیل‌به‌مجموع‌خواهد‌شد‌   

به‌دو‌تابع‌‌( )‌رابطه‌مشابه‌توان‌های‌گمشده،‌تابع‌درستنمایی‌کل‌را‌نمی‌در‌حالت‌داده 

کرد‌برآورد‌‌ طور‌مستقل‌از‌‌را‌به‌ ‌توان‌بنابراین‌نمی.‌بندی‌نمود‌عامل‌ و‌‌ ‌جداگانه‌از

برآورد‌و‌متغیرهای‌کمکی‌شده‌‌صورت‌توأم‌برپایۀ‌طول‌عمر‌مشاهده‌به‌ها‌را‌بایستی‌آن‌و

‌.نماییم

‌داده‌زمانی‌همچنین ‌گمشد‌که ‌هستند،‌‌‌ ‌و‌ ‌پارامترهای‌و‌هها ‌نامعلوم ‌دو هر

‌.توان‌تصدیق‌نمود‌را‌نمیکامل‌‌پذیری‌مدل‌شناسایی

‌

 ها تجزیه و تحلیل داده.  4

 های کامل بر اساس دادهبندی  تحلیل و مدل.  -4

.‌است‌مشاهدات‌اعضای‌یک‌صندوق‌بازنشستگیای‌برها‌‌بندی‌داده‌هدف‌این‌بخش‌مدل

‌عضو ‌هر ‌کمکی برای ‌متغیر ‌دو ‌‌صندوق، ‌دارد‌وجود ‌نامیده‌. ‌کامل ‌دادۀ ‌مجموعه این

‌.دنشو‌می

‌

 های کامل مجموعه داده.  - -4

 :های‌زیر‌است‌کامل‌دارای‌مشخصه‌های‌همجموعه‌داد

 0۲۴30مستمری‌در‌حال‌پرداخت‌است‌، 

                                                                                                                     
1. State Space 
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  سال‌است‌3/0۴0۹30های‌در‌معرض‌ریسک‌افراد‌برابر‌‌مجموع‌سال، 

 نفر‌است‌۹ ‌3۶افراد‌فوت‌شده‌تعداد، 

 است‌033۶دسامبر‌‌40تا‌‌0۶۶0نوامبر‌‌03دورۀ‌مشاهده‌از‌، 

 متغیر‌‌یک‌که‌دهیم‌می‌نشان‌   با‌شده‌را‌‌مقدار‌مزایای‌سالانه‌برای‌هر‌فرد‌مشاهده

 است،‌مزایای‌پایین‌و‌مزایای‌بالا‌دو‌سطح‌با‌کمکی

 را‌0بندی‌موزاییک‌برای‌هر‌فرد‌برپایۀ‌سیستم‌طبقهجمعیتی‌جغرافیایی‌‌مشخصات‌،

‌ ‌می‌ با ‌سطح‌دهیم‌نمایش ‌سه ‌شامل ‌‌‌3و ‌‌0و ‌ .است‌0و نمایندۀ‌‌3سطح

 .ترین‌محرومیت‌است‌مناطقی‌با‌کم‌0ترین‌مناطق‌و‌سطح‌‌محروم

بر‌‌ایمزا‌در‌این‌مجموعه‌داده.‌دهند‌را‌تشکیل‌می‌  آخر،‌بردار‌متغیرهای‌کمکی‌‌ایتمدو‌

‌نموبرخورد‌‌وستهیپ‌ریعنوان‌متغ‌با‌آن‌به‌توان‌یو‌م‌استحسب‌پوند‌ ‌لیدل‌چندبه‌اما‌د،

‌اول‌.نماییم‌لحاظ‌می‌گسسته‌ریمتغ‌صورت‌به‌را‌آن ‌نشان(‌030۲)‌همکاران‌و‌مکدونالد:

‌کی‌عنوان‌به‌وستهیپ‌ریمتغ‌اعمال‌:دوم.‌ستیآن‌در‌مدل‌مناسب‌ن‌میمستق‌ۀکه‌استفاد‌ندداد

‌لحاظ‌یبندطبقه‌ریمتغ ‌از ‌است‌راحت‌یبند‌مدل‌کردیرو‌در‌امساک شده، ‌تر ‌:سوم.

تواند‌‌می گیمشاهده‌کردند‌که‌مقدار‌پایین‌حقوق‌بازنشست(‌0300)و‌همکاران‌‌0مادریگال

که‌رخ‌دهد‌به‌این‌دلیل‌‌تواند‌میکننده‌برای‌ثروتمندی‌فرد‌بوده‌که‌‌شاخص‌گمراه یک

داشته‌‌یا‌برای‌ی‌مدت‌حقوق‌پایینطولانی‌برای‌خدمات‌(‌یا‌مستخدم،‌عضو)کارمند‌یک‌

‌.استخدمات‌کوتاه‌مدت‌حقوق‌بالایی‌داشته‌

‌

 ها تجزیه و تحلیل مقدماتی داده.  - -4

ومیر‌‌مرگ‌خام‌نرخابتدا‌.‌کنیم‌توصیف‌می‌های‌مجموعه‌داده‌کامل‌را‌ویژگی‌در‌این‌بخش

های‌‌نرخ.‌شده‌است‌نمایش‌داده‌0در‌شکل‌محاسبه‌و‌در‌هر‌سال‌واحد‌از‌سن‌‌     

‌به‌مرگ ‌‌ومیر ‌مزایا ‌سطح ‌دو ‌هر ‌برای ‌جداگانه ‌سمت‌چپ)طور ‌نمودار ‌گروه‌( ‌سه و

‌  ‌نمودار‌در‌این.‌رسم‌شده‌است(‌نمودار‌سمت‌راست)‌جمعیتی‌جغرافیایی‌مشخصات

                                                                                                                     
1. Mosaic 

2. Madrigal 



 

 

 
44 

زیه
تج

و‌
دل

ل‌م
حلی

ت
‌

گ
مر
ی‌

ها
‌

ر‌
ومی

فی
صاد

ی‌ت
دگ

مش
‌گ
ی
ارا
ی‌د

مک
ی‌ک

رها
تغی
ا‌م
ب

‌

 ‌ ‌بین‌سنبیانگر ‌افرادی‌است‌که ‌‌ ‌های‌دقیق‌تعداد ‌‌فوت‌شده0   و ‌و در‌)‌  اند

هایی‌است‌که‌تمام‌افراد‌بین‌این‌دو‌سن‌زنده‌‌مجموع‌تمام‌زمانبیانگر‌(‌‌0معرض‌ریسک

 :شود‌حاصل‌می‌نتیجه‌مهمسه‌(‌0)شکل‌‌براساس.‌هستند

 ًومیر‌وجود‌دارد‌های‌مرگ‌خطی‌بین‌سن‌و‌نرخ-یک‌رابطۀ‌لگ‌تقریبا‌. 

 تر‌ارتباط‌وجود‌دارد‌ومیر‌پایین‌بین‌مزایای‌بالاتر‌و‌مرگ. 

 با‌مرگ‌دارای‌کم‌جمعیتی‌جغرافیایی‌شخصاتبین‌م‌ تر‌‌ومیر‌پایین‌ترین‌محرومیت،

 .ارتباط‌وجود‌دارد

 

‌
‌بر اساس سن      ومیر  نرخ مرگ نمودار خام . شکل 

 های تحقیق یافته: منبع

 

 

 انتخاب مدل پارامتری. 3- -4

ومیر‌‌ساده‌نگه‌داشتن‌مدل،‌از‌اختلاف‌کوچک‌بین‌نرخ‌مرگ‌منظور‌هببندی‌و‌‌برای‌مدل

‌(( 0۲0)گومپرتز،‌)‌از‌مدل‌گومپرتز‌وپوشی‌‌های‌مختلف‌در‌سنین‌بالا‌چشم‌برای‌گروه

ام‌از‌ ومیر‌برای‌فرد‌‌کنیم‌که‌در‌آن‌نیروی‌مرگ‌های‌خاص‌استفاده‌می‌با‌جداسازی‌گروه

‌:شود‌می‌حاصلرابطۀ‌زیر‌

(۲)‌                                                       

                                                                                                                     
1. Exposed to Risk 
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‌نامعلوم‌رهایپارامت بردار‌               که‌  ‌أت‌ پارامتر‌، ‌ثیر‌مزایایأت‌ ثیر‌سن،

‌ومیر‌مرگشدت‌تابع‌.‌‌استمختلف‌‌جمعیتی‌جغرافیایی‌مشخصاتثیر‌أت‌  ‌و‌  و‌بالا‌

از‌رابطه‌زیر‌محاسبه‌است‌که‌‌               متناظر‌با‌مدل‌بقای‌‌‌۲هرابط‌در‌ارائه‌شده

 :گردد‌می

(۶) 

                             
 

 

 

       
          

 
                      

                        

‌:شود‌حاصل‌میصورت‌زیر‌‌مانده‌به‌عمر‌باقی‌تابع‌چگالی‌برای‌طول

(03)‌                                                 

های‌متفاوت‌‌ومیر‌بین‌گروه‌تفاوت‌نرخ‌مرگ‌بیانگر‌  و‌  ،‌ ‌پارامترهای(‌۲)رابطۀ‌‌طبق

ساله‌که‌‌ ومیر‌برای‌فرد‌‌بیانگر‌نرخ‌مرگ‌،در‌مدل‌          ومیر‌پایۀ‌‌مرگ.‌است

‌پایین ‌مزایا ‌زندگی‌می دارای ‌محرومیت‌بیشتر ‌با ‌مناطق‌جغرافیایی‌جمعیتی ‌در ،‌کند‌و

 .است

‌

 های کامل نتایج تجربی برای مجموعه داده. 4- -4

‌‌در‌مدل‌برازش‌بهترین‌بررسی‌به‌هادام‌در ‌با‌ای‌آشیانه‌های‌مدل‌اساس‌بر‌۲رابطه

‌مختلف‌مدل‌‌3راستا‌این‌در.‌پردازیم‌می‌،  و‌‌  ،‌ پارامترهای‌‌از‌مناسب‌های‌ترکیب

‌شده‌ارائه‌زیر‌جدول‌در‌ومیر‌مرگ‌نیروی‌اساس‌بر‌ها‌مدل‌این‌ساختار.‌شود‌می‌حاصل

‌:‌است
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 ومیر بر اساس نیروی مرگمدل  4ساختار .  جدول

 ساختار مدل مدل

               

                           

                                   

                                               

 ‌های‌تحقیق‌یافته‌:منبع

 

‌‌‌0در‌جدول‌ ‌یک‌مدل‌گومپرتز‌بدون‌متغیر‌کمکی‌  مدل‌، تنها‌‌  ‌و‌  های‌‌مدل،

و‌مدل‌‌(جمعیتی‌جغرافیایی‌مشخصاتترتیب‌مقدار‌مزایا‌و‌‌به)یک‌متغیر‌کمکی‌دارای‌

‌کمکی‌‌   ‌متغیر ‌دو ‌داردهر ‌کامل، .را ‌دادۀ ‌به برای‌مجموعه ‌درستنمایی صورت‌‌تابع

ر‌را‌درنظ‌‌     نیاز‌است،‌پس‌کافی‌است‌فقط‌عامل‌‌ تنها‌برآورد‌‌لذا.‌است(‌ )رابطۀ‌

صورت‌زیر‌‌به‌  برای‌مدل‌‌     عنوان‌مثال‌رابطۀ‌‌به.‌را‌نادیده‌بگیریم‌     گرفته‌و‌

 :است

(00)‌

                                                

  

3 

               

                                                
  
  

 :شود‌میحاصل‌صورت‌زیر‌‌لگاریتم‌درستنمایی‌بهلذا‌

(00)‌

‌
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‌به‌تابع‌درستنمایی‌برای‌سایر‌مدل  ‌گردد‌طریق‌مشابه‌حاصل‌می‌ها برای‌بررسی‌نیکویی‌.

‌.کنیم‌با‌یکدیگر‌مقایسه‌می‌ها‌را‌محاسبه‌و‌آن‌(BIC)‌0معیار‌اطلاع‌بیزی‌،ها‌مدلبرازش‌

‌.است‌شده‌ارائه‌‌‌0کامل‌در‌جدول‌‌های‌همجموعه‌داد‌براینتایج‌این‌

‌
 . و برآورد خطای استاندارد برآورد پارامترها BIC، پارامترها، لگاریتم درستنمایی برآورد.  جدول 

                           ‌مدل

    ۲/00‌-00/3 ‌-‌-‌-۹0/03 ۶0- ۶3/30033‌

       03
4
 ۶۶/043‌۹۴/0‌-‌-‌-‌-‌-‌

    3/00- 00/3 0۲/3- ‌-‌-۲۲/03 ۹0‌-0۴/300 4‌

       03
4
  0/040‌۹۲/0‌۹4/04‌‌-‌-‌-‌-

   30/00- 00/3 ‌-03/3- 3۲/3- ۶4/03 0۲‌-00/303۶۴‌

       03
4
 ۶۴/040‌۹۲/0‌-‌ ۴/44‌33/34‌‌-‌-

   30/00- 00/3 00/3‌-00/3- 34/3- ۹۶/03 00‌-۷۵/4 ۰۵4 

       03
4
 0 /044‌۹۶/0‌۲ /4۹‌۴ /44‌۲۶/34‌‌-‌-

‌های‌تحقیق‌یافته‌:منبع 
‌

نه‌یا‌اصورت‌جداگ‌به)‌ و‌‌ ‌متغیرهای‌کمکی‌ی‌حاویها‌مدل،‌0براساس‌نتایج‌جدول‌

‌بهبود‌(مأتو ‌برازش‌مدل‌را ‌بخشند‌می، که‌هر‌است‌‌  برای‌مدل‌‌BICکمترین‌مقدار‌.

‌ ‌را ‌کمکی ‌متغیر ‌دارددو .‌ ‌داده‌  بنابراین ‌برای ‌بهتری ‌است‌مدل ‌موجود ‌های رای‌ب.

‌باقی‌ش‌مدلکیفیت‌برازی‌بررس ‌‌ها، ‌محاسبه‌‌به‌انحراف‌پواسونمانده ‌زیر صورت‌رابطه

‌:شود‌می

(04)‌                      
  

  
         , 

‌پارامتر‌توزیع‌پواسون‌.است‌         و‌ام‌ ‌ومیرها‌در‌سن‌مجموع‌تعداد‌مرگ   ‌که

 λشود‌از‌رابطه‌زیر‌محاسبه‌می‌0۲۴30   0  و‌‌33   0  و‌‌  ‌برای‌مدل‌:‌

                                                                                                                     
1. Bayesian Information Criterion 
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(03)‌
      

                                     

 
 

                             

‌ ‌‌               که         و
0۲۴30

  0
‌است‌ ‌‌باقی. برای‌همه‌‌انحراف‌پواسونمانده

‌‌‌مدل ‌شکل ‌در ‌است‌0ها ‌شده ‌رسم ‌می. ‌که‌مشاهده ‌اطراف‌صفر‌‌هماند‌یباق‌شود ‌در ها

‌.کنند‌یتبعیت‌نمی‌متمرکز‌و‌از‌مدل‌خاص

‌

‌
 مدل 4هر انحراف پواسون در برابر سن برای  مانده نمودار باقی.  شکل 

‌های‌تحقیق‌یافته‌:منبع

‌

‌
 

از‌صفر‌دور‌همگی‌منفی‌و‌با‌توجه‌به‌مقادیر‌ویژۀ‌ماتریس‌هسین‌در‌برآورد‌پارامترها‌که‌

‌های‌هباتوجه‌به‌مجموعه‌دادهمچنین‌‌.خواهند‌بودپذیر‌‌شناسایی‌ها‌لذا‌تمامی‌مدلهستند،‌

‌4ها‌که‌در‌جدول‌‌وسیلۀ‌فراوانی‌نسبی‌آن‌به‌ و‌‌ کامل،‌توزیع‌توام‌متغیرهای‌کمکی‌

‌.هستند‌ζاین‌مقادیر‌همان‌مقادیر‌بردار‌پارامتری‌‌.گزارش‌شده،‌برآورد‌شده‌است

‌

‌
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 برای طرح بازنشستگی جمعیتی جغرافیایی مشخصاتفراوانی نسبی سطح مزایا و . 3جدول 

‌جغرافیایی‌مشخصات

‌(C)‌جمعیتی‌

‌(B)سطح‌مزایا‌

‌(C)‌جمعیتی‌جغرافیایی‌مشخصات

‌
3‌0‌0‌

‌3/ ‌0۶/3‌34/3‌04/3‌۴پایین

‌بالا
34/3‌04/3‌3۶/3‌0 /3‌

00/3‌ ۹/3‌00/3‌0‌

‌های‌تحقیق‌یافته‌:منبع

 

 بندی بر اساس مشاهدات گمشده تحلیل و مدل.  -4

‌این‌بخش‌ ‌شبیهدر ‌را ‌گمشده ‌دادۀ ‌اطلاعات‌افراد، ‌از‌حذف‌برخی‌از ‌استفاده سازی‌‌با

‌کنیم‌می ‌به. طور‌تصادفی‌به‌چند‌بخش‌تقسیم‌و‌‌برای‌این‌منظور‌مجموعه‌داده‌کامل‌را

‌.کنیم‌ها‌را‌در‌هر‌زیر‌مجموعه‌دادۀ‌کامل‌حذف‌می‌یکی‌از‌متغیرهای‌کمکی‌یا‌هر‌دو‌آن

 

 دات گمشدهتولید مجموعه داده حاوی مشاه.  - -4

که‌شامل‌را‌مشاهدات‌گمشده،‌مجموعه‌دادۀ‌کامل‌حاوی‌‌های‌برای‌تولید‌مجموعه‌داده

نمایش‌‌‌  و‌‌  ها‌را‌با‌‌صورت‌تصادفی‌به‌دو‌زیرمجموعه‌تقسیم‌و‌آن‌به‌،فرد‌است‌ 

‌به‌دهیم‌می ‌هرکدام ‌عضو۶4۴0    و‌۶4۴3   ترتیب‌شامل‌که       )هستند

را‌حذف‌‌ )را‌مشاهده‌کردیم‌‌ تنها‌متغیر‌کمکی‌  هر‌فرد‌درکنیم‌برای‌‌فرض‌می(.‌ 

(.‌را‌حذف‌کردیم‌ )را‌مشاهده‌کردیم‌‌ تنها‌متغیر‌کمکی‌  و‌برای‌هر‌فرد‌در(‌کردیم

‌ ‌بهاین ‌را ‌زیرمجموعۀ ‌می‌دو ‌درنظر ‌جداگانه ‌بازنشستگی ‌طرح ‌دو ‌که‌‌عنوان گیریم

 ‌.هستیم‌أمصورت‌تو‌ها‌به‌بندی‌آن‌مند‌به‌مدل‌علاقه

‌لذا،‌(مجموعه‌داده‌کامل)مجموعه‌دادۀ‌ترکیبی‌توسط‌یک‌منبع‌تولید‌شده‌‌از‌آنجائی‌که

‌داده ‌بین ‌ناهمگنی ‌ندارد‌هیچ ‌وجود ‌‌ها ‌مرگ‌میو ‌قانون ‌یک ‌برای‌‌توان ‌یکسان ومیر

 .درنظرگرفت‌  و‌‌  اعضای
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‌این‌به  ‌رسته‌دلیل ‌گمشده ‌متغیرهای ‌رابط‌که ‌در ‌انتگرال ‌هستند، ‌مجمو‌‌۴های ‌یک ع‌به

‌می ‌تبدیل ‌گمشده ‌مشاهدات ‌نمونۀ ‌فضای ‌روی ‌شود‌متناهی ‌در. ‌فرد ‌هر که‌‌  برای

صورت‌زیر‌‌درستنمایی‌بهتابع‌،‌سهم‌است‌مشاهده‌نشده‌جمعیتی‌جغرافیایی‌مشخصات

 :است

(0 )‌                             
                      

         

  

فرم‌زیر‌‌متغیر‌مزایا‌مشاهده‌نشده‌است،‌سهم‌تابع‌درستنمایی‌به‌که‌  برای‌اعضای‌و‌

‌:است

(0۹)‌                             
                      

            

   

‌:است‌صورت‌زیر‌تابع‌درستنمایی‌بهبنابراین‌

(0۴)‌                          
      

   
      

   

م‌برای‌سطوح‌أاز‌تابع‌احتمال‌تو‌ پارامتر‌،ومیر‌از‌تابع‌مرگ‌ پارامترهدف‌براورد‌توأم‌

‌است‌جمعیتی‌‌جغرافیایی‌مشخصاتمزایا‌و‌ م‌أیک‌توزیع‌تو‌ساختنمنطقی‌ش‌یک‌رو.

 .‌است‌ و‌‌ برای‌‌مناسب

‌

 پذیری شناسایی.  - -4

لازم‌است‌را‌‌       ‌پارامتریپذیری‌بردار‌‌که‌برای‌شناسایی‌دو‌شرط‌ریاضیحال‌

برای‌یک‌فرد‌مشاهده‌‌ و‌ کدام‌از‌متغیرهای‌کمکی‌که‌هیچ‌کنیم‌فرض‌می.‌کنیم‌ارائه‌می

‌اجزای‌‌توسط‌سهم‌درستنمایی‌.اند‌نشده ‌متناهی‌که ‌توزیع‌آمیختۀ نتایج‌ممکن‌آن‌تمام

(B,C)را‌مولفه‌۹ل‌آمیخته‌با‌تابع‌چگالی‌احتما(‌۴)رابطۀ‌‌راساسب‌.شود‌است،‌ارائه‌می‌‌،

‌:صورت‌زیر‌نوشت‌به‌توان‌می
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(0۲)‌

                                                  
                    
                     
                    
                        

‌برایوشر‌ ‌زیر ‌است‌شناسایی‌ط ‌لازم ‌متناهی ‌آمیختۀ ‌مدل ‌پیل‌مک)‌پذیری ‌و ‌،0لاکن

0333:)‌

باید‌تابع‌چگالی‌(‌B,C)،‌مقادیر‌متفاوت‌عمرهای‌متفاوت‌سنین‌مختلف‌با‌طولبرای‌ .0

‌:باید‌داشته‌باشیم‌   یعنی‌برای‌.‌احتمال‌متفاوتی‌را‌نتیجه‌دهند

(0۶)‌                                 

ومیر‌‌تابع‌مرگ(‌B,C)بقا،‌به‌این‌معنا‌است‌که‌مقادیر‌متفاوت‌‌شرط‌در‌مورد‌تابعکه‌این‌

‌.نتیجه‌دهندبایستی‌متفاوتی‌را‌

3صورت‌‌بایستی‌به‌۹   0  برای‌‌  مقادیر .0   
 
 .باشد‌0 

‌‌ ‌است‌که ‌ذکر ‌ن‌شرطشایان ‌کافی ‌اما ‌هستند، ‌لازم ‌دیستنها ‌همکاران)، ‌و ،‌0تیترینگتون

‌‌.پذیر‌است‌شناسایی‌0۲اگر‌دو‌شرط‌بالا‌برقرار‌شد،‌مدل‌آمیخته‌در‌رابطۀ‌.‌( 0۶۲

‌شناسایی‌زمانی ‌دارد، ‌وجود ‌گمشده ‌داده ‌روش‌که ‌از ‌را ‌مدل ‌نیز‌‌پذیری ‌دیگری های

‌بررسی‌نمود‌می ‌توان ‌به. ‌ممکن‌است‌برآوردهایی ‌پارامترهای‌مدل ‌برآورد دست‌‌هنگام

و‌یا‌بسیار‌کوچک‌و‌نزدیک‌به‌صفر‌هستند‌و‌یا‌های‌بسیار‌بزرگ‌‌آیند‌که‌دارای‌واریانس

‌می ‌که ‌تعریف‌نشوند، ‌موردنظر، ‌پارامتری ‌فضای ‌در ‌است‌برآوردها ‌نتیجه‌‌ممکن توان

‌شناسایی ‌نیست‌گرفت‌مدل ‌پذیر ‌شناسایی. ‌می‌همچنین ‌را ‌مقادیر‌‌پذیری ‌طریق ‌از توان

در‌صورتی‌که‌.‌نیز‌بررسی‌نمود(‌شده‌در‌مرحله‌برآوردیابی‌حاصل)‌4ویژۀ‌ماتریس‌هسین

‌ویژه ‌به3مقادیر ‌دور ‌صفر ‌از ‌و ‌منفی ‌همگی ‌می‌، ‌نتیجه ‌آیند، ‌آماری‌‌دست ‌مدل شود

 .پذیر‌است‌شناسایی

                                                                                                                     
1. McLachlan & Peel 

2. Titterington et al 
3. Hessian Matrix 

4. Eigenvalues 
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 الگوریتم برازش. 3- -4 

‌به‌ها‌که‌داده‌زمانی آسانی‌‌بهحداکثر‌رساندن‌تابع‌درستنمایی‌ممکن‌است‌‌گمشده‌هستند،

‌نگیرد ‌‌.صورت ‌که ‌است ‌این ‌محاسباتی ‌کلی ‌بردار‌‌محدودیت‌چگونهمسئلۀ ‌روی ها

‌با‌توجه‌به‌توزیع‌توام‌‌ پارامتری‌ ‌کنترل‌ و‌‌ را بین‌صفر‌و‌یک‌‌ عناصر‌)نماییم‌،

‌ ‌آن‌شدهمحدود ‌مجموع ‌و ‌یک‌است‌اند ‌برابر ‌ها ‌بهینه‌به(. ‌هر ‌دلایل ‌مقید‌‌همین سازی

 .شود‌ریو‌استوا‌شامل‌عدم‌پایداریمعمولی‌ممکن‌است‌

‌ ‌دم‌EMالگوریتم ‌توسط ‌ابتدا ‌همکارانکه ‌و ‌‌(0۶۶۴)‌0پستر ‌شد، ‌برای‌ارائه ‌را برآورد

‌ ‌آسان ‌نمود‌میبرخی‌مسائل ‌تبدیل‌جدید‌اصلاح‌یک‌درادامه. ‌سازی‌بهینه‌مسئله‌برای

‌نیز‌و‌‌EMالگوریتم‌به‌نسبت‌تر‌سریع‌منجر‌به‌همگرایی‌قید‌که‌بدون‌سازی‌بهینه‌به‌مقید

‌می‌اولیۀ‌مقادیر‌به‌نسبت‌برآوردها‌استواری ‌می‌شود،‌متفاوت ‌شود‌ارائه ‌تبدیل‌. برای

‌بهینه ‌تبدیل‌نسبت‌لگاریتمی‌ایزومتریک‌مسئلۀ ‌از ‌بدون‌قید، ‌0سازی‌مقید‌به‌یک‌مسئلۀ

(ILR‌)حاوی‌این‌تبدیل‌‌.شود‌استفاده‌می‌ارائه‌شد،‌(0334)‌4اگزکو‌و‌همکارانکه‌توسط‌

‌ ‌از ‌فاصله ‌حفظ ‌‌kنگاشت ‌فضای ‌به ‌ساده ‌است‌    بعدی ‌در‌‌و‌بعدی بیشتر

‌داده‌و‌هتجزی ‌‌تحلیل ‌برای ‌ترکیبی ‌بردار‌سازی‌پارامترهای استفاده‌‌           مجدد

‌.شود‌می

(03) π                   

‌ ‌‌πکه ‌بردار ‌‌0  یک ‌و ‌‌ بعدی ‌ابعاد ‌با ‌ماتریس ‌که‌‌  0      یک است

‌ ‌به‌بردار‌متعامد‌  را‌برای‌ابرصفحه‌از‌یکامتعامد‌های‌‌پایه‌           های‌‌ستون

 :شود‌صورت‌زیر‌تعریف‌می‌که‌به‌دهند‌میرا‌نشان‌‌0واحدی‌

(00)‌    
 

  0
 
 
 
 
 0

 
  

0

    

  عنصر

    3   3
   

   0     عنصر
 
 
 
 

  

‌

                                                                                                                     
1. Dempster et al 

2. Isometric Log-Ratio Transform 
3. Egozcue et al 
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صورت‌‌به‌03در‌رابطه‌‌ILRموجود،‌معکوس‌تبدیل‌‌πهر‌‌برای  دست‌آوردن‌‌برای‌به 

‌:زیر‌است

(00)‌            
         

          
 
   

   
         

          
 
   

   

‌استفاده‌‌مقید‌سازی‌برای‌تغییر‌مسئلۀ‌بهینه‌ILRحال‌از‌تبدیل‌ به‌یک‌مسئلۀ‌بدون‌قید،

 :شود‌های‌زیر‌می‌شامل‌گام‌پیشنهادیسازی‌‌الگوریتم‌بهینه‌لذا‌.کنیم‌می

 .در‌نظر‌بگیرید‌     و‌‌     برای‌بردارهای‌پارامتری‌‌ای‌مقادیر‌اولیه .0

‌.محاسبه‌نمایید‌     از‌روی‌‌را‌     ‌مقدار‌ILRتبدیل‌‌براساس .0

(04)‌                   

 .جایگذاری‌نماییدهای‌فردی‌زیر‌‌با‌مولفهرا‌‌  تابع‌لگاریتم‌درستنمایی‌در‌ .4

(03)‌         

          
 
   

              

‌وسیلۀ‌را‌به‌  و‌‌  ‌مقادیر .3

(0 )‌                              
        

 .محاسبه‌نمایید‌     و‌‌     با‌استفاده‌از‌طرح‌تکراری‌نیوتن‌رافسون‌با‌مقادیر‌اولیۀ‌ . 

‌.استفاده‌نمایید‌  از‌روی‌‌‌  برای‌محاسبۀ‌‌معکوس‌را‌ILRتبدیل‌ .۹

(0۹)‌               

در‌.‌ثیر‌بگیردأتواند‌از‌انتخاب‌مقدارهای‌اولیه،‌ت‌جواب‌رابطۀ‌درستنمایی‌می‌از‌آنجائی‌که

ترین‌‌انتخاب‌شد‌که‌بیشای‌‌MLE،‌چندین‌مقدار‌اولیه‌درنظر‌گرفته‌شد‌و‌سازی‌پیاده

‌.داد‌مقدار‌را‌برای‌تابع‌لگاریتم‌درستنمایی‌نتیجه‌می

‌

‌
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 نتایج تجربی برای مجموعه مشاهدات گمشده  .4- -4 

صورت‌تصادفی‌‌مجموعه‌دادۀ‌کامل‌را‌بهابتدا‌،‌       برآوردگر‌‌تحلیل‌خصوصیاتبرای‌‌

‌بخش‌ ‌دو ‌بخش‌به ‌‌0-3مطابق‌ساختار ‌کنیم‌میتقسیم ‌دادۀ‌‌بدین‌ترتیب. ‌مجموعه دو

نماییم‌‌می‌ترکیب‌صورت‌مصنوعی‌ها‌را‌به‌آنو‌سپس‌‌گردد‌میایجاد‌‌  و‌‌  مصنوعی‌

‌می‌       برای‌برآورد‌که‌ ‌شوند‌استفاده .‌ ‌‌  و‌‌  برآوردگر‌بر‌پایۀ نمایش‌‌   با

‌می ‌‌.شود‌داده ‌با ‌تابع‌چگالی‌رابطه ‌به ‌0۲توجه ‌لگاریتم‌درستنمایی‌برای‌مجموعه ،  ‌

‌:صورت‌زیر‌است‌به

(0۴) 

                     
          

 
          

               

                            
  

 

              
          

 
                      

      

                               
  

 

              
          

 
                      

      

                               
  
  

‌:صورت‌زیر‌است‌به‌  لگاریتم‌درستنمایی‌برای‌مجموعه‌

(0۲) 
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‌ ‌یابتدا ‌‌تقسیم‌سناریو‌بار‌کتنها ‌به ‌تصادفی ‌‌  بندی ‌می‌  و ‌انجام ‌دهیم‌را برآورد‌.

‌ ‌در ‌باپارامترها ‌را ‌دهیم‌نمایش‌می‌(   )‌این‌سناریو .‌ ‌تقس‌0333سناریوی‌دیگر ‌میبار

‌داد ‌مجموعه ‌به‌ۀکردن ‌تصادف‌کامل ‌صورت ‌و ‌است ‌پارامترها‌‌نیانگیمی برآورد

(    
0

0333
     ‌ )‌ ‌و ‌‌انحرافهمچنین ‌پارامترها 03     )استاندارد

4
(‌ )     

 
0

۶۶۶
          

0
‌(  )‌را‌با‌کامل‌ۀمجموعه‌داد‌برایبرآورد‌پارامترها‌‌.نماییم‌محاسبه‌می(‌ 

‌‌.شده‌است‌ارائه‌3کلیه‌نتایج‌در‌جدول‌.‌‌دهیم‌نمایش‌می

 
 بندی مختلف پارامترها در داده کامل و گمشده با سناریو تقسیمبرآورد و انحراف استاندارد  . 4جدول 

براورد‌

‌پارامتر
                                     

   30/00‌-00/3‌00/3‌-00/3‌-34/3‌-0۶/3‌34/3‌34/3‌04/3‌04/3‌

    30/00‌-00/3‌3۲/3‌-0۴/3‌-4۴/3‌-00/3‌33/3‌ 3/3‌30/3‌33/3‌

    30/00‌-00/3‌04/3‌-04/3‌-43/3‌-00/3‌33/3‌ 0/3‌33/3‌30/3‌

    

 03
4
 

34/0۴‌00/3‌03/030‌00/44‌۶3/003‌3۶/4‌۲۴/3‌۴3/0۴‌3۶/0۴‌3۲/0۴‌

‌های‌تحقیق‌یافته‌:منبع

‌

‌ضعیف ‌برآورد ‌دلایل ‌بررسی ‌آمده‌به‌برای ‌‌دست ‌ترکیب ‌‌  از ‌  و ‌بررسی‌، به

‌‌شناسایی ‌پارامترها ‌منظور،‌.پردازیم‌میپذیری ‌این ‌مرگ‌راساسب‌برای ‌موجود‌تابع ‌ومیر

‌برای‌مقادیر‌مختلف‌‌ تابع‌ به‌صورت‌زیر‌‌ و‌با‌توجه‌به‌سطح‌پایه‌و‌سن‌‌     را

‌:‌کنیم‌تعریف‌می

                                     . 

‌ ‌‌ جدول ‌‌  مقادیر ‌مختلف ‌مقادیر ‌برای ‌نشان‌‌ایبر‌     را ‌کامل، ‌دادۀ مجموعه

  .دهد‌می
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 برای مجموعه دادۀ کامل (   )   مقادیر برآورد . ۷جدول 

‌جغرافیایی‌مشخصات

‌(C)‌جمعیتی

‌(B)سطح‌مزایا‌

3‌0‌0‌

‌3/ ‌0‌۲3/3‌۹پایین

‌4/3 ‌3/ ‌۲0/3‌۹بالا

‌های‌تحقیق‌یافته‌:منبع

‌

و‌سطح‌‌«صفر»‌جمعیتی‌جغرافیایی‌مشخصاتشود‌که‌فردی‌با‌‌مشاهده‌می‌ در‌جدول‌‌

‌«یک»او‌‌جمعیتی‌جغرافیایی‌مشخصاتمزایای‌بالا،‌با‌فردی‌که‌سطح‌مزایا‌پایین‌دارد‌و‌

این‌موضوع‌برای‌افرادی‌که‌‌.دارند(‌های‌یکسان‌در‌سن)‌مشابهی‌بسیارومیر‌‌است،‌مرگ

ها‌یک‌است،‌با‌افرادی‌که‌دارای‌مزایای‌‌آن‌جمعیتی‌جغرافیایی‌مشخصاتمزایای‌بالا‌و‌

‌ ‌است‌«دو»‌جمعیتی‌جغرافیایی‌مشخصاتپایین‌و ‌برقرار ‌نیز ‌هستند،  این‌شرایطربناب.

 .باشد‌پذیری،‌برقرار‌نمی‌شناسایی

‌شناسایی ‌م‌همچنین ‌مدل ‌در ‌پارامترها ‌داده‌شده‌طرحپذیری ‌می‌با ‌موجود، ‌از‌‌های تواند

‌ماتریس‌هسین ‌ویژۀ ‌مقادیر ‌بررسی ‌شود طریق ‌تحلیل .‌ ‌تمام ‌برای ‌ویژه ‌0333مقادیر

تر‌‌که‌دو‌مقدار‌بزرگ‌شود‌مشاهده‌می.‌شده‌است‌محاسبهسازی‌شده‌‌شبیهمجموعه‌دادۀ‌

‌ماتریس‌هسین‌ ‌نزدیکمقادیر‌ویژۀ ‌این‌است‌که‌‌بسیار به‌صفر‌هستند‌که‌نشان‌دهندۀ

های‌موجود،‌دارای‌پارامتر‌‌ماتریس‌اطلاع‌برآورد‌شده،‌رتبه‌کامل‌نیست‌و‌مدل‌برای‌داده

‌مسئله‌در‌ریسک‌مدل‌موجود‌باشدبر‌این‌ممکن‌است‌یک‌‌علاوه‌.افزونه‌است ما‌یک‌.

ومیر‌درستی‌را‌‌ایم‌که‌ممکن‌است‌نتواند‌تابع‌مرگ‌ها‌استفاده‌کرده‌برای‌دادهگومپرتز‌مدل‌

دلیل‌‌ومیر‌به‌ممکن‌است‌که‌اختلافات‌مرگ‌و‌یا‌ومیر‌منعکس‌کند‌برای‌این‌تجربۀ‌مرگ

‌به‌ویژگی ‌اجتماعی ‌و ‌مختلف‌اقتصادی ‌لگار‌های ‌روی ‌بر ‌متناسب ‌طور ‌یتم تأثیر‌خطر

‌.نگذارد

‌

‌
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 ‌

 دسترسی به اطلاعات بیشتر. 4-3

‌شناسایی‌ ‌می‌مسئلۀ ‌رخ ‌زمانی ‌هیچ‌پذیری ‌که ‌کمکی ‌متغیر ‌دو ‌که ‌به‌دهد صورت‌‌گاه
‌نشده ‌‌مشترک‌مشاهده ‌درمورداند، ‌استنباط‌بیشتر ‌‌تابع‌مرگ‌مانع‌از ‌شود‌میومیر اکنون‌.

‌بررسی ‌یثتأ‌برای ‌بیشتر ‌دادۀ ‌مجموعه ‌به ‌دسترسی ‌قرار‌‌حالتر ‌مدنظر ‌را های‌مختلفی
‌دهیم‌می ‌داده. ‌کوچکتر‌‌  ‌‌مجموعه ‌نمونۀ ‌تعداداندازۀ ‌طرح‌‌دارد‌  ‌ی‌به ‌نمایندۀ که

برای‌نشان‌دادن‌.‌ندگمشده‌نیست‌،هیچ‌اطلاعاتی‌از‌دو‌متغیر‌کمکی‌هبازنشستگی‌است‌ک
‌ ‌دادۀ ‌مجموعه ‌نتایج، ‌بزرگتر‌  استواری ‌نمونۀ ‌اندازه ‌تعداد‌با ‌گرفتهد‌  ‌به ‌نظر ‌ر

 .‌هر‌دو‌گمشده‌هستند‌ و‌‌ ‌در‌آن‌که‌نمایندۀ‌طرح‌بازنشستگی‌است‌که‌شود‌می

مجموعه‌‌بندی‌تقسیمداریم‌که‌از‌طریق‌‌  و‌‌  ‌،  ،‌  حال‌چهار‌طرح‌بازنشستگی‌
‌این‌در.‌شوند‌آورده‌میدست‌‌صورت‌تصادفی‌و‌حذف‌عوامل‌مقتضی‌به‌کامل‌به‌های‌داده

‌رویکرد ‌شده‌درصد‌به‌ ، ‌کامل‌مشاهده ‌(  )اند‌‌طور ‌شده‌‌Bدرصد‌فقط‌‌03، مشاهده
(  )‌‌ ‌ و‌‌ مانده‌هر‌دو‌‌درصد‌باقی‌  و‌در‌(‌  )مشاهده‌شده‌‌ درصد‌فقط‌‌03،

‌.است‌0343۲   و‌‌۶4۴   ،‌4۴3۲      رو‌‌از‌این(.‌  )اند‌‌مشاهده‌نشده
‌ ‌می‌0333تصادفی‌‌بندی‌تقسیماین‌نحوه ‌تکرار ‌بن‌.شود‌بار درستنمایی‌‌تابع‌سهمابراین

‌:صورت‌زیر‌است‌به(‌بدون‌مشاهده‌گمشده)‌  برای‌هر‌فرد‌در‌

(0۶)‌                             
                          

 :لذا

                             
(43) 

       
          

 
                                

             

                                                 
    

‌:صورت‌زیر‌است‌به(‌گمشده‌ و‌‌ هر‌دو‌)‌  درستنمایی‌برای‌افراد‌در‌‌تابع‌سهم‌و

(40)‌                             
                     

         

 

            

 



 

 

 
44 

زیه
تج

و‌
دل

ل‌م
حلی

ت
‌

گ
مر
ی‌

ها
‌

ر‌
ومی

فی
صاد

ی‌ت
دگ

مش
‌گ
ی
ارا
ی‌د

مک
ی‌ک

رها
تغی
ا‌م
ب

‌

‌:در‌نتیجه‌داریم 

(40)‌

                
          

 
                      

     
   

         
          

 
                            

      

         
          

 
                             

    
   

         
          

 
                           

          
   

         
          

 
                             

    
   

         
          

 
                           

          
    

های‌‌دست‌آمده‌از‌مجموعه‌داده‌مقادیر‌برآورد‌پارامترها‌و‌خطاهای‌استاندارد‌بهدر‌ادامه،‌
‌ ‌مختلف‌را ‌هم ‌میبا ‌کنیم‌مقایسه ‌‌هابرآورد. ‌داده ‌مجموعه ‌اساس‌ترکیب‌چهار با‌)بر
یعنی‌(‌مشخص‌شده‌     با‌)‌  و‌‌  ،‌  ،‌براساس‌ترکیب‌(مشخص‌شده‌     

بدون‌)‌  اند؛‌و‌تنها‌برای‌‌مشاهده‌نشده‌ و‌ به‌غیر‌از‌مجموعه‌داده‌بزرگتر‌که‌هر‌دو
‌‌.گیریم‌را‌در‌نظر‌می(‌داده‌گمشده‌ولی‌اندازه‌نمونۀ‌خیلی‌کوچک

مجموعه‌‌میبار‌تقس‌کیبرآورد‌پارامترها‌در‌‌،(  )کامل‌‌ۀمجموعه‌داددر‌‌برآورد‌پارامترها

‌به ‌کامل ‌تصادف‌داده ‌(   )‌یصورت ‌خطاها، ‌آن‌یبرآورد ‌‌استاندارد 03         )ها
4

)‌،
‌‌نیانگیم ‌پارامترها ‌تقس‌‌0333وسیله‌بهبرآورد ‌داد‌میبار ‌مجموعه کامل‌‌های‌ه‌کردن

‌تصادف‌به     )‌یصورت
0

0333
     )‌ ‌خطا‌نیانگیم، ‌انحراف‌‌یبرآورد ‌و استاندارد

‌پارامترها ‌‌استاندارد ‌ترتیب         )‌به
0

0333
         0333 )‌‌      و

 
 

۶۶۶
          

0
‌.نمایش‌داده‌شده‌است‌۹محاسبه‌و‌در‌جدول‌‌0333  
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‌ ‌کامل ‌دادۀ ‌مجموعه ‌از ‌حاصل ‌نتایج ‌با ‌را ‌برآوردها ‌)این ‌جدول ‌اول ‌۹خط مقایسه‌(
‌منف‌.کنیم‌می ‌از ‌استفاده ‌با ‌استاندارد ‌تجربی‌برآورد‌ی‌خطاهای معکوس‌ماتریس‌اطلاع
از‌این‌رو‌برآورد‌خطای‌استاندارد‌.‌است‌     ،‌شامل‌ در‌بخش‌‌برآوردپروسۀ‌.‌اند‌شده
این‌روش‌.‌نیازمند‌این‌است‌که‌از‌روش‌دلتا‌برای‌توابع‌برداری‌استفاده‌شود‌     ‌برای

‌00،‌همان‌رابطه‌تابع‌مورد‌استفاده.‌شود‌میستفاده‌ا‌ استاندارد‌‌تنها‌برای‌برآورد‌خطاهای
‌:صورت‌زیر‌است‌بعدی‌به‌ ‌برداری‌،‌یک‌πابع‌مد‌نظر‌نسبت‌بهراین‌مشتق‌تببنا.‌است

(44)‌
  
  

                                       
 
   

 
   

          
 
    

        

‌ ‌است‌       که ‌واریانسبنابراین. ‌تقریبی‌به‌آن‌، ‌رابطه‌طور ‌             ‌‌از
معکوس‌ منفیکه‌از‌طریق‌‌ی‌استماتریس‌واریانس‌کوواریانس‌‌Σدر‌آن‌،‌کهدشو‌یحاصل‌م

در‌نهایت‌با‌جذر‌.‌شود‌میحاصل‌ π مده‌در‌برآورد‌بردار‌پارامتریآ‌دست‌ماتریس‌هسین‌به
‌.گردد‌یحاصل‌م   گرفتن‌از‌رابطۀ‌فوق،‌خطای‌استاندارد‌مربوط‌به‌بردار‌پارامتری

‌با‌برآوردهای‌به‌شود‌میمشاهده‌‌   و‌‌   ‌طور‌که‌از‌مقادیر‌همان دست‌‌برآورد‌پارامترها
‌اساس‌مجموعه‌دادۀ‌کامل،‌مطابقت‌دارند‌آمده‌بر هایی‌از‌مجموعه‌داده‌‌،‌چون‌بخشاما.

‌می ‌خارج ‌استنباط ‌از ‌‌کامل ‌برآوردشدشوند، ‌استاندارد ‌خطای ‌پارامترها دلیل‌‌به‌      ۀ
‌.یابد‌افزایش‌می‌تر‌بودن‌اندازه‌نمونه‌کوچک
که‌‌استبه‌این‌دلیل‌‌  و‌‌  ،‌ برآورد‌شده،‌برای‌پارامترهای‌‌اردخطای‌استاندافزایش‌
ومیر‌بر‌پایۀ‌مزایا‌و‌مشخصات‌جغرافیایی‌جمعیتی،‌وابسته‌به‌متغیرهایی‌‌های‌مرگ‌تفاوت

‌.تری‌دارد‌این‌امر‌تأثیر‌کم‌βو‌‌ برای‌پارامترهای‌.‌است‌که‌گاهی‌اوقات‌گمشده‌هستند
شده‌است‌و‌خط‌مبنا‌برای‌همه‌‌رای‌تمام‌افراد‌مشاهدهبه‌این‌دلیل‌که‌متغیر‌کمکی‌سن‌ب
‌طرح ‌داده ‌مجموعه ‌چهار ‌در ‌بازنشستگی‌شبیه‌افراد ‌مشترک‌است‌سازی‌های این‌‌.شده،

‌بیشتر‌هنگام‌مقایسۀ‌‌تفاوت ‌‌خطای‌استانداردها ‌  برآورد‌شده که‌از‌هر‌‌وقتی‌   و‌‌   ،
‌ ‌بازنشستگی ‌طرح ‌طرح‌       چهار ‌اساس ‌بر ‌فقط ‌برآورد ‌بازنشستگی‌‌با های

 .شوند‌شود،‌تأیید‌می‌استفاده‌می‌‌     

توان‌‌می،‌مشابه‌قبل‌     مجموعه‌داده‌‌3پذیری‌مدل‌کامل‌با‌‌ی‌بررسی‌شناساییبرا
‌محاسبه‌نمود ‌را ‌ماتریس‌هسین‌حاصل‌از‌برآورد‌هر‌چهار‌مجموعه‌داده، .‌مقادیر‌ویژه
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و‌‌یمنف‌یهمگ‌ژهیو‌ریداده‌گمشده،‌مقاد‌تصادفی‌طرح‌0333ام‌که‌در‌تم‌شود‌یمشاهده‌م 
‌برابر‌ها‌یسازهیدر‌تمام‌شب‌صفربه‌‌ژهیمقدار‌و‌نیتر‌کینزد‌همچنین‌.دور‌از‌صفر‌هستند

‌.است‌ریپذ‌ییشده،‌شناسا‌یمدل‌بررس‌بنابراین.‌است‌-‌۶4/۶با
 

 سناریوهای مختلفبرآورد پارامترها و برآورد خطای استاندارد مربوطه در  . ۶ جدول

مجموعه‌
‌داده

                                     ‌برآورد

‌0۶/3‌34/3‌34/3‌04/3‌04/3-‌34/3-‌00/3-‌00/3‌00/3-‌30/00    کامل

      

    3۹/00‌-00/3‌3۲/3‌-0۹/3‌-4۶/3‌-0۶/3‌30/3‌34/3‌03/3‌04/3‌

        

 03
4
 

0۹/04۹‌۴0/0‌۶۹/۹۴‌0۹/۹4‌۴0/۲3‌۹۶/۹‌3۲/3‌33/۶‌۶3/۴‌۶3/۴‌

    3 /00‌-00/3‌0۲/3‌-0۶/3‌-4۹/3‌-0۶/3‌34/3‌34/3‌04/3‌04/3‌

       

 03
4
 

30/04۹‌۴0/0‌30/۹۲‌۹ /۹0‌0۹/۲0‌۶3/۹‌۹۲/3‌33/۶‌۶3/۴‌۹۹/۴‌

    

 03
4
 

3۶/0 ‌0۶/3‌۶۴/ 3‌ ۲/3۲‌0۶/۹4‌03/۹‌3۲/3‌ ۹/۲‌43/۴‌3۴/۴‌

  
    

     0/00‌-00/3‌03/3‌-0۶/3‌-3۴/3‌-0۶/3‌30/3‌34/3‌03/3‌04/3‌

        

 03
4
 

00/0۶۶‌ 0/0‌3۶/۴۴‌30/۹۶‌0۶/۶3‌۹۶/۹‌3۶/3‌33/۶‌۶ /۴‌۶0/۴‌

    34/00‌-00/3‌03/3‌-00/3‌-30/3‌-0۶/3‌34/3‌34/3‌04/3‌04/3‌

       

 03
4
 

۹0/033‌ 3/0‌3 /۴3‌3۹/۹۹‌  /۲۲‌۶ /۹‌۹۶/3‌3 /۶‌۶ /۴‌۹۴/۴‌

    

 03
4
 

40/0 3‌۶۴/0‌۴4/ ۶‌۶۴/ 3‌4۶/۴0‌30/۹‌ ۴/3‌3 /۲‌4۲/۴‌4۴/۴‌

   

     3/00‌-00/3‌0۹/3‌-04/3‌-۹۹/3‌-0۶/3‌30/3‌3 /3‌03/3‌00/3‌

        

 03
4
 

 0/۹00‌۴3/۴‌4۴/0۴4‌۶0/0 3‌ 0/00۴‌۶3/00‌4۹/3‌0 /0۹‌33/00‌4 /03‌

     0/00‌-00/3‌00/3‌-00/3‌-33/3‌-0۶/3‌34/3‌34/3‌04/3‌04/3‌

       

 03
4
 

۶۴/۹33‌۹۹/۴‌ ۴/0۹۹‌0 /0 0‌3 /0۶۶‌۲3/00‌03/ ‌0 /0۹‌03/00 ۶۲/03‌

    

 03
4
 

3۴/۹43‌04/۲‌۶ /0 0‌30/03۹‌00/0۶3‌۹۶/00‌30/ ‌۶3/0 ‌۲۹/03‌۴3/03‌

‌های‌تحقیق‌یافته‌:منبع
‌
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 بررسی تأثیر مالی در استنباط آمار براساس مشاهدات گمشده. 4-4 

 مستمریومیر و عامل  بررسی نرخ مرگ  . -4-4

در‌یک‌صندوق‌‌های‌نقدی‌دۀ‌ارزش‌فعلی‌جریانننشان‌ده‌  متغیر‌تصادفی‌فرض‌کنید‌‌

‌ ‌عضو ‌برای ‌طول‌ بازنشستگی ‌در ‌است‌که ‌باقی‌ساله ‌دریافت‌‌عمر ‌را ‌آن ‌خود مانده

طور‌پیوسته‌پرداخت‌شود،‌‌یک‌واحد‌هر‌ساله‌بهبه‌میزان‌‌جریان‌نقدی‌اگر‌این‌.کند‌می

صورت‌زیر‌‌و‌به‌نمایش‌  ،‌عامل‌مستمری‌نامیده‌شده‌که‌با‌  ‌مقدار‌مورد‌انتظار‌برای

‌:(0،‌0304دیکسون‌و‌همکاران)‌شود‌محاسبه‌می

(43)‌                         
003  

3
  

‌‌دلیل‌گمشدگی‌داده‌به صورت‌‌به‌          گیری‌‌توزیع‌نمونه‌،ه‌استتوابس‌  به‌‌  ها،

‌Σ ‌ماتریس‌واریانس‌کوواریانس‌و   با‌میانگین‌0نرمال‌چندمتغیره‌دارای‌توزیع‌مجانبی

‌.شود‌برآورد‌می‌4فی‌معکوس‌ماتریس‌اطلاع‌فیشراز‌طریق‌منΣ ‌که‌،است

درصد‌تغییر‌آن‌ و‌‌مقادیر‌عامل‌مستمری،‌ومیر‌و‌عامل‌مستمری‌نرخ‌مرگبرای‌بررسی‌‌

‌عامل‌مستمری‌در‌مدل .‌شده‌است‌ارائه‌۴محاسبه‌و‌نتایج‌در‌جدول‌‌  ‌در‌مقایسه‌با

‌با‌مشاهد تجزیه‌و‌.‌شوند‌میدر‌نظر‌گرفته‌       ‌هر‌چهار‌طرح‌اتبرآورد‌پارامترها

انجام‌‌سال‌۴0و‌‌ ۹های‌‌و‌دو‌فرد‌به‌سندرصد‌‌4و‌‌‌0تحلیل‌عددی‌برای‌دو‌نرخ‌بهره

‌استشد ‌ه ‌بازنشستا. ‌معمول ‌سن ‌همان ‌سن، ‌به گیولین ‌سن ‌دومین تقریبی،‌‌طور‌و

‌.‌میانگین‌سن‌افراد‌زنده‌در‌مجموعه‌داده‌کامل‌در‌زمان‌اتمام‌دوره‌مشاهده‌است

‌ ‌نشان ‌که‌مینتایج‌جدول ‌محاسبه‌برای‌سن‌دهد ‌نرخ‌بهره ‌دو ‌بین‌‌های‌انتخابی‌و شده،

و‌ اجتماعی-اقتصادیͬ کمکیبر‌متغیرهای‌‌مبتنیدست‌آمده‌از‌مدل‌‌های‌مستمری‌به‌عامل

این‌اختلافات‌برای‌.‌وجود‌دارد توجهیهای‌قابل‌‌تفاوت    ز‌مدلدست‌آمده‌ا‌مقادیر‌به

‌پایین ‌بهره ‌‌تر،‌نرخ ‌که ‌است ‌اینبیشتر ‌‌بیانگر ‌که ‌است ‌است،‌وقتی ‌پایین ‌بهره نرخ

                                                                                                                     
1. Dickson et al 
2. Multivariate Normal Distribution 

3. Fisher Information Matrix 
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‌مهمو‌مرگ  ‌عامل‌خطر ‌تری‌برای‌مستمری‌است‌میر ‌از‌. ‌مالی‌استفاده برای‌بررسی‌تأثیر

را‌بررسی‌نمود‌که‌نتیجۀ‌آن‌وابسته‌به‌توان‌الزام‌سرمایه‌‌ومیر‌معرفی‌شده،‌می‌مدل‌مرگ

‌.ومیر‌است‌عامل‌مستمری‌و‌در‌نتیجه‌مدل‌مرگ

‌
‌ های بهره مختلف نرخ و    ات بر اساس مدل، درصد تغییرمستمریمقادیر. ۵جدول 

‌بندی‌تقسیم مجموعه‌داده‌سن
  ٪0    ٪4  

 درصد‌تغییر    درصد‌تغییر   

۹ ‌
      

‌

   ۴۴/0۹‌-‌۴3/04‌-‌

      3 ۹0/0 ‌۶4/۹-‌۶3/00‌۲0/ -‌

      3 00/0۹‌۶4/4-‌0 /04‌0۹/4-‌

      0  ۴/0۹‌00/0-‌ ۹/04‌۶۲/3-‌

      0 3۲/0۴‌۲3/0‌۶0/04‌ 3/0‌

      0 ۶ /0۴‌30/۴‌3۶/03‌۴۴/ ‌

      0 3۴/0۲‌03/03‌۹0/03‌۹۹/۹‌

۴0‌      

   ۶۲/00‌-‌30/00‌-‌

      3 ۶3/00‌44/۲-‌00/03‌0۲/۴-‌

      3 4۹/00‌۴۲/3-‌ ۴/03‌0 /3-‌

      0 ۴۲/00‌ 3/0-‌۲۲/03‌40/0-‌

      0 0۹/04‌03/0‌00/00‌۲4/0‌

      0 3۴/03‌43/۲‌۲0/00‌0۹/۴‌

      0  ۹/03‌00/00‌۶3/00‌0۶/۲‌

‌های‌تحقیق‌یافته‌:منبع

 

  ریسک برآورد نادرست الزام سرمایه  . -4-4

ترکیب‌و‌رح‌بازنشستگی‌موجود،‌هدف‌این‌بخش‌نحوه‌کاهش‌الزام‌سرمایه‌براساس‌ط

 ‌.است‌ومیر‌دیگر‌با‌هدف‌تخمین‌پارامترهای‌نرخ‌مرگبا‌های‌بازنشستگی‌‌طرح
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0برای‌محاسبه‌(‌030۹)‌0ریچارد‌رویکرد‌از‌با‌استفاده 
SCRبزرگی‌از‌‌ۀمجموع،‌بر‌اساس‌

‌ارزیابی ‌جایگزین، ‌پارامتر ‌می‌مقادیر ‌انجام ‌مستمری ‌پرتفوی ‌کل ‌از ‌مکرری .‌دهیم‌های

الزام‌سرمایه‌ناشی‌‌.شود‌نشان‌داده‌می‌    با‌‌ عنوان‌تابعی‌از‌پارامتر‌‌مقدار‌پرتفوی‌به

‌:شود‌مترها‌با‌برآورد‌نادرست،‌به‌شرح‌زیر‌محاسبه‌میااز‌ریسک‌پار

(4 )‌ 
 چندک   ۶۶ تابع    

 میانگین    
 0  033  

‌ ‌میانگین ‌و ‌صدک ‌برآورد ‌یافتن ‌‌    برای ‌شبیه‌03333، ‌‌مقدار ‌برای ‌شده ‌ سازی

سازی‌‌مقدار‌شبیه‌امین نمایش‌داده‌و‌‌‌  سازی‌شده‌را‌با‌‌مقادیر‌شبیه.‌شود‌محاسبه‌می

‌:شود‌صورت‌زیر‌محاسبه‌می‌به(‌     )شده‌برای‌پرتفوی‌

(4۹)‌                  

 

  0

  

ریسک‌برآورد‌‌بنابراین.‌است‌ام دهنده‌مبلغ‌مستمری‌شخص‌‌نشان‌  ‌این‌رابطه،‌که‌در

‌بهنادرست‌الزام‌سرمایه‌ به‌سه‌روش‌محاسبه‌‌  برای‌طرح‌بازنشستگی‌عنوان‌مثال‌‌را

 :کنیم‌می

 استفاده‌از‌داده‌ ومیر‌‌پارامتر‌تابع‌مرگ‌ .‌شود‌برآورد‌می‌  های‌موجود‌در‌‌فقط‌با

،‌ دلیل‌نبود‌‌پذیری‌به‌منظور‌ساده‌نگه‌داشتن‌کارها‌و‌جلوگیری‌از‌مسئلۀ‌شناسایی‌به

‌مرگ ‌‌تابع ‌مدل ‌مانند ‌آن‌  ومیر ‌پارامترهای ‌که ‌می‌است ‌حداکثر‌‌را ‌با توان

 .درستنمایی‌تخمین‌زد

 پارامترهای‌تابع‌مرگ‌ ‌ترکیب‌طرح‌تمام ‌از ‌استفاده ‌با ‌     های‌‌ومیر ‌از طریق‌،

 .شوند‌های‌گمشده،‌برآورد‌می‌رویکرد‌داده

 مرگ‌ ‌تابع ‌پارامترهای ‌طرح‌تمام ‌ترکیب ‌از ‌استفاده ‌با ‌‌ومیر برآورد‌‌     های

 .شوند‌می

                                                                                                                     
1. Richards 
2. The Solvency Capital Requirement 
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‌برای‌برای‌طرح‌بازنشستگ  که‌در‌این‌طرح‌هر‌دو‌متغیر‌‌کنیم‌میتکرار‌‌   یاین‌کار‌را

‌است کمکی ‌موجود ‌ناد‌اتالزام. ‌برآورد ‌ریسک ‌برای ‌دو‌سرمایه ‌این ‌براساس رست

‌.است‌نشان‌داده‌شده‌۲رویکرد‌و‌دو‌نرخ‌بهره،‌در‌جدول‌

‌
های  و طرحۀ فرضی اساس دو نرخ بهر بر    و     الزام سرمایه برای طرح بازنشستگی . ۸جدول 

 ومیر  برای برآورد نرخ مرگ مورد استفاده

‌ها‌نمونه‌سرمایه نرخ‌بهره‌و‌الزام

               ‌  طرح‌بازنشستگی‌

‌٪‌4٪‌0٪‌4٪‌0٪‌4٪‌0نرخ‌بهره

‌٪‌0۴/0٪‌۲0/0٪‌۹0/0٪0/ ‌۶٪‌3۶/0٪‌43/0الزام‌سرمایه

               ‌  طرح‌بازنشستگی‌

‌٪‌4٪‌0٪‌4٪‌0٪‌4٪‌0نرخ‌بهره

‌٪‌۹0/3٪ /‌۴۶٪3/0 ‌٪‌۲۲/0٪‌34/0٪‌0۹/0الزام‌سرمایه

‌های‌تحقیق‌یافته‌:منبع

‌

ها‌برای‌برآورد‌‌شود‌که‌در‌نظر‌گرفتن‌سایر‌مجموعه‌داده‌میمشاهده‌از‌نتایج‌این‌جدول‌

‌برای‌وقتی‌درنظر‌گرفتن‌مشاهدات.‌تواند‌الزام‌سرمایه‌را‌کاهش‌دهد‌ومیر،‌می‌نرخ‌مرگ

‌آن ‌در ‌تمامی‌آن‌که ‌متغیرهای‌کمکی‌یا ‌بعضی‌از ‌را‌‌ها ‌نمونه ‌اندازه ‌هستند، ‌گمشده ها

د‌که‌در‌نده‌این‌نتایج‌نشان‌می.‌شود‌افزایش‌داده‌و‌سبب‌کاهش‌عدم‌حتمیت‌پارامتر‌می

گیری‌را‌‌پذیری‌‌برآورد‌نمونه‌تواند‌تغییر‌هایی‌با‌مشاهدات‌گمشده،‌می‌نظر‌گرفتن‌نمونه

‌سرمایه‌شود ‌نوبه‌خود‌سبب‌کاهش‌الزام ‌به ‌راه‌.کاهش‌دهد‌و دست‌‌های‌به‌و‌یکی‌از

زنشستگی‌های‌مختلف‌با‌های‌تجربی‌از‌طرح‌آوردن‌چنین‌مشاهدات‌اضافی،‌ترکیب‌داده

‌.میر‌یکسانی‌پیروی‌کنند‌و‌ها‌از‌قانون‌مرگ‌است‌با‌این‌فرض‌که‌اعضای‌آن‌طرح

‌

‌

‌
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 بندی و پیشنهادها       جمع. ۷ 

‌ا ‌ترک‌پژوهش‌نیدر ‌‌یها‌داده‌بیبه ‌از ‌بازنشستگی‌طرححاصل ‌‌های ‌بافرضمختلف،

متفاوت‌‌کمکی‌رید،‌اما‌اطلاعات‌متغندار‌عمر‌آتی‌طول‌یبرا‌یکسانیکه‌قانون‌احتمال‌این

‌شداست ‌پرداخته ،‌ ‌متغ. ‌‌یحت‌کمکی‌یرهایاگر ‌مرگ‌کیدر ‌باشد‌ریوم‌تجربه ،‌گمشده

‌‌.ها‌استفاده‌کرد‌ن‌روشیتوان‌از‌هم‌یم

‌ ‌داده‌هبهمچنین ‌برا‌یها‌دست‌آوردن ‌ما‌وچکیک‌رمجموعۀیز‌یکامل ‌به ‌اعضا ‌این‌از

‌داده‌یم‌را‌امکان ‌‌یها‌دهد ‌دو ‌از ‌تلف‌ایحاصل ‌هم ‌با ‌را ‌تجربه ‌‌قیچند ‌از موانع‌و

‌‌.میکن‌یریجلوگ‌پذیری‌شناسایی ‌عمل‌جهینتاین ‌لحاظ ‌زدارد‌تیاهم‌یاز دست‌‌به‌رای،

مختلف‌ممکن‌است‌‌یبازنشستگ‌یها‌صندوق‌یهمه‌اعضا‌یآوردن‌اطلاعات‌کامل‌برا

‌.‌گران‌باشد‌ایدشوار‌

‌‌می‌شده‌مطرح‌یها‌روش ‌برای ‌تواند ‌براساس‌‌مورد‌یمال‌های‌کمیتمحاسبه علاقه

‌برامستمری‌های‌عامل ‌باشد‌دیمف‌ها‌سنج‌بیم‌ی، مختلف‌با‌‌یها‌مجموعه‌داده‌‌روش‌نیا.

پارامتر‌‌یسکو‌ر‌شی،‌اندازه‌نمونه‌را‌افزابیمشابه‌را‌با‌هم‌ترک‌ایبرابر‌‌ریوم‌تجربه‌مرگ

‌کاهش‌ ‌بنابرا‌میرا ‌کاهش‌نیدهد، ‌به ‌شوند‌می‌هیسرما‌الزام‌منجر -یاقتصاد‌یرهایمتغ.

بودن‌‌نییدر‌صورت‌پا‌یی‌جمعیتیایو‌مشخصات‌جغراف‌مزایااز‌جمله‌سطح‌‌یاجتماع

‌.رندیگ‌یمورد‌توجه‌قرار‌م‌شترینرخ‌بهره‌ب

،‌افزونه‌پارامتر‌تیمربوطه‌در‌وضع‌یها‌توان‌بدون‌کنار‌گذاشتن‌داده‌یم‌ایآ‌که‌بررسی‌این

‌آمار ‌نگرفته‌،کرد‌یاستنباط ‌قرار ‌بررسی ‌مورد ‌و‌مساله ‌در‌‌یم‌مسئله‌نیا‌است تواند

‌مثبتمعین‌‌شریاطلاع‌ف‌سیکه‌ماتر‌یهنگام‌رایبهتر‌حل‌شود،‌ز‌یزیاستنباط‌بچارچوب‌

‌(.0‌،0303وانتانابه)‌ندارد‌ینرمال‌مجانب‌عیتوز‌ماکسیمم‌درستنمایی،،‌برآوردگر‌یستن‌اکید

‌ ‌مفروضات‌مدلهمچنین ‌از ‌‌‌یکی ‌اختلافات‌مرگ‌بود‌اینبندی ‌گروه‌و‌که ‌بین های‌‌میر

عبارت‌‌کی‌لیو‌تحل‌هیو‌تجز‌ریلذا‌تأث.‌کند‌تغییر‌نمی‌اجتماعی‌با‌افزایش‌سن-اقتصادی

 .ردیمدنظر‌قرار‌گ‌یآت‌یها‌یدر‌بررس‌تواند‌یاثر‌متقابل‌م

                                                                                                                     
1. Watanabe 
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  ملاحظات اخلاقی

 حامی مالی

‌.این‌مقاله‌حامی‌مالی‌ندارد

 مشارکت نویسندگان 

‌.اندتمام‌نویسندگان‌در‌آماده‌سازی‌این‌مقاله‌مشارکت‌کرده

 تعارض منافع
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