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ویژگی های هندسی و ریاضی در ساختار چفد پنج او هفت تند در 
پوشش تاق آهنگ ایرانی
نيما ولی بيگ*     فاطمه مهدی زاده سراج**    فرهاد تهرانی***   

* دانشجوی دكترا مرمت بنا و بافت تاریخی، دانشگاه هنر اصفهان )نویسنده مسئول(.  
n.valibeig@aui.ac.ir  &   nima876@yahoo.com 

** استادیار دانشكده معماری  و شهرسازی، دانشگاه علم وصنعت، تهران.
*** دانشیار دانشكده معماری و شهرسازی، دانشگاه شهیدبهشتی، تهران.

چکيده
از  یكی  جسته اند؛  بهره  ایرانی  تاق آهنگ  پوشش های  ساخت  برای  گوناگونی  چفدهای  از  زمان،  گذر  در 
متداول ترین این چفدها، چفد پنج او هفت است. شیوه كشیدن و پیاده سازی این چفد ریخت های گوناگونی را 
پدید آورده است كه همگی به نام چفد پنج او هفت خوانده می شود. هركدام از این چفدها ویژگی های هندسی و 
ریاضی گوناگونی دارند. یكی از مسائل مهمی كه منجر به تألیف كتاب مفتاح الحساب توسط غیاث الدین جمشید 
كاشانی در قرن نهم هجری شد، محاسبه مصالح به كاررفته در تاق ها و گنبدها بود. روش های ارائه شده در این 
مقاله ادامه ای است بر روش های محاسبات فوق. با به دست آمدن طول كمان هر چفد می توان با توجه به شیوه 
آجرچینی آن و ارتفاع ملات مابین آنها با تناسبی ساده تعداد آجر )یا هر مصالح دیگری كه تاق با آن اجرا شده 
است( را محاسبه كرد. هم چنین می توان از این محاسبات برای بارگذاری و سایر اندازه های مورد نیاز در آنالیز 
استاتیكی و دینامیكی سازه های ازگ )azag( به ویژه سازه های سنتی بهره برد. این مقاله به شیوه های گوناگون 
كشیدن و آنالیز ریاضی و هندسی آنها پرداخته، فرم های پدید آمده را باهم مقایسه كرده است. با بررسی های 
انجام شده، مشخص شد كه نه تنها این چفدها كه نام یكسان دارند ازلحاظ بلندا و دیگر  ویژگی های هندسی 
مانند مركز سطح و جرم همانند نیستند، بلكه  ازلحاظ  ریاضی )طول كمان، مساحت و...( نیز دارای ویژگی های 

متفاوتی هستند. 

كليدواژه ها: چفد، پنج او هفت، تاق آهنگ، آنالیز هندسی، آنالیز ریاضی

تاریخ دریافت مقاله: 90/2/22
تاریخ  پذیرش مقاله: 91/4/19
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مقدمه و طرح مسئله 
در  چوب  آن  بخش های  بیش تر  در  كه  سرزمینی  در 
روی  سرپناه هایی  ساخت  به  معماران  نیست،  دسترس 
آورده اند كه هم پاسخگوی نیاز كاربردی فضا باشد و هم از 
ساخت مایه های بوم آورد )محلی( در آن بهره جسته باشند.

از این رو، در پوشش های ازگاز كمان، چفد، تویزه و تاق تا 
گنبد و تاق نما از فرم های خمیده كمك گرفته اند. درمیان 
چفدها، چفد پنج او هفت از پركاربردترین آنها می باشد، 
این چفد به شیوه های گوناگونی ترسیم شده است كه هم 
گوناگونی   توانایی های  باربری  ازجهت  هم  و  فرم  ازجهت 
دارند. این مقاله با ترسیم دقیق آنها و مقایسه بخش های 
گوناگون این  چفدها برای مهندسان سازه و افرادی كه در 
مدل كردن بناهای تاریخی دربرابر نیروها به ویژه زمین لرزه 
كار می كنند، سودمند خواهد بود و ازسوی دیگر، راه گشایی 
حاصله  نتایج  مقایسه  با  كه  سنتی  معماران  برای  است 
می تواند  مقاله  این  همچنین،  برگزینند.  را  صحیح  شیوه 
در انتخاب روش اجرایی صحیح و مسائل مربوط به متره، 
تهیه صورت وضعیت  و  نظر  مورد  و حجم مصالح  برآورد  
كارا باشد. محاسبات ریاضی  و هندسی مورد نظر ازلحاظ 
پایداری تاق مورد نظر دربرابر زمین لرزه و سایر نیروهای 

جانبی نیز می تواند راهگشا باشد.  
چفدهای  و  پوشش ها  روی  كه  پیشین  پژوهشگران 
معماری ایرانی تحقیق كرده اند، كمتر به جنبه های هندسی 
آن پرداخته اند. آندره گدار در كتاب آثار ایران یك بخش 
)گدار،  داده  اختصاص  ایرانی  تاق های  به  كامل  به طور  را 
1375(، وی در این بخش تاق ها را با توجه به تكنیك های 
ویلبر  دونالد  و  گلمبك  لیزا  است.  كرده   بررسی  ساخت 
بررسی كرده اند  )گلمبك، 1374(.  را  تاق ها و چفدها  نیز 
ترسیم  اشتباه   كتاب  این  در  از چفدها  بسیاری  متأسفانه 

پوپ  آپهام  آرتور  و  بزنوال  رولان  همچنین  است.  شده 
نیز با دید تكنیكی و تاریخی  به تاق ها و چفدهای ایرانی 
معماریان  و  پیرنیا  نیز  ایرانی  پژوهشگران  از  پرداخته اند. 
در این زمینه پژوهش هایی انجام داده اند. آنها نیز بیش تر 
به جنبه های تكنیكی و تنها به شیوه  ترسیم اشاره كرده اند. 
اجزا  مقایسه   و  محاسباتی  دید  با  تاق ها  و  چفدها  بررسی 
توسط  بار  نخستین  برای  هندسی  دید  با  و شكل چفدها 

نگارندگان انجام  پذیرفته است.

كمان، چفد، تویزه، تاق آهنگ
كمان یا قوس را می توان خمی دانست كه بخشی از یك 
دایره،  از یك  مانند بخشی  است  شكل هندسی مشخص 
هذلولی یا هر منحنی شناخته شده هندسی؛ درصورتی كه 
)پیرنیا،  دانست  كمان  چند  از  آمیزه ای  توان  می  را  چفد 
1378: 45(. كمان و چفد اثر قلمبر روی كاغذ، چوب یا گچ 
روی سطح زمین )نكیزكردن( است، پس دارای ضخامت 
 )x,y( عرض  و  دارای طول  فقط  ریاضی  به زبان  و  نیست 
قالبی  و  كنند  نكیز  زمین  روی  را  چفد  این  هستند.  اگر 
از گچ بسازند، به آن شابلون یا تویزه گچی یا لنگه   گچی 
از این شابلون می توان برای ساخت  می گویند )تصویر1(. 
دو  است  كافی  گرفت.  كمك  ایرانی  باربر    معماری  عنصر 
ستون عمودی ساخته، این شابلون را روی آن در صفحه ای 
عمود بر سطح زمین واداشته )نصب كرده( و پیرامون آن 
تیری خمیده پدید آورده شود  كه این تیر خمیده را تویزه 

می نامند )تصویر2(.
برای ساخت تاق آهنگ باید در آغاز دو دیوار موازی و 
عمود بر سطح زمین پدید آورد و سپس شابلون گچی را در 
آغاز آن نصب كرد. اگر به شكل فرضی درراستای پاكار دو 
دیوار شابلون كشیده شود، شكلی تقریباً نیم استوانه پدید 

تصویر 2. تویزه )ترسیم از نگارندگان( تصویر1. شابلون یا تویزه گچی، آرشیو میراث اصفهان
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می آید كه به آن »تاق آهنگ«، »كوره پوش« یا »لوله ای« 
می گویند. این كار در معماری با شیوه های گوناگون ساخت 
ساخت  برای  می آید.  پدید   ... و  سنگ  آجر،  چیدمان  و 
تاق آهنگ روش های گوناگون دیگری نیز وجود دارد؛ یكی 
برای ساخت تاق آهنگ كمك گرفتن  از مهم ترین روش ها 
از دیوار پشت بند است، در این روش دیگر نیازی به قالب 
نیست. روش استفاده از قالب باربر هم از روش های دیگر 
و  ساخت  شیوه های  در  )بحث  است  تاق آهنگ  ساخت 

هندسه عملی نیاز به مقاله ای جداگانه دارد(.

انواع چفدهای معماری و اجزای آن
ساده ترین كمان را در معماری می توان كمان نیم دایره 
دانست كه معماران سنتی به آن چفد پردالی می گویند، 
آن را بسیار ناپایدار می دانند و از آن در ساخت تویزه یا 
تاق آهنگ استفاده نمی كنند. بخش های گوناگون چفد در 
دیدگاه معماران دارای اجزا و نام های گوناگونی است كه 

به هركدام از آنها پرداخته خواهد شد )تصویر 3 و 4(.  
می توان  است،  آمده  جدول1  در  آنچه  به  توجه  با 
چفدها را از جنبه های گوناگونی مانند كیفیت تحمل وزن، 

تصویر3. گونه هایی از چفدهای به كاررفته در معماری ایرانی، )تهیه و ترسیم از نگارندگان(

تصویر4. بخش های گوناگون چفد، )مأخذ: نگارندگان(

CD =)افراز )بلندا PD =كلاله
D= )تیزه )فراز ACD=90°

ایوارگاه=)Pپیرامون(
ACP =67/5°

AB =دهانه MP =شانه 
میان شانه=)Nپیرامون(

شكرگاه=)Mپیرامون(
ACN =45°

A=)پاكار )فرود     
 CD/AB =خیز AM =)بالنج )وارون

C=میان دهانه ACM =22/5°

از دیدگاه ریخت شناسیاز دیدگاه خیزاز دیدگاه تیزهاز دیدگاه باربری

1. باربر
2. غیر باربر

1. مازه ای )بیز(
2. تیزه دار )جناغی(

3. كلیل )آمیزه مازه ای و تیزه دار(
4. شكنجی

1. تند
2. تیز

3. كند
4. كفته

1. شبدری
2. سه بخشی 

3. پنج او هفت
... .4

جدول1. دسته بندی چفدها از دیدگاه های گوناگون )مأخذ: نگارندگان(
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چگونگی تیزه، میزان خیز و همچنین از منظر ریخت و فرم 
دسته بندی نمود.

)فراز(  بالایی  بخش  در  كه  است  مازه ای چفدی  چفد 
آن پیوستگی وجود دارد مانند چفدی كه  تاق ایوان كسری 
را می سازد و چفد تیزه دار چفدی است كه در بالای آن 
ورودی  ایوان  مانند چفد  دارد  تیزی وجود  یا   ناپیوستگی 
مسجد جامع یزد  و چفد كلیل آمیزه ای از چفدهای مازه ای 
و تیزه دار است. چفدهای شكنجی  هم چفدهایی هستند 
كه با چین وشكنج های گوناگون یعنی با فرم های محدب، 

مقعر و تركیب  آنها ساخته می شوند )تصویر 5 تا 8(.
در برخی موارد در ساخت چفد اندكی پیش می نشستند 
كه به این پیش نشستگی چانه یا لغا و اگر فرم كمان مانند 
هم  موارد  برخی  می گفتند.  گیلویی  آن  به  باشد،  داشته 
به ویژه در زمان ساسانیان به دلیل این كه قالب را  روی لبه 
پاكار می گذاشتند، پس از ساخت تاق و برداشتن قالب، تاق 
با پس نشستگی مشخص می شد كه به این پس نشستگی، 
یا هویه )هویه خود به معنای شانه است( می گفتند  شانه 

تصویر10. اجرای چانه یا لغاز )نگارندگان( )تصویر 9 و10(.

تصویر5. تاقنما با چفد مازه ای )بیز(، )نگارندگان(

تصویر8. تویزه با چفد شكنجی )نگارندگان(

تصویر9. اجرای شانه یا هویه )نگارندگان(

تصویر6. تویزه با چفد تیزه دار )جناغی(، )نگارندگان(

تصویر7. تویزه با چفد كلیل )نگارندگان(
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تحليل چفد پنج او هفت در معماری ایرانی
از دوران كهن  بسیاری  بناهای  در  از چفدها  كه  یكی 
دیده می شود، چفد پنج او هفت  است. كهن ترین نمونه های 
یافت شده از این چفد را می توان در هفت تپه و چغازنبیل  

دید )پیرنیا، 1373: 9(. 
چفد پنج او هفت تند  را می توان در بناهای تاریخی از 

ادوار گوناگون مشاهده كرد.  
زیرزمین های  در  را  هفت  او  پنج  چفد  كهن  نمونه های 
زیگورات چغازنبیل متعلق به 1500 پیش  از میلاد می توان دید.

كاربرد  از  بسیاری  نمونه های  نیز  اسلامی   دوران  در 
باربر  از این چفد در تویزه های  این چفد را می توان دید. 
مورد  چفد  نیز  كاربندی ها  در  می شود.  استفاده  بسیاری 
استفاده چفد پنج او هفت است. در مساجد معاصر نیز اكثر 

تویزه های باربر را با چفد پنج او هفت می سازند.
همواره نسبت های  ریاضی بسیار مشخصی بین اجزای 
مختلف یك چفد برقرار است. در اینجا  به نسبت های چفد 
روشن ترشدن  برای  شد.  خواهد  پرداخته  هفت  او  پنج 
موضوع ، شیوه های ترسیم این چفد در ادامه خواهد آمد. 

هندسه  و  هفت  او  پنج  چفد  ترسيم  شيوه های 
نظری و عملی

همان گونه كه در جدول1 آمده است، بسیاری از چفدها 
از دیدگاه خیز خود به چند  دسته تقسیم می شوند. چفد 
پنج او هفت نیز با توجه به خیز آن به سه  دسته تقسیم 
می شود؛ تند، كند و كفته )این چفد گونه تیز ندارد(.  اینجا 
پرداخته می شود كه  تند  او هفت  پنج  گونه های چفد  به 
باربرتر از دوگونه دیگر بوده و در بسیاری از تاق های آهنگ 
و  هندسی  ویژگی های  سپس  می روند.  به كار  تویزه ها  و 

ریاضی آن بررسی می شود.
    پس از  بازبینی بسیاری از متون كهن و صحبت با 
ایران، هفت  استادكاران معماری سنتی در  نقاط مختلف 
شیوه ترسیم چفد پنج او هفت به دست آمد كه سه شیوه 
از مهم ترین  آنجاست كه یكی  آن متداول تر است. جالب  
رساله  است،  پرداخته   معماری  به  كه  ریاضی  منابع 
از غیاث الدین جمشید كاشانی ریاضی دان  ازگ«  و  »تاق 
او هفت  پنج  ترسیم چفد  برای  دو روش  كه  است  نامی 
بسیاری  دغدغه    .)61  :1366 )كاشانی،  است  آورده  تند 
حجم  مصالح  محاسبه  روش  كارفرمایان  و  معماران  از 

همچون  افرادی  این رو  از  است.  ساختمان  در  به كاررفته 
كاشانی به محاسبات مربوط به تاق ها و گنبدها پرداخته  و 
ترسیم ها آنها را نیز ذكر نموده اند. این مقاله در ادامه بر آن 
است تا با شیوه های نوین و به ویژه با روش های ریاضی به 
محاسبه انواع شیوه های ترسیم این چفد پركاربرد معماری 
البته  كند.  مقایسه  یكدیگر  با  را  آنها  و   بپردازد  ایرانی 
رویكرد ریاضی دانان به معماری و هنرهای وابسته منحصر 
به جمشید كاشانی نیست و افراد دیگری همچون ابوالوفاء 
پرداخته اند  باب  دراین   گوناگونی  مسائل  به  نیز  بوزجانی 
)البوزجانی، 1369(. اما باید به یك نكته كلیدی دیگر هم  
اشاره كرد، پس از برداشت بسیاری از چفدها این نتیجه 
اندازه های چفد برداشت شده دقیقاً  آشكار خواهد شد كه 
متناظر می توان كشید كمی  ابعاد  در  كاغذ  آنچه روی  با 
تفاوت  دارد. البته این تفاوت بسیار اندک است و به عنوان 
مثال برای یك چفد در دهانه پنج متری، درحدود سه یا 
چهار سانتی متر می باشد. دلیل این عدم انطباق را می توان 
به روش های برداشت،  دقت ابزار برداشت، سختی برداشت 
زمان  تاق  درطول  اندک  نشست  همچنین  و  ارتفاع  در 
اندود در زیر چفدها دانست  یا كشیدن  بارها  تأثیر  تحت 
سازه های  اما  است.  كرده  پنهان  را  چفد  دقیق  كه  شكل 
دقت  از  نیز  نظری  هندسه  پیاده سازی  در  ایرانی  سنتی 
مواردی  در  اندازه ها  پیاده سازی  در  برخوردارند.  بالایی 
برای  افزایش  و  این كاهش  است.  افزایش لازم  یا  كاهش 
مرتب كردن اجزای معماری صورت می پذیرد تا برای نمونه 
با  كه كمی  ویژه ای  ابعاد  در  را  بتوان یك طرح مشخص 
اندازه های طرح تفاوت دارد، اجرا كرد )البته  منظور تفاوت 
اندک در اندازه هاست(. معماران به این عمل »كست افزود« 
شیوه های  ادامه،  در   .)270  :1389 )فرشته نژاد،  می گویند 
ترسیم چفدها با دقت زیاد و با استفاده از نرم افزار اتوكد  
آمده است. لازم به یادآوری است كه دو نمونه از چفدها 
یكسان  هم  ترسیم  ازلحاظ  و  منطبق  همدیگر  بر   كاملًا 

هستند ، به طوری كه در جدول آمده  است )جدول2(. 
 

مقایسه هندسی و ریاضی شيوه های گوناگون چفد 
پنج او هفت تند

در  ادامه بررسی این چفدها، با استفاده از شیوه ترسیم 
آنها محاسبات دقیق  ریاضی آنها صورت پذیرفت. نخستین 
گام برای محاسبات مورد نظر، به دست آوردن فرمول ریاضی 
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چفدهای مورد نظر بود. برای این كار با استفاده از شیوه  
ترسیم آنها و انتخاب مركز دهانه به عنوان مركز مختصات 
چندضابطه ای  معادله  یك  به شكل  چفد  فرمول  هندسی، 
از  با استفاده  تبدیل شد. گام بعدی محاسبه طول كمان 
فرمول محاسبه طول كمان بود كه برای  هر چفد به شكل 

جداگانه به دست آمد.  
مقایسه  و  چفدها  افراز  به دست آوردن  هم  بعدی  گام 
آنها با یكدیگر بود. در این گام هم به دلیل این كه هنگام 
میانگاه  روی  در  مختصات  مركز  فرمول چفدها،  محاسبه 
در   x به جای  كه  كافی  بود  بود،  شده  داده  قرار  چفدها 
فرمول هر چفد عدد صفر قرار گیرد تا y  در آن نقطه  كه 
محاسبات  البته  آید.  به دست  بود،  افراز چفد  یا   H همان 
مربوط به  سطح رویه حاصل از دوران حول محور عمودی 

گذرنده از تیزه و حجم حاصل  از دوران حول همین محور 
هم محاسبه شده است )جداول 3 و 4 و 5(.

آجر  تعداد  اندازه گیری  برای  نیز  محاسبات   این   
به كاررفته در پوسته و محاسبات وزنی  متناظر برای برآورد 
مصالح و همچنین محاسبات سازه ای بسیار كاراست. لازم 
به ذكر است كه برخی از این محاسبات دغدغه استادانی 
و  هندی  ریاضیات  با  كه  است  بوده  هم  كاشانی  چون  
شستگانی انجام پذیرفته  است )كاشانی، 1366: 40(. برای 
به طور  روش  نخست  سه  مقاله  از طولانی شدن  جلوگیری 
نیز  روش ها  سایر  و  است  شده  همراه  محاسبات  با  كامل 
محاسبه شده و نتیجه به دست آمده از فرمول ها در جدول 

6 آمده است.
در  جدول )6( مقایسه افراز این سه چفد و همچنین طول 

روش 1. )پیرنیا، 1373: 17(روش 2. روش بیضی )پیرنیا، 1373: 18(روش 3. )پیرنیا، 1373: 20(

روش 4. )كاشانی،6631: 63(روش  5. )كاشانی،6631: 61( و )زمرشیدی،3731: 208(روش 6.  )زمرشیدی،1373: 204(

جدول 2. شیوه های گوناگون ترسیم چفد پنج او هفت تند با استفاده از نرم افزار اتوكد، )ترسیم از نگارندگان(   
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جدول 3. محاسبات ریاضی براساس روش 1 )نگارندگان(

جدول 4. محاسبات ریاضی بر اساس روش 2 )نگارندگان(
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جدول 5. محاسبات ریاضی براساس روش 3 )نگارندگان(

از دوران حول محور عمودی  كمان و سطح رویه حاصل  
گذرنده از تیزه و حجم حاصل از این دوران  به دست آمده 
است. در این جدول برای نخستین بار توسط نگارندگان با 
دید  ریاضی به اندازه گیری های دقیق چفدها پرداخته شده 

است. در این جداول d برابر  با دهانه چفد است.   

در جدول )7( مشخصات ارائه شده از نرم افزار ترسیمی 
)نرم افزار اتوكد( با یكدیگر  مقایسه شده است. طول بخش 
فاصله   دوم چفد، طول كل چفد،  بخش  اول چفد، طول 
از  هركدام  بلندای  و   AB امتداد  دوم  از  پاكار  عمودی 
براساس  جدول   این  است.  شده  مقایسه   همگی  چفدها 

روش ترسیم hبلندا sمساحت vحجم Lطول كمان  

روش 1 0.4870d  0.635 1.460d

روش 2 0.4890d  0.754 1.70d

روش 3 0.4891d  0.734 1.412d

روش 4 0.4852d 0.31  0.616 1.448 d

روش 5 0.4880d 0.313 0.621 1.461 d

روش 6 0.4714 d 0.306 0.616 1.443 d

جدول 6. مقایسه بلندا )افراز(، سطح رویه حاصل از دوران، حجم حاصل از دوران و طول با استفاده از محاسبات ریاضی )نگارندگان(
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دو  معرفی اجزای گوناگون چفد
روی شکل

h )m(
بلندای
چفد

c )m(
مركز 
پاكار دوم

L)m(
طول كمان
2) a+b(

b )m(
طول 

بخش دوم 
چفد

a )m(
طول 

بخش اول 
چفد

روش ترسيم 
چفد

روش نخست4/88717/000014/6084/94802/3562 

روش دوم----------------------4/8990

روش سوم4/88947/071114/14184/77052/3004

روش چهارم4/85127/826214/46384/70872/5232

روش  پنجم4/88267/634414/61824/82292/4862

روش ششم4/71935/235114/50464/12893/1234

جدول 7. مقایسه اجزای گوناگون چفد پنج او هفت تند به روش های گوناگون با شیوه هندسی )نگارندگان( 

روش 3.
)پیرنیا، 73: 20(

روش 2. روش بیضی
 )پیرنیا، 73: 18(

روش 1.
 )پیرنیا، 73: 17(

روش 6.
  )زمرشیدی، 204(

روش 5. (كاشانی، 63( و
)زمرشیدی، 208(

روش 4. 
 (كاشانی، 63(

جدول 8. مقایسه هندسی میزان هم پوشانی شیوه های ترسیم چفد پنج او هفت تند با یكدیگر )ترسیم از نگارندگان(
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 عمق مركز هندسید
(m)

 (m)طول مركز هندسی بلندای مركز هندسی
(m)

(kg) جرم(m3(روش ترسیم چفت حجم
پنج او هفت تند

روش نخست0/50003/02370/00009/35829/3582

روش دوم0/50003/22170/00009/69179/6917

روش سوم0/50002/95640/00009/39679/3967

روش چهارم0/50003/01020/00009/30109/3010

روش پنجم0/50002/97270/00009/39679/3967

روش ششم0/50003/03270/00009/27529/2752

طول دهانه 10 متر محاسبه شده است.   
در جدول )8( این چفدها ازلحاظ ویژگی های هندسی 
یكدیگر  با  آنها  هم پوشانی  میزان  شده اند.  مقایسه  هم  با 
مشخص شده است. منظور از هم پوشانی در اینجا میزان 
انطباق چفدهای گوناگون است. این جدول تأكیدی دیگر 
بر این موضوع است كه نه تنها چفدها ازلحاظ محاسبات با 
یكدیگر قابل مقایسه نیستند، بلكه ازلحاظ هندسی و شكل 

و فرم نیز بر یكدیگر منطبق نیستند.
برای به دست آمدن اندازه های جدول )9( لازم است ابتدا 
یعنی  zها  درراستای  واحد  یك  به اندازه  نظر  مورد  چفد 

تاق آهنگ  تا  یابد  امتداد  ترسیم شده چفد  بر صفحه  عمود 
به دست آید. محور مختصات در مركز دهانه فرض می شود  
كه منجر به صفرشدن طول مركز هندسی برای همه نقاط 
خواهد شد و عمق مركز هندسی هم 0/5 واحد خواهد شد. 
برای  و  شده  محاسبه  نیز  تاق آهنگ  این  از  حاصل  حجم 
به دست آوردن جرم تاق كافی است كه حجم هر تاق را در 
جرم حجمی مصالح آن ضرب كرد. در اینجا برای ساده شدن 
كار جرم حجمی برابر  با 1 كیلوگرم بر متر مكعب در نظر 

گرفته شده است.

جدول 9. مقایسه ویژگی های هندسی اجزای چفد پنج او هفت تند، با روش های گوناگون )مأخذ: نگارندگان(

نتيجه گيری
با مرور جدول )6( كه براساس محاسبات ریاضی به دست آمده است، می توان به نتایج زیر دست یافت:

1. در بین روش های ترسیم، چفد به روش ششم دارای كمترین بلندا )افراز( است و چفدهای به روش سوم و 
دوم دارای بیش ترین بلندا هستند.

2. مساحت حاصل از  دوران حول محور گذرنده از تیزه، در روش ششم از سایر روش ها كمتر است  ولی در 
روش دوم مساحت سطح رویه از سایر چفدها بیش تر است. یعنی اگر از این چفد گنبدی ساخته شود، میزان 

اندود یا آمودی )عموماً كاشی( كه باید روی این سطح گنبد را بپوشاند، از سایر چفدها بیش تر خواهد بود.
3. حجم حاصل از دوران چفد در روش دوم از سایر روش ها بیش تر است یعنی برای ساخت آن نیاز  به مصالح 
بیش تری می باشد. هم چنین چفد به روش چهارم و ششم كمترین حجم  حاصل از دوران را ایجاد خواهد كرد 

یعنی مصالح كمتری برای ساخت آن نیاز  است.
4. طول كمان چفد دوم بیش از سایر روش هاست. به بیان دیگر اگر با این چفد تاق آهنگی ساخته شود، تاق 
ساخته شده با  چفد دوم مصالح بیش تری نیاز دارد و تاق آهنگ ساخته شده با روش سوم كمترین میزان مصالح 

را نیاز خواهد داشت.  
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برای بررسی جدول )7( و مقایسه آن با جدول )6(، به دلیل این كه جدول )6( به صورت پارامتریك بوده و 
دهانه در آن با d نشان داده شده است لذا با محاسبه دهانه  10 متر برای جدول )7( اعداد دو جدول با یكدیگر 

قابل مقایسه هستند.
 با توجه به جدول )7( می توان گفت: 

1.  به غیر از روش بیضی در روش های  دیگر، هر نیمه  چفد با دو كمان ترسیم می شود.
2. كمان نخست روش سوم كوچك تر از كمان نخست سایر روش ها و كمان نخست روش ششم از سایر روش ها 

بزرگ تر است.
3. اگر تاق آهنگی را با چفد پنج  او هفت تند به شیوه های شش گانه ترسیم و سپس آن  را اجرا كنیم، شیوه 

 ششم كم بلنداترین روش و شیوه  سوم و پس از آن شیوه دوم پرافرازترین تاق  را خواهند ساخت.

با ملاک قراردادن چفد بیضی )روش دوم( و بررسی هم پوشانی آنها در جدول )8( نتایج زیر به دست خواهد آمد:
1. چفد به روش دوم سایر چفدها را دربرمی گیرد. این بدین معناست كه چفد دوم بیش ترین فضا را در زیر 

خود پوشش می دهد.
2. چفد به روش دوم از میان شانه به بعد كم كم از سایر چفدها جدا می شود و سطح بیش تری را در زیر خود 

پوشش می دهد. 
3. كلیه چفدها تقریباً در بربخش بالنج )آغاز كار( برهم منطبق هستند.

با بررسی جدول )9( نتایج زیر به دست می آید: 
1. چفد با شیوه  دوم دارای بالاترین مركز  هندسی است و چفد با شیوه  سوم پایین ترین مركز هندسی را دارد. 

این نكته صراحتاً آشكار می كند كه چفد به روش بیضی نیز  دارای نقاط ضعفی است.
2. با بررسی حجم و متعاقب آن جرم تاق های حاصل از شیوه های گوناگون ترسیم شده دیده می شود كه تاق 
حاصل از چفد دوم دارای بیش ترین حجم و بیش ترین جرم است یعنی تاق آهنگی كه با این شیوه ترسیم شود، 
از همه  تاق ها سنگین تر  است و تاق آهنگی كه با شیوه  ششم ترسیم شود از همه  تاق ها سبك تر و  بیانگر این است 
كه رفتار تاقی كه با روش ششم ساخته شود، در شرایط  برابر با سایر روش ها به دلیل سبك بودن از خود رفتار 
پایدارتری دربرابر  زمین لرزه از خود نشان می دهد و این نكته نیز الزاماً بیانگر ضعف  روش بیضی نسبت به سایر 

روش هاست.
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The Geometrical and Mathematical Analysis of Panjohaft 
Arches in Iranian Barrel Vaults

Abstract
     Iranian major builders have used many different arches for building barrel vaults 

through the ages. Amongst them, the most common arch is called Panjohaft. Various 
drawing methods have been recorded for this arch with different geometrical and 
mathematical characteristics. Calculating the total number of bricks was one of the 
reasons for writing the book entitled Miftah al-Hisab by Ghyath al-Din Jamshid Kashani. 
This paper will present another method for the same issue. The paper also presents a 
new method for measuring the length of arches. Finally, the analysis has been made 
for various Panjohaft arches through mathematical and geometrical approaches and then 
various drawing methods have been compared together to reveal the advantages and 
disadvantages of each for different purposes.

Keywords: arch, barrel vault, Panjohaft, geometrical analysis, increase and decrease
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