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Abstract 

In the early 19th century, the ''principle of bivalence'' of the Aristotelian logic was 

challenged. Of course, Aristotle himself was questioned the applicability of this principle to 

propositions concerning future contingents, and he answered it via something like as 

modalities of possibility. However, Aristotle did not abandon the principle and it has not 

received much attention till the Renaissance. From Renaissance to the early 19th century, 

some philosophical considerations to this issue were developed. Rejecting the principle of 

bivalence implies alternative accounts of various kinds of logics such as many-valued 

logics in the context of logic. In this article, we first survey the development of many-

valued logics by reviewing motivational ideas behind many-valued logics together with 

examining the aims and scopes of some of these logics. Then, we devote the rest of the 

paper to study various aspects of "truth value sets" and "interpretation of logical 

connectives" in many-valued logics to obtain a more comprehensive view on these logics. 
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s. *� *%��� <�: �� .&$� ��  ��    t����� �� ��%� �$�
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%G� B�� � 	��
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s. *� N�� ���.�#� ��E��� u�� �$�   	���.� �
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�� *. � &$� C���

 ��� *� "��� ��» 	�#�� � ��� �� «)principle of bivalence(  ���      ���� ��� *���+� � ���$�� 
»�
��;  U��+�V "��  «)principle of excluded middle(   U��+�V "��  �
��; ����� .���� 1
��'

<��#$  *$ N#�� �� ���   
�%G� *.�()laws of thought(    B�
(��  � 	#�;6'� *�5 �  #��$��
	9 ��
5 	��� �� �� �� ��.� A�#� .� ��      ������ 	��Y. H����K ��� *5 N#�� <�� �E��� H���

	��.� &�
v5� 2	��%� 2n����$� � 
%G� B�� :&$� �%  <�� *� �&$� ��  

1 .<�� ���  �.�7�)law of identity(» :&$� B�#, 
��
� H-�J 
�«� 

2 .    W����� =������ ����)principle of non-contradiction(» : ���-�(    	9 �� W������ H���
�.���. &$�� 2B��� 
P��7� �� �K��«� 

3 . :U+�V "  �
; ���» ������ ���-( �� 
� ��     � &�$� C��� ��%� � &�$�� ��%� �W
"  &��. �#L�� �v+�V.«  
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  *��� *��5 �+���v� �� #���$��» �������� w���8 F5������I «)paradox of the sea battle( 
�#_Y�  �I *� ��� � �� &$�Q  ��� ��� � ������� w�8 k� 	��� x� 2����      ��� 1��� *�5 ���5

 *��/78 234��5» ������9 �� �������� w���8 	��� x� H�  ��
��' ���v� m���Y�« *��� 
��O��  �
W����  �� �� =6;� ����9 ���,� ��#� �� *5 ��678 �4+ .�#   B��� *. �����»&$�� «  *�. �
 B���»C��� «) �.���McKeon, 1941: 40-61.(  
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����� 	
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� � U�`� ��#�� -��.
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.�.�
5 
Y��� *���� <�� ��  k��    ���-�( "���� N��5   �5 ��K�
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   ���

��    B��� *�$ �� *���+� � �� �� *� �� C��� � &$�� 
���E� 
� ��6: H
P�� 
���E� ����.�#�
 �_8�"�7�K" �"<%7�
��"  �"H
����"  ���-�( H�
� -�. ��    ��v� �����2 = 2  �3 = 2  �
� = 2 ) �#� ��  �r��MacColl, 1906      <���@� ��#�� �� #��$�� */0��� *�� *8#� �� o
�I .(

��  �����9 ���#K H�
� B�)problem of future contingents(     ���$�� 2B��� k�� *�� ��r�� �
B��� 
� ��6: �v�,     ) �#�� ���  C��� � &�$�� H���Hartshorne and Weiss, 1933, 248–

262   *�5 �%��GJ��+ �� [�_+� �� &G( 	�#�� ���  � �#� *�$�� 	���5 ��PY.�� ���$� p/�$�� .(
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5 =���� ��#�#� "��� [�. *� �E��� ��#� 	    �#�� <��� B�
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   N�$ ���� �� � ��� ��J H��1920    *�+�E� �� 	9 �� *�5 &�.��
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)Emil L. Post( 
���$ �� ��#� ��  �� �� �E���"� .�  
Y��� � ��� ��J H��  
"��� �/��%� 
�$ �<�� H����� ��     �� ��� ���J H���   "���� ��'
@� ��� ��     ��� *�5 �����

N�$  1965 �� 	��� ��.�  =����      *�:#7O� q�#�, �� ��,
� 2��/�/`� 2�$�
� *� FZ$ .
��5
B��� R��� � ��$�� H��  "��� �� �E��� H�� �� � ��� ��J H��   ��
�5 �@�$ .
����
I  
��� 
Q��      k�� 3����.� *�� 
�O�� �� � ��$�� 2B��� *:#7O� k� 3���.� *� 
O�� *5 �/�y� 
�

    ��� ��E��� R���� k�� H�
� q�, 
��@�       H�� *����� H���$�� �� .
���5 ��$�
� �� �.#� 
B��� *:#7O�    Q�E. *�5 ��G/��� H��
P/7: � ��$�� H��   R���� 
����@�     �� ��E��� H���

H��� �� "���  ����5 2� ��� ��J H�� �� �'
@� -�. �� �v/v� [
. 
� �����   .
��5  
R��� 2B��� N��8 *� M#�
� 
���L�   "���� �� �@>#� �� 2�E��� H��   ��� H���   &���_.

�� 
�$
� H�@� *$ A�#� *� Dy#7@� �� ���        
����� 
�� *��%� ��� �� 
����L� <��� �� .�.# 
�@� �� �%  *� M�E. w.���
5 
�$
� H ��@� �
���L� <�� .
��R��� 2
      &���. �� ��E��� H���

*$ 
���L� *� �� 	�Y. 
�_� �H�@�    R���� 2���$�� 2S���#� q�#, �� �,
� ��6@� .����   H���
�� Q��7. 3#, �/�, -�. �� �_.9 2�P�$#�I ��.�� �E��� .����  

  
2 .#$%�& '()�&��)* 
!���  

 N�$ �� u�#�$�5#+1920      ) �G��/' ���5 k�� ���Y�.� ���Łukasiewicz, 1920 � Borkowski, 

1970: 87-88    Ny���$� ��� *�/��E� H�
�� �K6$ 	�#�: *� �� � ��� ��J "��� �(    ����� H���
 �.�
����$ �� H� .�
��5 ���'
@� �����
(
�8  N���$ �� *��5 H�1918  "����� ���'
@� H�
���  

*$ � ��� �� �
5 *r��� B� ��#(  

�� [6:� <�    �� �����
�8 *��/: H#��@� w�8 k� <�,��.� ��� *� �L� *5 
�5   *�5 [���
&�+�@' �� ���`� �� 
Y� 16, H��       � ... ��%�-�' =#�. �� 
�� 
��Y�� ���
�8 <�� .���5

     ��E��� H���
�8 <��� �� ��?@�...����� ��#�$� ... �E���     ��#��$�� 
�%G� N#��� *��
��
� �.�
( )Borkowski, 1970: 84-86.(  
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"��� �� q�, �:#. *�� k� N#; �� Q.���%7� � u�#�$�5#+   �� ���J H���   *�5 �� �
"��� *� ���
��   &�+�K �� �� ������ �#_Y� u�#�$�5#+ H��     ��� ��� *�$ H���� -  �� ���

)� > 3�� � ( .�.��� *@$#� � ��� &��_.  
t�#+ "��� *$��� �� u�#�$�5#+ -     H����$� [��E� *�� FZ�$ � �#� ��
5 ��L`� # ��

*E/: ��+�� ��� �� �4+ � ���$� # �� ��PY.�� *G�/' ��
(   �G��/' H���  B�  �� q#�L��
�� =���� �� B�#, � ��� *$ "��� ����
(
�8 �� &G+���    <��� *�� �O��� �� ���
(
�8 .��5

 *5 &$� ��@�»(� 
A   *s`+ �� t �b � ��  ��� 
� �� ��P.92	 �� ��� t   *�5 ���-�( <�� -�. A � �
*s`+ t �b &$� &$�� &$�  .«
� �� ���E: *� ��5 *5 <��  ���E�:� ��  �
�4�Z� �  ��7. #� ��.�  ��� 
����9 lA��G�� �� *� 4( ���'� � ��5 
P�� H-�J H�
� [�O.� 	���   FZ�$ �� .�����. �#8� �� 
��#� k� B��� 2��$�� [#$ U`� �� ��5 *5 �� 	�#� 	9 �� *�  ���-�(  H��� ��  ��#��  S����� 

������9 q���L�,� � ��� �����
(
�8 �� <����   *��$ "����� ��� ���  
��P�� x� ���7.  �����
)Borkowski, 1970: 113-114.(  

        k�� 
�� ������ ���  ��'
@� u�#��$�5#+ �#�, R$#� *5 � ��� *$ 2u�#�$�5#+ "���
*$ 2��$�� *:#7O�        B��� 
�� ��6�: u�#��$�5#+ S���� �� .�#�� �� ���   H���» &�$�� « �

»C���« B��� k� �»<%7� «  ���-�( H�
�� -�. ��       B��� � ������ �����9 	���� �� *�5 �����
� �&��. [#/@� �#�� �_.9 ��$�� <�: �� .&'
( 
s. �   �
�5 �@�$ k�$65 "��� *��  N�K

*5 *��I [�-/�$� � W�E. �E��� R��� �� H���� 
� �� QE��� .��5 H-��  
�/: u�#�$�5#+ */7K 
�� B�       
����@� H�
�� k��$65 "���� *���Y� ���#�$�� "��� *�

R��� R��� 
���@� *5 �#� <�� *� �r�� �E��� H��  � H���   �� m��Y� D6���5 ��E��   ���@� .��� 
*�  ���2�@>#��� D6v� 2�E��� R��� 
� H∗   T�5
� ���-�( B��� Dy�� �� ∗ 	  B��� H�� ��� 
 �	  
��@� *� *8#� �� �∗       B��� 2	�#�� [#�/@� ��� D���.�V � ��� �� m�Y�� ∗ 	 	���J �   *�J
*�   H�8� �	 
� � 
P�� ���-( ��  �#, �� B��� ��	     ��� ����8 ���-�( B��� �
��� ��
�

 B���� ∗ 	    �5#+ ���+� &�G( 	�#��� ���  .� �� 
��
�      �
��,� �
�' �� <��� H�
�� u�#��$
<��  ��@� *5 �#�      3���K �� �
��� .�#�Y. Ay��7�K� 3��K *��  � ��� ��J "��� �$�� 

    S���� ����E� ��+� ����� � ��� ��J "��� �� B��� S��� *��  �YE. N�7�K� S��� �Ay�7�K�
7: �� �?@� ��#� �� N�7�K�8� �v� ��
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5� H����7.1  :�� ������:»T «  �&�$�� H�
�»F «  � �C��� H�
��»I «  H�
��
���-( ��#� �� � &$� C��� *. � &$�� *. *5 [#$ B���  ��� ����9 H��    ��� ��.�#�» <�%7� «
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/�$� 
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%/7: *��  Dy�� �[�-

 [�E� *5 ��+�K H�
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  A678»&$�� «   �+��� ��+�
»<��%7� «  [���E� *��5 ��+���K H�
��� -���. � ��� ��»<��%7�«  �+���� �»&��$�� « B��� ���� ��
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� ��»<%7� «*��  <��|7� .�
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@�     *�5 ��+��K H�
�� k�$65 "���
 [�E�»&$�� « �+�� �»C��� «  B��� �&�$�
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  �
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s.��    .&'
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��@� �� R��� 
��$ H��        ��
�� ���G��$� ��#�� k��$65 "���� �� *�5 �#_Y� �E��� H��
�� R��� 
��@� ����� �� 
(� .�
5 p�
@� �E��� R��� �� <�� o�$� 
� �� �.
�(    ��E��� H���

  lp����@� �
��� Q��7. �_.9 �#, �� ��� ∨ � ≔ �� → �� → �  �x ∧ y ∶= ���� ∨ ���  �
� ↔ � ∶= �� → �� ∧ �� → �� .���'� ��%� u�#$�5#+ R$#�  

 ��7. �� B��5 <�+�� �� �� *J
("2"     �
�5 ���G��$� [#�$ ��$�� 2B��� 	��� 	�Y. H�
�
B��� *:#7O� �� Q��E�E`� *���� �� �+�   ���$�� H��	W3 = �0,1/2,1!    *�:#7O� H�
��

B���    � �
�5 ���G��$� � ��� *$ &+�K �� ��$�� H��    &�+�K �� ��/5 �#���	"  �� ���
 *��:#7O�W# = $ %

#&' : 0 ≤ * ≤ " − 1, : *��� �� B��� *��:#7O� 	�#���   ����$�� H����
��#� N�$ �� .��� ��
� ���G�$�1930 ) �%$��� � ��Alfred Tarski�� &+�K (    �� ��� &���_.

   B��� *��:#7O� �� <�'
��( 
��s. �� ���� �� u�#���$�5#+ "�����   2����$��Wℵ. = [0,1]  �
Wℵ1 = [0,1] ∩ ℚ ) �.�
5 �'
@�Borkowski, 1970: 131-152.(  

"��� *7� �� ���          ��E��� R���� 
���@� ��� ��� *�:#7O� 
�� 
�� ������ u�#�$�5#+ H��
      T���
� *�� W��E. ��E��� R���� � [�-/�$�� → � = min	�1 + � − �, 1�  ��� = 1 − � 

��     <�,��$ *�� ����� �
�� ���5 �� �E��� R��� �� <�� *��+� � .� ��   ��
���( *�:#7O�  �� H�
R��� :�� ������: �_.9 �� �?@� *5 ����� �E��� H��  

= min�1, � + �� ≔ �� → � � ⊕ � »�> «$�H  
= max	�0, � + � − 1� ≔ ����⊕��� �	&	� »� «$�H  

= max��, �� ≔ �� → �� → � � ∨ � »�> «I9�J  

= min��, �� ≔ �	&	�� → �� � ∧ � »� «I9�J  

= max�0, � − �� ≔ �	&�� � ⊖ � �J�?- 
= 1 − |x − y| ≔ �� → ��&�� → �� � ↔ � 1� $)%�  

R��� ��$�� S��� *� M#�
� 
���L�     
��$
� B�� ��� *�5 W�E. R��� -8 *�) �E��� H��
  &��+�K �� �� (���� H���@� k��� 
�#��L� �����  ������� ����   �%��  �� ��� ��� &����_.3 

����Y�  �� .���5  
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�
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‖>:S���	B���		?!     ��'
@� �� ��@� �� .�
�5 p�
@�
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��    � k��$65 "���� H��� �
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#P.�7�2 N6E�$� m��Y�      ��� ��'
@� �� ��� ���J "���� R$#� k�$65 "��� H��   ���5
)Łukasiewicz, 1925.(  

 &+�K �� <��|7� u�#�$�5#+3  �_8� R��� �� ���      �#�� ��
�5 p��
@� -��. �� 	�%��
)Borkowski, 1970: 153-178 ��7. �� 
(� �� �@>#� k� �E��� R��� <�� .(�   �
���� Q��7.
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�%I#/$�)Slupecki, J(  N�$ ��1936   u�#��$�5#+ "��� S�$#� ��3     	�#�� ���$��5 ��� ���
R��� *:#7O�     u�#��$�5#+ "���� �� H
�P�� �%  *� �� �E��� H��3    � ��� [��O.� �� ���

�* ��� �� */��K "��� ��6: ) �#7. -�. H���McCall, 1967: 335-337   "���� �� <���|7� .(
<� *�$#�I   ��� 2u�#��$�5#+ "��� �� �@�$#� *5 Q.���%7� � t#5��     �&�$� �� ��� &���_.

7O�R��� *:# ) ����� ��$��5 �:#�� �E��� H��Ben Yaacov, et al., 2008: 347 .(  
  
4 . ,0��1 ����– 21)�  

 w�����)Arend Heyting(  N�$ ��1930    ���� 	��Y. *%��� H�
� H�#_  "��� �'
@� �� �@�
  ���@� k�� �� �&��. &$�� H�#_  "��� �� U+�V "  �
; ���      k�� 
�� ������ ��$�� 

 "���3  � ��� �%  A�#� *�5        �� H�#_�  "���� N#��� H��(���$ ��+� �
�5 ���G�$�
) �
�P� *O��. &�.�#�.Mancosu, 1998: 311-327  .(  

  
�@0 5. C,�% �>��-   �!��� $��∧,∨,→,�  &��P ���� %�3 �0)%�  

 N�#()Kurt Gödel(  N�$ ��1932 ���#.�, �� ���G�$� �� R��� �� H�   ��� 	��Y. �E��� H��
�$ A��V� ���@� k� �� H�#_  "��� N#�� 2H��(�       2B��� *�:#7O� k�� 
�� ������ 2��$�� 

) &��. <%7� B��� ������ ���@� ���  2��$��Feferman, et al., 2001: 223-225.(  
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��@� �$��      <��� 
;���� 
�� <�� *5 �.�#� 
� *��Y� N�#( � w����� ���G�$� ��#� H��
��� <�� �� H�#_  "��� N#�� ���� *5 �#�" �� &$�� ��     � w������ A��E�E`� *�����  .�#�

 *�� �� N�#(1950   &�l��� R$#�)Michael Dummett(      �� 	9 ��  U�:�� "���� <��� H��
 &l��� "���– ) ������ N�#(Dummett, 1959       �� u�#��$�5#+ "���� ���.�� -��. "���� <��� .(

&+�K �� � � ��� ��J H��     � 
�� ��6�: .&�$� p��
@� ���� � ��� &��_.  R���� <��   H���
 4�+ � ����� ���$ �/�, "��� <�� �� ���G�$� ��#� �E���  ����$ �� ��%� �   "���� <�
��   H���

��J �� 3��K *� � ��� .��9  
   *�:#7O� �� ��� ������� l&+�K H�
� N�#(    ��v� H���W#     &�+�K H�
�� &���� � ��

 *:#7O� � ��� �������.Wℵ1 B��� *:#7O� 	�#�: *� �� �� ��$�� H��    ��+� �����'
( 
s.
��  �K�� ���� �� *��� *:#7O� 
�� 
� 	�#�[0,1] *� ��  B��� *�:#7O� 	�#�:    ���$�� H���
��R��� .&'
( 
s.    �� �������: "���� <�� �� �E��� H���→,∧,∨,↔,�!  R���� 
���@� .   H���

 H�
� � &$� 
�� A�#� *� N�#( "��� �� �E���Wℵ.  �%  ��6 $� ��  ���� 	�Y..&  
= min��, �� � ∧ � 

= max��, �� �	 ∨ 	� 

= _1																					� ≤ �
�																				� > �  � → � 

= _1																					� = �
min��, �� 				� ` � � ↔ � 

= $1																				� = 0
0																				� > 0 �� 

  

  
�@0 1.6. �-C,�% �>�   �!��� $��∧,∨,→ �, &��P ���� %� �0)%� N>�.�  
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�@0 2.6. C,�% �>��-   �!��� $��↔,� �, &��P ���� %� �0)%� N>�.�  

R��� �� �?@� �u�#�$�5#+ "��� �v� -�. �O��� �� �� �� �E��� H��     *��E� k�75 *�� 	�#�
R���   
�(� D6v� .�
5 p�
@� �E��� H���∧,→! ∪ �0a!  �� : *��  R���� 	�#��     *���I ��E��� H���

�� *5 �
�
�P� 
s.0a u�� �E��� R��� k�  ��@� �W`� C��� 
��@� �� �@>#�0  ��P.9 �� ��  
≔ [�� → �� → �] ∧ [�� → �� → �] �	 ∨ 	� 

≔ �� → �� ∧ �� → �� � ↔ � 

≔ � → 0a �� 

N�#( "��� <��|7� &l��� -���-( &��� �� H� ��� �� � ��� &��_.   ��?� � �
�5 H��� *
.�
5 &��V "��� <�� H�
� �� &���7�  

  
5 . ����3 
�)4-	 5
��
�  

 N�$ ��1938 "��� k�   ��#�|�� [�. *� �$�� 	��)Dmitri A. Bochvar(   ��E���3   �� �� ���
F5������I ���?@� ����>#� H�
��� ����>��� �� *��5 ������ ���.�#� �����9 �#��8#� 	����� 	9 A

�v�)  ) ��� *r��� �(�$�� F5����IBochvar, 1938 .( ���-�( H�
� H�    2B��� *�$ ���» &�$��« �
»C��� « �»�� ��@� «���-( H�
� �� .�#� *�'
( 
s. �� ��  �v� ����»   &�$� C��� ���-�( <��� «

 2��$�� B���»�� ��@� «  B��� *�:#7O� 
�(� .�#� ���� ��
� ��     ��� �� ���$�� H����A, b, c! 
 B��� ��P.9 �
��� Q��7.c  �� ����
� ��`+ *�A  �b ���     ���$�� N���8 .&���. *����E� �

 u�#�$�5#+ "��� ��.�� W�E.3    ���-�( �� ��%� ����� ��G�: T�5
� H�
� .&$� � ���   ���
»�� ��@� « -�. �G�: T�5
� *O��. �� ��»�� ��@� «.�#� ���#,  
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�@0 7. &�7R �+'%� »!�9B« � »S9T�- �?��« %��UO, ���� %�  

R��� 
��$ �$65 "��� *��  �� �E��� H��    ��� 1#�' ��E��� R���� �� H�� �� �k   	�#��
    <��� �� ��#P.��7� u��� ���$�� N���8 <�� �� *5 &$� <�� �O��� �� 
_� *�%. .�
5 p�
@�

 �@>#� k� �E��� R��� �� ��#|�� .����. �#8� "���»  ��.�
�� ������« )external assertion( 
 �»�.�
�� ��%.�« )external denialR��� *:#7O� *� -�. (  ��  ��.�
�� ����� .�
5 *'�>� �E��� H

 
���E� H��»&$�� « 
��
�»&$�� « 2
�� 
���E� H�� �»&$�� « 
��
�»C��� «  R���� <�� .&$�
 �_8� R��� *��  �75»	�%��«   u�#�$�5#+ "��� ��3  
(� .&$� � ���»  ��.�
�� ������ « ��

 ��7. ���  �»�.�
�� ��%.� «   ���7. ��� ��d   @� �
���� Q���7.  
���   �%�  �� ��_.98   ���� 	��Y.
��  .&$�  

b c A 
  b c A 
 

A b b D
  b b A A
 

 �@08. »����9, %�@�� « �»����9, 79>�- «%��UO, ���� %� �%�LP W>  

R��� <�� �#8� ��       k�� �k��$65 "���� �� ��#P.��7� 
�� H��� *� ����8 �E��� H��
� 
���#, -�. ��#|�� "��� �� #P.�7��'�5 .& �    ���-�( 
�� H�8 *� &$�
   �#P.��7� 	9 ��

  ���@� �	9 �8��, 
��@�A
   	#�J N�v� 	�#�: *� .
��� ��
� ��[
 ∧ �
 → 
�] → 
   k��
 �&$� k�$65 "��� �� #P.�7�[�
 ∧ ��
 → �
�] → �
   ��#�|�� "��� �� #P.�7� k�

�� .� ��  #P.�7� *��+�   ��#�|�� "���� �� 
� H
P�� ���� H��      "���� �� �+���@� *�5 ������
 D6v� .�.���. k�$65���
 → 
� → �
    k��$65 "���� �� �+��@� *5 &$� #P.�7� k�

�� ��_~� B��5 *���� �� ��#|�� .����.  ��E��� 
���$ H��(��$ *J
( *5 ��5   *���.�#�. �� B�
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*O��. �+� ��5 &��V  �7. &'�� "��� <�� �� �$�� F5����I �v� H� $ �� .�#  N�1954   k��
"��� ���� ����J 	��     F5�����I �� ���6, H�
�� ��#|��       "���� H�� 
�� ����
���� ��� �� ���

 u�#�$�5#+3 ) �
� ��5 *� -�. � ���Moh, 1954   �����5 =�
�  �� ��#|�� 	�#�� ���  *J
(� .(
F5����I �� ����� lU`��  � ��� ��J "��� R$#� ��     H
�P�� ����� H�����5 ��+� �&�.��

��  �7� A�#� *� *J *���� <3     ���J A�#�� *�� *�J � � ���     [��O.� �� �� ��@� �� ���
��  .&$�  

 

6 . ����3 7��0� 5
��
�  

���� ��y� *� *. ��#|�� t6, 
� <�/l5   *�%/� *.��$��     &�'
@� ���y� *��    "���� �*.��$�� 
3      N��$ �� �� �#�, �� ���1938   ) �
�5 ��'
@�Kleene, 1938    ��?@� ���>#� H�
�� �� .(

y�#$   *�5 &� �� ��_~� ��#� ��Y. [#/@� �_.9 3�#8 �#�� *5 ���$#�I */0�� �v� 	��� 	9 A
���-( <�� �� ��       ��'
; �� .&�$� ���Y. [#�/@� �#��� �_.9 ��$�� B��� *%/� � �����. ��@�

   ��r-8 ���Y(��� S��#� *@+��� �� � �#� �
J 	��
(�  �� � *�$�`� *�
s. 	���PY�I �� <2�/5
� �� �_.9 B�#, *5�� Ay�#$ �� -�. ��#� ��
5 �'
@      <��� *�� *�8#� ���  .�#� *8�#� ��$�I
B��� H� �=#>#�  *:#7O� �� ��$�� H���A, b, c! ��@� �� .&'
( 
s. ��   W��E. �$�� 

   � N���8 � �
�5 p��
@� ��#|�� � u�#�$�5#+ ��.�7� ��   R���� 
���$ ���$�     �� ��E��� H���
*�   �%  A�#�9 .�
5 <��@�  
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�@0 9. C,�%  ;9�XT ���� %� �!��� $��  

 u�#�$�5#+ "��� t6, 
� �O��� �� *5 ����� *8#�
 → 
 �7. #P.�7� k�   H�
�� .� ��
��@� *�8#�    ���-�( B��� ����5 �
' �H� 
s. �� �$�� 
���  �
���     
��� A�#�� *��

:� �� ��  <��@�  
'
g ≤

'
h ≤ 1   
(� RE' � 
(� 
��� = A    � 1 ≤ '

h&' ≤ 4  (� 
(� RE' � 
 
��� = A 

A�#� <�� ��  
#  H�
�� ∈ [1,4]  B���
���      H�
�� <���|7� � �&�$� &�$��� ∈ [1.25,2]  B���


��� �&$� &$�� 

#  H��� *���� = 0  B���
���  H��� *��� �� = 1  B���
���   �4��+ � ����Y. p���
@�

��
�  c �&$� 

# *����  H���� ∈ k − ��0! ∪ [1,4]�  B���
���  ���� <�����|7� .&���$� C��� H�

� ∈ k − ��1! ∪ [1.25,2]�  B���
��� .&$� C��� 

   ���@� *�� *�8#� ��    �#54�� ��$�� 
�0� ∧ 
�1�    ����Y. p��
@�
�5� ∧ 
�1�  C���
�  
�0� → 
�1�    ������� <��� *� ��@� <�7� ��O��� �� -�. S��� �� *5 ����� ��Y. p�
@�

��   ��r-8 2���Y(��� S��#� H�� Q��@+��� *���� �� <�/l5 *��+� .�#   p�@�> �%�  �   �� H
��
R���  R��� �v� D�E��� *5 �
5 p�
@� -�. �� �E��� H��      � ��.�#� ��#�|�� "���� �� �E��� H��

R��� 
���@� �#: ��     �%�  �� ��E��� H��9    R���� 2H#�� A�#�� ��      �����. ��E��� H���
)Kleene, 1952: 332-335 "��� .(3 "��� �� �%� 	�#�: *� ���
�� <2�/5 2� ���  I H���  �� *���

"��� *@+��� ) �r-8 H��partial logics.���� &�7�� (  
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7 .���9 ����  

 *�� ��1960 *:#7O� [�. *� ��#_G�    ����
%��: ��G�+ R�$#� H��' H��)Lotfi A. Zadeh( 
  ����.
G�+�5 ��P��Y.�� 1
��� ��
��( ������$� �� ���%� (���� *��� �#_��Y�) - ���  ���'
@� ���/5
�

)Zadeh, 1965 *:#7O� .(� ⊆ l �� �� #�*L�Y� S��� �� 	�  
Vm��� = $1					� ∈ �

0					� ∉ � 
    H���' *�:#7O� .�#�7. �'
@�� ⊆ l     &�#�?: S���� */��$#�nm: l → [0,1]   ��'
@�

��  *5 �# nm���  &�#?: *8���  *:#7O� �� ��� �� m�Y�    	9 A����� ����( � ��5
 �%  *� ��o� ∈ �p �� Q��7. H
�8 N�7:� ���� .����   *�:#7O� <���     [#�_G� �H���' H���

  ) <(#�( .�
�5 �'
@� �� 
P�� 
���G� �/�, � H��' ���:� �*����Joseph Goguen  �� ��%� �(
 *�� 
,��� �� ���� H���
(� 1960  ���� *5 �
5 
Y��� *+�E� ��»H��' "��� «  H�
�� �_.9 ��

) �#� *�'� ��%� ��� <�+��Goguen, 1968-69*+�E� <�� �� �� .( � ��� [#_G»*%�Y�  ���.�� H�� H�« 
)residuated lattices  B��� *�:#7O� H�
�� �@��; H���,�$ 	�#�: *� �� (     -��. ���$�� H���

      ��� 
�V��� ���� ����5 �� <(#�( H�����5 .�
�5 p�
@�     "���� &'
�Y�I 
�� H
�P7�YJ ���
H��'  .& ��  

���� �%  H�� *:#7O� 2H
�(      ����� ��� *���+� H���' "���� � H��' H��  �5#+ H���  �u�#��$
       "��6: ��y��� u�#��$�5#+ ��  *��G( *�5 �#�.�7� .���� 1
' D6��5 <2�/5 � ���#|�� �N�#(

�G�/'   <��� � H�#_�  "��� *@+��� H�
� N�#( ����
(
�8 �� &G+��� �� q#L�� B�   *�5
��@� H���� H�#_  "���     H�
�� ��#�|�� �&���. ������ 2B��� *:#7O� k� 
� ����� 2�$�� 

F5����I �K H��  Q��I    ��#�K �� ��?@� �� ����9       �� �@�$ H�
�� <2��/5 � ���>��� H���
a$�I �� Ay�#$ �,
� *� ��#( "��� *� �a$�I     �� S���� �� .��.���9 H�� �� ��� ��J H��
 N�$1920 ���� � t���� �� H���� ��
'� "��� p/��� H��   =����� �� p/��� 2� ��� ��J H��

�� �� ���G�$� �_.9 �� �� � �.�
5 �.�
5*:#7O� .     H�
�� H���' "���� 	9 *���� �� � H��' H��
 �(���|�I 
� *�/� �
_�� 
���G� *@+���        Ny���$� � ���@��� 	��_8 2��>��� H����+�� H���

���5 ���@� 
� D6�� *J
( .�.�  �'
@� ���� R$#� ���
E� ��� ���� t�� <�� �� ���   ��#� 
�+� � < �� D6��5 ���� k� �� �� t�� <�� &�.�#� ����     .���5 ��'
@� Q.�
�5 ����9
�� H�


���� l���� &���48 �� �� H�
���5 H����5 �� ���� H��  "���� a���� �� �G�: *�E. 	�#�   H���
"��� 
�Y�� *5 �O.9 �� �'
; �� .�
5 3#�`� � ��� ��J    ���  ����7.�� 2� ��� ��J H��

�� -�. �� 	��� 	9 �� � <�� ��
� ��%� 
_�� 
���G� *@+��� H�
� 	�#�    <��� ��� ��  U:�� =#>#



80   ���� �	
��
  ������� 
 ���� 
�
� ����� 
�	���
� ���1400  

"���  .&$� ��@� �� H���� S��� �� H��' "��� �4+ .������ H��' "��� -�. �� ��»  2H���' "���
S�$�« )wide sense of fuzzy logic( *:#7O� *�
s. 	�7� �:#�� *5    ��� H���' H��� ��  � �� 

*� 
_�� 
���G� *@+��� H�
�  ��� ��5  � ����»   ����`� H���' "����« )narrow sense of fuzzy 

logic(  
�����$ *��@+��� *��� *��5 ��� �����J ���E��� H���� Ny����$� lA����>����
' �  �� ����
	9  ��   .����
I  

»S�$� 2H��' "��� « &'
�Y�I ���K        � N
���5 ��$��_� �z�#�� � ��$��_� [#�/: H���
*:#7O� �� H��' "��� �� �%  <�� .&$� Q.�� �$��_�   *�5 H
P�� B�� 
� � H��' H��

*��� �� H��� *8�� � �� M#�
� p/��� [#/: �� H���    ����� ��� ��+� ����� ��5�
$ �#    H���
    �� ����, S��$#� *�� H��' "��� ���`� A�#� �#: �� .����. �����$ k�$65 "���

"��� B��� *:#7O� 
� ����� 2� ��� ��J H��   ���$�� H��[0,1]   	9 �� *�5 ���� ���� �   ���
*��O��. �:#��.  n����� [�-/���$� � H
���()graded conclusions(  lA�#��� <���� .���� �#��8�

"���   �>��� 2H��' "��� �� H��')mathematical fuzzy logic( �� -�. .����.  
 N�$ ���K �� � �>��� 2H��' "��� �'
@� �� ���1975     �A���V� �1��� ��v� �7����G� �

 H���� 
� ... � #P.�7� ���-(»W`� ��$�� «�� 	��� ���-( D6v� .�.�   P.��7� H�   *�5 &�$� #
 2��$�� B��� ���#7�»W`� &$�� « �������� �� � �� �� *� ��1 ?     H�#�0� 2N��� k�� ��Σ 

��  A678 *7� B��� ��(
� ����.Σ  &`�?  ���
� 
»  W�`� &�$�� «    H���' "���� .�� ��
������ S��� *O��. � A��V� H�� "��� �� H
�(        
����G� ��� ��� 	���� 	9 ��� �� ��� ���J H��

*:#7O� H��' H��      �� ��� ���J "���� �� ����5 �
' .�#7. [����r   ��v� �8�����$� �s 
 A�>�
G� *:#7O� �� *5 
����t', tF, … , tL  �v� �7%Kt  n����$� <�� .� �� ��  *O��.
  �
�' �� *5 &$� ��@� <�� *�»  W�`� &�$�� «       N#��� *�� *�8#� ��� � A��>�
G� 	�#��

 *5 *:#>#�»#P.�7� «� *8#� �� � ����� H���� 
� *5 A��V� �:�#� *»W`� 2��$�� «  p��
@�
��   ���-( 2��$�� B��� �.�t  
��
�»W`� &$�� «�H��' Q��7. �� <��
���� .&$�   

 
(�ot'p = otFp = ⋯ = otLp = 1  ��P.9otp = 1.  
�� �H��' Q��7. �� ��� n����$� H�
� ��$�� *8�� �:#. 	�#�   
�(� .�
5 p�
@� ��&   k��

 T�5
��� ��P.9 �� �� �G�:  n����$� ��$�� *8�� &G( 	�#�s  
�5 �� 
��
� ��    *�8�� <�
��
 ��$���t'&tF&…&tL� → t �� �
5 p�
@� 	�#�  

. osp = inf
���-( �� 	H��	 ������� H�� 	*7�

o�t'&tF&…&tL� → tp 
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� �� *� �� ������� 
� &`� ���� �4+ �o�t'&tF&…&tL� → tp = 1  *�8�� ��P.9 �
 ��$��s  
��
� -�.1 .&$� k�$65 "��� �� ���� n����$� 	�7� ��@� *� *5 �&$�  

  
8 .(� �� 
;�	 
�< ���� �
�$;�& ��� 
��
� ��� ���  

 Q����I S�#� ��"���        "���� <��� p�/��� H����
���5 *�� *�8#� ��� �� ��� ��J H��   ����
"���  *���8 �� *5 ���EE`� R$#� �G/��� � ��� ��J H��      ���.��� ��5�
�$ H�
����5 H���

��  �'
@� "��� T/�� .�.�     ��� *�,���  �� ��� ���J "��� 	�#�: *� *5 ����   H���� ��.#� 
.����� ���� *L�Y� ��J  

  
1.8 ���Y�  Z)%� ���+'%� $  

B��� *:#7O�       *�5 &�$� T��
� *�:#7O� k�� ��$�� H��A     
���$ �� (W�`� &�$��)
B���  � 
�(�-� ��$�� H��b B��� 
��$ �� (W`� C���)   �� .&�$� 
�%J#5 ��$�� H��

"��� *7�        ��� �� =#�>#� <��� ��#�|�� � <��/5 "���� -�O� ��  �'
@� H��   H�� �� 	�#��
B��� *:#7O� #� �� �� � ��$�� H��  R���� ���$�� N��8 *� *8      �� .&�'���� ��E��� H���

 "�����3  B��� ������. �����-+ ���#��|�� -���. � <���/5 ��� ���c ���� �»W��`� &��$�� « ���� �
»C���  W`� « *5 =#>#� <�� *��+� .� �� *���E� ����» W�`� l&$�� «   � ����E� <�
��(�-�
»W`� C��� «+� �&$� ��  ���-(
� 	��� N#; �� �� �� ���E� <�
�%J#5  A����� ���( �

���-(
� �� F%: T��
� D�E��� <�EE`� �?@� -�.       &����7� *��?� A���V� �� &�l��� D6v�� .�.�
&l��� "��� H�
� -  .&$� ��
5 3���.� �� F%: T��
� N�#( 

B��� *:#7O� ����       ����:� �����.� �� 
v5���K 2���, T��
� *:#7O� k� ��$�� H��
�� �&$� �E�EK *:#7O� 
�� �� �� 	9 	�#�  �K�� ���� �� H�[0,1]    H�
�� ���5 <�� .��� Q��7.

Q�� "��� 
� �� &+�K <�� �� .&$� ��  [�O.� � ��� ��J H��      ��� � w�.� p��; �� 	�#��
R��� �
%/7: �'
@� H�
� -�. �� .�
� ���G�$� -�. 
P�� *��Y� ���#�    *�+�E� <�� �� ��E��� H��

��
5 ���G�$� H
��5�, w.� p�; �� H
���L� �� �    ��G�$ *�5 
��»  W�`� &�$�� «  ����$ �
»W`� C��� «.&$�  

 	�
� ��5 *�»*%�Y� ��.�� H�� H� «B��� *:#7O� k� 	�#�: *�   H�
�� �@��; 2��$�� H��
) <(#( R$#� H��' "���Goguen, 1968-69"��� 
�Y�� ��#� �� (   ���K � � ��� ��J H��
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"��� 	�7� �� T$���� H��
�8 �� *��+� �) k�$65
�� �5 (��    �� ���� *���+� ���5 <�� .���� ����
"��� �� �?@� H�
� -�. <(#( �v� k�$65 
�� H�� ��@� ��) H#_  "���  ������ �$��    
��

 
� ����� �$��  ��@� ��) u�#�$�5#+ "��� � (w����� H��
�8wx -  �#�� ��  [�O.� (��
�8
)Tarski, 1936  �Chang, 1959*:#7O� �� =#. <�� 
v5� .( 2B��� H��   �� q��, �:#. ��$��

*:#7O� �� .����� *%�Y� [�. *� T�
� H�� "��� 
�Y�� <�� &G( 	�#�    � �� ��� ���J H��
*%�Y�      <�'��� *�� 
�O�� ���
��� *5 ���� �#8� �%��-. M����� 
� �� �_.9 
~���� q�#, � ��
B�� ���� H��  q�#, <�'�� <��|7� � *���� �� 
� �� ����. �� �/�, A��V� H�
� H�  l����8
"��� .&$� ��  � ��� ��J H��  

 N�$ ��1936  �%$#5��)Stanisław Jaśkowski(      �� �� �H�#_�  "���� *�@+��� S�#�
 2� ��� ��J "��� k� <�,�$ H�
�" × �     ��E��� 
����$ �� H�� �� �� ���"   �� ���

�  � R��� H���� *5 � ���   ) �
�5 =���� ����� �_��Y� �E��� H��McCall, 1967: 259-263 .(
  ��E��� 
���$ �� ���5 �
'�  �	   B��� *�:#7O� ���    ���$�� H���xm  �xz   ��
�G�

 *:#7O� �%$#5�� .�� ��xm × xz B��� *:#7O� 	�#�: *� ��     � �
�5 ��'
@� 2���$�� H��
R��� ��$�� N���8 FZ$  :�
5 p�
@� 
�� A�#� *� �� �E��� H��  

≔ ��m�, �z�� ���, �� 

≔ �� ∧m �′, � ∧z �′� ��, �� ∧ ��|, �|� 

≔ �� ∨m �′, � ∨z �′� ��, �� ∨ ��|, �|� 

≔ �� →m �′, � →z �′� ��, �� → ��|, �|� 

≔ �� ↔m �′, � ↔z �′� ��, �� ↔ ��|, �|� 
B��� *:#7O� H�� ����
� *���� =#. �� $�� H�� ��xm × xz *���� *�E� ��   �����
� H��

N������� &���+ T����
� .������� 
��� *����.  H�)lexicographical ordering( *��G+#� T����
� �  H�
)componentwise ordering:�.�
P�� p�
@� 
�� A�#� *� T��
� *� *5 (  

# ��, �� ≤} ��|, �|�	
(�	�	RE'	
(�		[�� < �|�	��	�� = �|	�			� ≤ �|�] 
# ��, �� ≤� ��|, �|�	
(�	�	RE'	
(�		�� ≤ �|	�			� ≤ �|� 

 �E��� 
���$ �� 
� 
(� �N�v� 	�#�: *� 	#�5��  �	    
�
��P� 
�s. �� k�$65 "��� ��
 T�
� n�� 
� ���, ��  �� ���� &�+ T��
� �� ��P.9 �
��� Q��7.  *���.    ���$�� N���8 �H�

���R   �%  A�#� *� �E��� H��10 .�#� ���#,  
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�@0 1.10 . �9D�-∧,∨,� �[�\ )� �7�] N'� ���� %�  Z��: �, W9'=T ���� ^�J  

 �D9-�- _�,�% �,≤�  

  
*G+#� T��
� ��  	#J �H�10  ��01   *�.�, <��� w.� &��'�5 RE' �&��. *���E� ����   ���

� <�� *5 &$� <�� T+�8 *�%. .� �� 
� �v�u�� �� "��   "���� �� [���5     ��� u�#��$�5#+ H���
 &+�K �� N�#(4 �7. N��@� �� ��� .� ��  

  
2.8 C,�% �!��� $��  

"��� �� ���-( H�� ���-( �� *:#7O� k� Dy#7@� �H�    ��v� ��7�� H���    � &�$� ��
�G�
���-( 
��$ FZ$  
���: k75 *� ��� R��� �   ��� *�,�$ �E��� H��   N������ .�.#�    <�
��

�R��    ��� ���G��$� ��_.9 �� �
���� 	��� �� *5 ����� ���_.9 �E��� H��   ����%J � 
���5  �� H�
	9  
� �7�Y� ���∧,∨,→,↔,�	! ���-( k�$65 "��� �� 	9 �� .&$� ���9 -�. H�    *�5 ����8


_� �� �%�     ��#�K �� �
����� 	���� H����+�� �"��� t���� <�
�     � ��7/: p�/��� H���
�* /: ��#K �� q#L, "���� 
v5� �&$� 
�#�Z��5 [#   ���-�( H���      <��� *�� ��r�� �����K H�
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5  R��� <�� 
��@� �� ��6@� � ����� �E��� R���  �� ����� ���� ����K ��E��� H��  H����K
R��� <�� �� �
���� 	��� lA���s�.�  .��
( ����9
� �E��� H��  

  �� *��6, A�#�L� ��) �E��� R��� k� 
��@� �� *5 ��/L, <�+��    (��E��� R���� k��
�� ��s�.�     k�� �� *�|.��J .&�$� (��$�� N��8) ��$�� S��� k� H���� *5 &$� <�� ���

�E��� R��� *� �r�� �� ��� ��J "��� �� �&��. m�Y� 	9 2��$�� 2S��� *5 
� �� H�   	�#��
  "���� H�� ��� �$�
� 	#J .���9 3��K *� �_8� 2� ��� ��J "��� =#. k� �� 	9   H���

� ��� ��J ���-(    R���� *�7� 
�/���� �4+ �&$� (���$) H�      2���$�� S���� H���� ��E��� H���
.�� �� m�Y�  

  2���$�� B��� k� ��E��� R��� k� ��$�� N��8 �� 
(�A     k�� � (W�`� &�$��)
 2��$�� B���b   	9 2���$�� N��8 ���`� 
�/��� Dy#7@� �� �� *� �� �#8� (W`� C���)

8 �k�$65 "��� *� �E��� R���   �4�+ .�#�  k�$65 "��� �� �E��� R��� 	9 2��$�� 2N��
�� x� 
_� <�� ����  �� �E��� R��� 	9 ���»N��
. « ���       *�7� *�5 ��E��� 
����$ .
��#�(

R���  �� N��
. �E��� 
���$ k� �� �� �� N��
. 	9 �E��� H��   �� �p��� <�� �� .����.*   -�8
"��� *7� �&��I �E��� 
���$  �.�  �'
@� *5 ����.����� N��
.  

 �� k� 
� A��r-8 �$�
� *� *���� ��5    ��E��� R�����∧,∨,→,↔,�	!  ���    ��� .
����
�I
 Q��
�� *8#�8 -1 �� �
' B��� *:#7O� 
��5     �� �� T��
� *�:#7O� k� ��$�� H��

�  B ≤ �  2B��� *5 ��@� <�� *� ��B C���  2B��� �� 
��  �� 
s. �� &$� .
�
�(  
 

3.8 �?�� S9T�-  
5
����-( 2�G�: T� "��� �� ��      ���@� ���`+ *�� ��� ��� ���J H��     &�$� <�%7� ��$�� 

   *�� �� ��G�: T�5
� =#. ��J � ��� ��J "��� k� �� &$� <%7� ��K � � �� A��G��
B��� *:#7O� ���� .
� �� *:#7O� 
�� ��$�� H��  �� H�[0,1]  ���  *5 &$�1 *�   	�#��:

 � W`� &$��0    ��� W�`� C��� 	�#��: *�      N������ �� ��%� 
7����� S���� ��� ��   <�
��
T�5
� "��� 
v5� �� *5 &$� �G�: H��      H�� �� ��� � ���� �#�8� 
��
�5 ��'
@� *5 ����

R��� 
��$ ��$�� S���     N������ .&�$� N#�LK ���� �E��� H��      k�� �� *�5 ����#, <�
��
:&$� ��� �
  *� 
���� ��s�.� �G�: T�5
� 
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# B��� *:#7O� *� 	9 ���`�  H��   "���� ��G�: ���5
� 	�7� �k�$65 "��� ��$��
�� �� k�$65 

#  2�G�: T�5
�»W`� C��� « �
P�� 2B��� ���E� 
� ��»W`� C��� «�� �� 

# &5
  � ���O��8 &���, H���� �� �� H
�4I 

#  
(� ��@� .� �� �#�%�B  ��  ��    � ��� �� ���$�� B��� *$B C���   �� 
���   ��� ��
 �G�: T�5
� ��P.9B  ��  �G�: T�5
� ���  �� C��� -�. .� �� 
� 

�7. *��+�          � &�$� [�y ��G�: T��5
� k�� H�
�� ���#�� <��� *�7� &��:� &G( 	�#�

��@�     ��7. 1��� ���#�� <��� *7� �� *5 �.��� �#8� �G�: T�5
� H�
� ��$��� H��   .����5

 �%  H�� �� ��K�
� D6v�10 ��  *%��� 
�
�/: ������0,1� ≤ �1,0� �+�  
. �0,1� ∧ �0,1� = �0,1� ≥ �0,0� = �1,0� ∧ �0,1� 
   ��G�: T��5
� �� �+#7@� 	��� �� *5 H��s�.� ����K *5 & �� *8#� ���� N�K <�: ��

�7. 
s. *� � �#  &��:� ���� 
���� .&'
�4I 	9 H�
� �� H
��@� 
� 	�#�  
   [
��. ����.��� �� 1#��' q�#��, *��7� *��5 �@��#��� <�
��#_��Y� �� ���%�  ���v/v� H����

)triangular norm(  ��t -[
. ) ��t-norm�� (     N��$ �� ���� <��+�� H�
� *5 �� ��1942   R�$#�
) 
��2O�l�Karl Menger      �.���  ���'
@� �+���7�K� k���
�� H�����?' H�� ����5 S���#� (

)Menger,  1941 �v� &$� �@��� �v/v� [
. k� .(A: [0,1]F → [0,1]  q�#, ��:
��  

T1 . 
� H�
�B, �, ��A�B, �� = A��, B�  �AJB, A��, ��K = A�A�B, ��, ��� 

T2 . 
� H��� *�B, �, � 
(� �B ≤ �  ��P.9A�B, �� ≤ A��, �� � 

T3 . 
� H��� *�B �A�B, 1� = B.  
 
� H�
�B  �� ���G�$� ��3  ��� y�� &���,    ��� 	��Y. 	�#��A�B, 0� = 0.    �%�  ��11 

[
. �� *.#7. ��J �� �� �v/v� H��  .�����  
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�@0 1.11. ��� �[�\ �`�`� $�� &��P � �,�J  

  
�@0 2.11 ��� )W���
 �a>�9'�T�� �`�`� $��5(  

[
. *7�  �%  �v/v� H��11   �� =#�>#� <�� H���K �� 
� �%  �#, � ����� *�$#�I
�� 	�Y.  �%  H�� �� ��6@� .���11 �� ��K�
�      ���`+ *�� N�#�( ��v/v� [
. &'���� 	�#�

[
. 
��$ �� �G�: T�5
�  �%  �v/v� H��11 �_$ *.�
�(      ��v/v� [
�. �#�: �� � &�$� 
�
&�$ *�E� �� �G�: T�5
� ��`+ *� u�#�$�5#+  *.�
�(   ���-�( 
�(� D6v� .&$� 
�   H���
  �
 

     �� p��%/� �� 
�� �
(��  *�|.��J ��P.9 ��� �� �
(�  k� p�/%� �� [�O.� H�
� T��
� *�
    ���@� ��� =#�7O� �� ����� [�O.� *GL.  ��$��      ��� �� �
�7. p�L. N�#�(    �� ��+� �
��(

��@� �
7. u�#�$�5#+ �$��  �7. "/@� m�  *� m��. p�/%� �� [�O.� H�
� H�   .�
�(  
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�� �/5 �#; *�   �
�%/7: ��`+ *� H
P�� �v/v� [
. 
� �� N�#( �v/v� [
. ��� 	�Y. 	�#�
*.�
�P/_$ ��G�: &�$ ��`+ *� ��� .&$� 
� [
. �	�#� *.�
�( �v/v� H��  *��$#�I�.   �#�8� H�

*.�
�P��$ �
%/7: u�#�$�5#+ �v/v� [
. �� �.��� .�.��� H
�  
 �%��  ��12 ���� �� *���$#�I�. ���v/v� [
��. *��.#7. *��$  
�#��L� �� *��5 �#�.���7� .�������

m�Y�  &�$ ���  �v/v� [
. �&$� .&$� u�#�$�5#+ �v/v� [
. �� 
�
�(  

  
�@0 12. `�`� ���) _+'�9
�� �`�`� ��� _���� _'�� $7>70 �`�`� ��� �% bc N�' � .7����  

 �N'�% N�' �`�`� ��� %����!  ����! _T 7�+�� $���[ d�79T� _��D�� ��  
 �>��� C�, )�� = ∑ �

���
N�M�  �� = ∑ �

���
N�M� �� N'7, 7�>]  

  
4.8 B9!� �!��� C,�%  

E. �E��� R��� 2��$�� S��� H�
��� 
s. *� W�  ��$�    *�L�Y� <�
��7_� *�5     �
�  *�� ���
���  :�� �� 

1 .B��� *:#7O� 
(� �� �� �+�-. �@��� W�E. ��P.9 �� �� T�
� ��$�� H�� 

2 . W�E.»W`� C��� «  
���
�»  W�`� &�$�� «      *�:#7O� 
�(� �4�+ .F%@+��� � �� ��
B��� *:#7O� 
�� ��$�� H��  �� H�[0,1]  ���  *5 � ��1   �$�� 	�#��: *�&   � W�`�0 

*� �� W`� C��� 	�#�:  ��P.9 �� ���0 = 1  ��1 = 0. 

�G/��� =�#.� �'
@� U:�� �<�EE`� p/��� A���s�.� *��+� "��� �� W�E. S��#� ��   H���
 ��J ��Y|�I W�E. �=�#.� <�� <�
��#_Y� �� �%� .&$� ��  � ��� )involution negation( 

 W�E. S��� .&$�� �� (	�#��#, ��) �Y|�I ��    ���$�� 2B��� 
�� H��� *� ��(
� ���#(B �
�J��B�K = B  ��� ��5#� W�E. k� �� �+�-. D���5� 2W�E. .    ��� ���K�
� .����#(    ���� 	�#��


(�   S����: [0,1] → [0,1]  �5#� �� �� �Y|�I 2W�E. k�  W��E. ���� .�#� ���#, 
�   �����
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 �v����� = 1 − �F   ��7. ��Y|�I �+� ����� �5#� *5 �.��� �#8�     "���� 2W��E. .��� ��
 ��@� �u�#�$�5#+����� = 1 − �       -��. ��#�|�� � <��/l5 "���� �� .&�$� �Y|�I 2W�E. k�

       2W��E. *����> 
��� �� .&���. ��Y|�I &���I � N�#( "��� W�E. .&$� �Y|�I W�E.
<��|7� � N�#( �� �&$� W�E. S��� k� -�. *5 �� 	9 2	�(�� .�����  

����� = $1												� = 0
0												� > 0               ��| ��� = $1													� < 1

0													� = 1 

�� *5 ����� *8#� S�����| ��� = ���������.  
"��� �� �k�$65 "��� H����`�� �� �?@� *��        R���� D��?@� -��. �� ��� ���J H���  

R����� 
����$ ���� W���E. 2���E��� �� H���� .���� M������� ���E�R����� ���$�
� ��  2���E��� H����
»T�5
�  �/L' « �»[�-/�$� «.�
5 
���#, ��� � -�. ��#� <�� �� H���#� *�  
  

5.8 ���
 S9T�-  
�%  �� �G�: T�5
� *��  -�. �/L' T�5
� "��� �� �G/��� H��   �#�_~ � ��� ��J H��

�� ���I  =#. <���J &$� <%7� q�, "��� k�  ��6@� � ��5   .�� �� *�� �� �/L' T�5
�
       �� 
��� 
����� �[�� &����, �� R�E' � &�$� ��G�: T�5
� *��Y� �/L' T�5
� q�#,

:& �� 
���#,  
# B��� *:#7O� *� 	9 ���`�    "���� �/�L' ���5
� 	�7� �k�$65 "��� ��$�� H��

�� �� k�$65 

#  2�/L' T�5
�»W`� &$�� « �
P�� 2B��� ���E� 
� ��»W`� &$�� «�&$� 

# H���� &5
  � ���O��8 &���, �� �� H
�4I 

#  
(� ��@� .� �� �#�%�B  ��  ��    � ��� �� ���$�� B��� *$B C���   �� 
���   ��� ��
	9  �/L' T�5
� ��(B  ��  �/L' T�5
� ���  �� C��� -�. .� �� 
� 

  ��+� ��� �� *� �� �� q�#, <�� *7� �/L' T�5
� k� ����. ���-+ D�@��� -�. �O��� �� 

� �� 	9 *5 �v/v� [
. 	�(�� .&$� [�y 
s. *� �/���K q�#, k� <� �� -   ��v/v� [
�.)t-

conorm(  ��s -) [
.s-norm�� ( N����� �� �%� �����.    q�#�, �� *�5 &$� �@��#� =�#.� <�
�
�� 1�� �/L' T�5
�   k�� S��� �� .��5s -     ��v� &�$� �@���� [
�.�: [0,1]F → [0,1]   ���

:
�� q�#,  

S1 . *� 
� H���B, �, ����B, �� = ���, B�  ��JB, ���, ��K = ����B, ��, ��� 
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S2 . 
� H��� *�B, �, � 
(� �B ≤ �  ��P.9��B, �� ≤ ���, ��� 

S3 .
� H��� *�	B�	��B, 0� = B  ���B, 1� = 1.  
 �% 13  �� *.#7. ��Js -[
. .&$� ���Y5 
�#L� *� �� ��  

  
�@0 1.13. s -��� \ $���[� &��P � �,�J  

  
�@0 2.13. s -��� 1�>LT�� $�� -f�
 _>)�T�� � (7>70) *��- a>�  

      2��G�: T��5
� k�� 	�#�� �#�8#� � 	�(�#�� ��:�� k75 ��A    2W��E. S���� ��   -��.
�� *���> �� �/L' T�5
� k� 	�#�  

��B, �� = � ZAJ��B�, ����K[		   )1(  
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 *|.��J &+�K <�� �� .&,�$A v� [
. k�  � �� �� �v/�      ��� �� ��Y|�I W��E. k��
	9  S��� ��(�  k�s -.�#� ���#, [
.  

 *��$ N#���� �� ����� <��#��$ *��5 W������ =������� ����� ���� &��$� 
��%G� *��.�(  ����#(
»*�G( H��  �����. &$�� �K�� 	9 �� W����� .«A�#�     o��$� 
�� W����� =����� ��� H���

 �v/v� [
.A  W�E. S��� �� �� �%  <�� *� 5 �# *  
 
� H��� *�B �AJB, ��B�K = 0.        )2( 

"��� �� �?@� ��     �%�  *�� W����� =����� ��� u�#�$�5#+ "��� �v� � ��� ��J H��
) N#�
'2   �� ����� ���@� *� 	�#� � ��� ��J �4+ � &$� &$�� (»   W����� =������ ���� «
.&��.    

 ) N#��
' �%  *� W���� =����� ��� H��
�
� A�#� ��2  �Y|�I -��. � (   S���� 	�#�� �
 2W�E.� *|.��J �	� ) N#�
' k75 *�1  	�#�� �Y|�I ��P.9 �� �� ��  p�
@� (�   2=������ �

�� 3�O�� W���� *5 ���5  
�JB, ��B�K = � �A Z��B�, �J��B�K[� = �JA���B�, B�K = ��0� = 1	 

  ) N#��
' H�� �� *�5 ���O.9 �� �u�#�$�5#+ "��� �� D6v�1   2
���@� S���� �� (»  H#�� ��� «
�� ���K   ���-�( 
� H��� *� �4+ ��# 
   ���-�(
 ⊕�
       �4�+ .&�$� #P.��7� ���-�( k��

��J �� ������ 	�#��� ��� ���» U��+�V "��  �
��; ����� «���7. -���.  R��E' S����� �� .��� ��
� �����J   �� ���� ��@� *� "��� k� 	�#�»	�#� � ��� �� ��� «.&$�  

  
6.8 ��L�+'�  

  ���, 	#�J �[�-/�$� 
P/7: ��#� ��       ��$�
� ����� �&���. ��
��
� 	9 H�
�� ����O��8 &�
�� 
s. *�  .�
�( A�#� H
�Y�� &�� �� q�#,    *�/78 k�� �� *5 H��s�.� *� *8#� �� �$�

:�� �� 
�� �
  *� [�-/�$� 
P/7: q�#, <�
�7_� �
���� �;
  

#  ���-( 2B��� 
�.��� *%���#� �� 
���� ��s�.�» 
(�
   ���P.9
 «  	9 �&�$� &�$��   ���(
	��J  *J
  D�7�K �� �� &$��
       	#�J �� ��� ���J &�+�K �� *�5 � �� &$�� -�.

*8�� �� ��$�� [#_G� �� �&$� <%7� ����G�� H��     *�5 
�
��P� *�O��. *.#P��� 
�.�#�
 ����
  ����.� *� ����K
  �  <07�� �� � �� &$��     �� ���$�� *�8�� D��7�K *�5 
�#
����  �� ����K k� &$� <%7� *��+�) &$� �v� ��$�� *8�   *�5 
� �� ��
5 �
' ��
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 A�#� <�� ��
 ��     B��� 
�(� �4�+ .(�� �� *� �� �� ��$�� *8�� ����K <�� �.�#�
���-(       ��v� ���$�� *�8�� �����K � 
���� Q��7. �_.9 �#, �� ����� *� �� ���   -��.

  	�#�� &$�� �
� �� *� ��.
 → 
   ��� 3��O��    *�5 ���5
 ≤ 
  F%:
�� .
 ≤ 
 
	�Y.  ��  *5 ���
  ����.� *� ����K
  
(� ��@� .&$� &$��
   ���P.9 � �� &$��
 

�� �4+ � &$� &$�� -�.  &G( 	�#�» 
(�
  ��P.9
 «    
�P�� A����: *�� .&$� &$��
C��� [�E� 
(� �;
  */78 ��        ���@� .&�$� &�$�� *�/78 B��� �� �� �+��� �� 
�

 �� �4+ .&$� &$�� �[�E� ��G�.� *� �;
  */78    &�+�K�� �� �;
�  A6�78 ��#�
 2H�
�»W`� &$�� « �» W�`� C��� «      ���$�� 2B��� 
�� H�
�� 
����� ���s�.�B �

 2H�
� ���E� -�. �;
  */78»W`� &$�� «    [�-/��$� S���� 
�(� FI .��5 ����,� ��c 
 ��P.9 �� �� �;
  */78 
��@�c�B, 1� = 1 �c�0, B� = 1   �H�
�� 
��� &+�K �� ��� .

 ���E� �� H�
� �+�� � [�E�B  �� *|.��J �B C���  �� 
�� "��� 
�Y�� �� �� ��   H���
 2H�
� 2���E� 	�7� D���O� � ��� ��J»W`� &$�� «  H�
��c�B, ��    *��'
( 
�s. ��

   2
����E� (&���I "��� �v�) A���� ���( � ��#�. �PY�7� =#>#� <�� ��� �&$� �� 
��  *�'
( 
s. �� -�. &$�� *� k��-. B��� .�.� 

  
�@0 14 .g�%� �7!� �h�0 _��R %� _T �!h��� �- N'� ���- )�  

���� $��, &��P � a>�9'�T�� �N�O
 $��  

�*       &�$�� B��� *�� 
�O�� �����. ��+��� �� [�E� 	�#� 
�(�-� ��;
  */78 �� ��6:
      �� ��4�+ .���� *�r��� ����� C��� � &�$�� <�� H���E� � �#  �;
  */78 	9 H�
�

 [�-/�$�	c�B, ��    ��� ���s�.� ���P.9 ������ Q��-'� �+�� � ��#� &��V [�E� 
(� �   *�5 ���
&$�� [�-/�$� B���    S���� ���@� .�#  
�c��, ��     H�#@�� �@���� �[�� *�G+#� H��

���� .� ��  
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�@0 15 .���� %� ��� _?��� $�% ��L�+'� *��, $���[ &��P � a>�9'�T�� �N�O
 $�� 

��5 �
' &��V �� �+�� 
(�      2	�#�� C��� 	�-��� ���@�) ����� Q��-�'� [�E� B��� � 

        ����� [�-/��$� ��5 B��� ���P.9 �(��
�� <��� �� ���K �� �#  
5 �+�� *� &��. [�E�

 S��� 
P�� A���: *� .��5 ���I Q��5c��, ��   �� �� ���� �+�-. �@��� �N�� *G+#� H��
"��� �?@� �� -�. =#>#� <��)   "��� ��.�� ��  �
����
� &�����I�  �� .(&�����.

�%  15 Q/' 
$� �� �� =#>#� <�� �� y�� &7$ *� H�#7: H�� .��� 	�#� 

#  [�E� ����»W`� &$�� « �+�� �»W`� C��� «     �;
�  *�/78 B��� ����� ��� ��
»W`� C��� «��@� .� ��c�1,0� = 0	  #�>#� <��� .   "���� <��� �� -��. =    *�5 �����

�'
@�  E� �� �+� &��. ��
�
� &��I "��� �� 
��
5.&$� ��
�
� *� 

#  [�E� ����»W`� &$�� «   .�� �� 	9 �+��� 
��
� ���� �;
  */78 B��� ��P.9 �� ��
   
��� H��� *�� ���@�B �c�1, B� = B  �#�.��7� .  �� B��� N�����8 N�� H��
��$ *��5

�%   15 �� 	�Y. "��� *7� ��#� �� -�. =#>#� <�� �����      -�8 *�� ���  
�5� H��
.&$� &$�� &��I "��� 

#  ��:��»@�	9 2W�E. F%: �� �;
  */78 	�#� N�� «   *�� S���� �� �k�$65 "��� ��
��
5 
$� �� *5 � ��� N��8 	��E� ��@�       <��� ����� 
��� *�� &���. 
���1,0�  �

�0,1� �� "��� <�� �� .� ��        "���� ��#�� �� =#�>#� <��� 
��
�5 ��'
@� *5 ����
 �% ) u�#�$�5#+2  �%  �3 -3     �� ����K �� ��� ���_J "���� �(   "���� 3
�>

 �% ) B�#, �� k�$6510 -2� �(  �%� ) <�/5 "��9   ��#�|�� "���� � (  &�$��
"��� ��#� �� �+� &$�      p�@�> *�8�� k�� �� *��+� � &��. &$�� N�#( � &��I

     �%�  ��) &�$� &�$�� "���� �� <�� ��15 �   *�.�, *�7� 
�(    �� H
���5�, H���
���$ �� �
��5  N�#( � &��I "��� H�
� 	��E� <�� 
������ ��
�
� -�.   .(�#  
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*8#���   
5� ���#�� *��     [�-/��$� k�� H�
�� Dy#�7@� ����    ��� �
�' �����K �    *�5 ����5
q�#,  1#'      ��� �� [�-/��$� q�#�, �� ����
���� *� ���. *5 q�, ���#� �� � �� �� ��
�
�

�� �'
@� �� 
s. ��#� q�#, .���5  
R��� ��$�� S��#� �'
@� *���� �� 
_� */0�� k�  E��� H��T$��� 3���.� ��   S���� <�
�

*��8 A���� ���( � H�
���5 �r��� A���� ���( .&$� �E��� R��� k� H�
� ��$��   H���
T$��� 	�  ���I *� 
O�� �G�/' � �E��� �� ��$�� S��� <�
�   �u�#��$�5#+ "��� �� .�.# 

   R���� 
���$ � �#�� ��
5 p�
@� �� W�E. � [�-/�$� ����� H� �#, *J
(�   ��� H���  �� �� ��E
	9 H��      W����� � ��G�: T��5
� H�� �� �k��$65 "��� *��  �+� ��#� ����9 &$�� ��

��        
����� *�5 ����O.9 �� S���� �� .�
�5 p��
@� �� [�-/�$� 
P/7: 	�#����B� = 1 − B  �
A��B, �� = max	�0, B + � − 1!�4+ �  

= 1 −max�0, B + �1 − �� − 1! c��B, �� = �� ZA�JB, �����K[ 
= 1 −max�0, B − �!   

= min	�1,1 − B + �!   

 3�#�8 1#' B�� �N�#( "��� ��#� �� ��� .&$� u�#�$�5#+ *�+�� p�
@� 	�7� *5   #�(
 �N�#��( 2W���E. �� ���G���$� .&����.   ����@���    ����@� �N�#��( ���G�: T���5
� �����5 ��

A��B, �� = min	�B, �!U��:�� *��%��� ��+���� ������K � ���O�� S����� �� �����O��8 &�����, �
[�-/�$�  �� .&��. T$��� ��#   

�� ZA�J0.2, ���0.6�K[ = ��JA��0.2,0�K = ���0� = 1 

�� ZA�J0.6, ���0.2�K[ = ��JA��0.6,0�K = ���0� = 1 

�� [�-/�$� 
P/7: H�
� ���     �� *�5 �
�5 *�r��� �G�
@� 	�#��   "���� �� ��(�-� *��$   H���
��J            [��E� S�>� ���:�� .���� �
����5 �&�$� ��v/v� [
�. ��_.9 2��G�: T��5
� *�5 � ���

)modus  ponens( �� 	��� k�$65 "��� ��   ���-�( �� ��$�� �� ��5
  �
 → 
   ���-�(
 
�� *O��. R��� k75 �� � ��� ��J "��� �� �� [�E� S>� ��:�� 
(� .�#     ��E��� H��&  �

→ »)H#� � « �»��P.9 ... 
(� («  k�� ��P.9 �&$� ��
�
� ��:�� <�� 
��5 �
' � 
��� Q��7.
 A�#� *� #P.�7��
&�
 → 
�� → 
     
���@� *�|.��J 	#��5� .
� �� *� �� ���� ��&   k��

 
��@� � � �� �v/v� [
.→     [�-/��$� S���� -��.c       	9 ��� �� (y��� ���  
�5� q�#�, ���)   ���(
	����J *��J  
 → 
 ����K ������.� *��� ���  ����@� ���� �� &��$��c�
, 
� ≥ � 
���� 	����
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*G+#� H�� �G�: T�5
� 	�#� H�#@� ��  AJ
, c�
, 
�K ≥ A�
,�� 1. 

&�� _?��� $�% ��L�+'� *��, ���L�  cJAJ
, c�
, 
�K,
K ≤ c�A�
,��,
� 2. 

 *��, �������
&�
 → 
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�@0 1.16. 1� �!��� C,�% �+'%� j,�- ���� $��, $)%�  k&��P � �a>�9'�T�� �N�O
 $��6 �0)%�  
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