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 دانشگاه فرهنگيان
 پويش در آموزش علوم پايهتخصصيـ فصلنامه علمي

 1396، تابستان هفتمشماره ره سوم، دو

 مروري بر چند اثبات قضيه مورلي

2خديجه مرشدي،1 آرزو حسيني

 چكيده
،هاي موجود در آموزش ايجاد انگيزه براي يادگيري است كـه يكـي از مـوارد انگيـزش يكي از چالش

و تعميم مسائل بيـان شـده در درس اسـت. ي هـاوشردر آمـوزش رياضـي بـا3تئـوري مـورلي كاربرد

 انـد. زاده ارائـه كـرده هاي آن را تاكنون آقاي دكتر كرمحلترين يكي از ساده است. متفاوت حل شده

مي،حالا در اينجا و كـاربرد با يك روش ساده خواهيم تعميم آن را به عنوان يك مسئله دوره متوسـطه

و مسـا قوانين مثلثاتي حل كنيم. تئوري مورلي باعث به وجود آمدن معما و وافـري شـده هـا ئل متفـاوت

ــات ايــن قضــيه مــي اســت. ــد روش اثب ــه بررســي چن ــه ب ــراي در ايــن مقال ــل درك ب ــردازيم كــه قاب پ

.است آموختگان دوره متوسطه دانش

.قضيه مورلي،حل مسئله،آموزش رياضي:ها كليدواژه
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 . مقدمه1

ن را برطـرف كننـد.آكند تـا ابهـاممي ها) فراهم تئوري مورلي فرصت مناسبي براي هندسه(دان

(نقاط ابهام) را برطرفمي اثبات همچنين كند. به منظـورمي كنيم كه اثبات ما بسياري از معماها

كـه بـراي هـاي متفـاوت اثبـات توجيه نامي كه براي عنوان اين مقالـه انتخـاب شـده تعـدادي از 

.گرددميان متوسطه قابل درك باشد بيان آموز دانش

است كه نقاط برخورد خطوط مجاور اضلاع تثليث كننده سـه زاويـه قضيه مورلي حاكي از اين

 1899ابتـدا در سـال مسـئله دهنـد. ايـن مـي الاضلاع متساويداخلي هر مثلث تشكيل يك مثلث 

و تاكنون اثبـات .هـاي متعـددي بـراي آن ارائـه شـده اسـت توسط فرانك مورلي مطرح گرديد

ه هميشه به دنبال پاسخ ساده و تري براي مسئله ستيم تا بتوان در سطوح متوسطه قابل طـرح باشـد

و حل ساده آن هنـر آموزشـگر  كـه قابـل درك بـراي تمـام اسـت بيان يك مسئله به طور ساده

تر باشد. مانند حل مسئله مورلي توسـط آقـاي دكتـر سطوح پايين آموختگان دانشحتي،سطوح

اة در بيشتر ساختارهاي زمين. [2 ,1]زاده كرم يـك مثلـث،ثبات براي تئـوري مـورلي(پيش نياز)

(يا اثبات با مشابهت يك مثلث با مثلـث داده شـده بـه پايـان مشابه با مثلث داده شده وجود دارد

و موقعيت يك نيمساز ساده مبنايي براي هر مرحل مي .استاز اثباتايهرسد)

حل.2 1 بانكف روش

بر اثبات بانكف ش در دوره متوسطه با مثلثـات آموزنشداكه [1]ي مثلثاتي استها روشمبتني

و و مثلثاتي اين اثبات باعث انگيزش خواهد بـود كـه قضـايايها روشآشنا شده مهـمي هندسه

 نيز با آن قابل حل است.

1 Bankoff 
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 داريم:���∆براي هر مثلث

BC
sin�A
 �

AC
sin�B
 �

AB
sin�C
 � 2r 

)rمثلث شعاع دايره محيطي∆���(

.1-2شكل

هـا در نقـاط، با زاويه���∆ث دلخواه مثل

A،BوCــكل ــده اســت. از ش ــيده ش كش

كه مقابل مي  دانيم

A� � B� � C� � 180�.

.2-2شكل

∠��� � 180� � ��/3 � ��/3
� 180� � ��� � ��
/3
� 180� � �180� � ��
/3		
� 120� � ��/3		
� �360� � ��
/3 

.3-2شكل

:به همين ترتيب

sin∠�!� 		 � sin"360
� � ��
3 # �$
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:كنيممي فرض ���∆در مثلث

�� � 3%, �� � 3', �� � 3( 

:داريم	���∆و در مثلث

��
sin( 	 � ��

sin�180) � ( � '

BC

sin�180) � γ � β
 �
2,sin�3α

sin�γ � β


� 2rsin�3α

sin�60) � α


 بنابراين

BF
sin	γ � 2rsin�3α


sin�60) � α

 پس

BF	 � 2rsin�3α
 sin c
sin�60� � α


sin�3x
 � 3 sin�x
 �4sin2�x

� 4sin	�x
	[	�√3/2
5 � sin5�x
]	 
� 4 sin�x
 [ sin5�60�
 � sin5�x
]
� 4 sin�x
 �sin60� � sin�x

�sin 60� � sin�x

	

� 4 sin�x
 2 sin 760
� � x
2 8 cos 760

� � x
2 8 2 sin 760

� � x
2 8 cos 760

� � x
2 8

� 4 sin�x
 sin�60� � x
 sin�60� � x

:بنابراين

�� � 	8	, sin�α
 . sin�60� � α
 . sin�60� � α
 . sin γ
sin�60� � α


�� � 	8, sin�α
 . sin�60� � α
 . sin�γ
 �$$
 
Bبراي (ii)مانند � 3β	وC � 3γ ومي استفاده : آيدمي دستبهكنيم



 49بات قضيه مورلي مروري بر چند اث

/ دوره  1396/ تابستان هفتم شماره سوم

AD	 � 	8r	sin�β
	sin�γ
	sin�60) � β
	
AE	 � 	8r	sin�γ
	sin�β
	sin�60� � γ
 

.4-2شكل

AE
AD � sin�60� � γ


sin�60� � β

∠ADE	 � 	∠AED	 � 	180� � A

3
� 540� � �

3
� 540� � �180� � � � �


3
� 360� � � � �

3
� 180� � �

3 � 180� � �
3
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:از اينجا خواهيم داشت

∠�!>	 � 180� � �
3 ,

∠�>!	 � 	180
� � �
3

.5-2شكل

 آيد.مي دستبه <��∆و ��!∆ هاي به همين ترتيب براي مثلث

?<�!آوريممي دستبهراFزواياي حول � ?<�!يا�300 � بـه همـين ترتيـب بـراي.�60

 خواهند بود.60oنيزEوDزواياي 

1 دريگيدز روش اثبات.3

كهها اين نوع اثبات؛كنيم اثبات ديگري از قضيه مورلي مطرح مي از اين نظر حائز اهميت است

. هستندان در دوره متوسطه قابل درك آموز دانشبا اطلاعات 

در براي اثبات قضيه مورلي از لم زير استفاده مي  آمده است. [4]شود كه اثبات لم

.1-3شكل

	BAC∠ فرض كنيد:1 لم � aطـهو نق Dدر 

و تنها اگر خط	ABC∆ مركز مثلث  است، اگر

DA نيمساز زاويه aو  باشد

∠CDB	 � 	90� � a/2 

1 Dergiades 
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:���∆ كنيم زواياي داخلي مثلث دلخواهمي فرض:اثبات قضيه مورلي

�� � %, �� � ', �� � ( 

و دريگيدز فرضنباش :كندميد

x � 60� � Bα3C , D � 60� � E'3F , G � 60� � B(3C

0 شودميو فرض < I, D, G < xو(60 � y � z � 120).

.2-3شكل

يك الساقين متساويسه مثلث روي اضلاع

،xالاضلاع با زواياي جـانبي مثلث متساوي

yوzكه مي :سازيم

0 < I, D, G < 60)
x � y � z � 120)

 بينيد. در شكل مقابل مي

.3-3شكل

)3-3را مانند آنچـه كـه در شـكل(ها ساق

را مشاهده مي كنيد امتداد داده تا يكـديگر

 قطع كنند.

.4-3شكل

الاضلاع است راس مثلث متساويDچون

كنيـد بنابر آنچه كه در شكل مشـاهده مـي 

خواهـدDوIهـاي نيمساز زاويـه IDخط 

) ).4-3بود در شكل
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.5-3شكل

مCوBهايسأر  كنيم.يرا به هم وصل

∠BDC	 � 	60� � z � y 
� 60) � x � y � z � x 
� 180) � x 

	BIC∠چــون � 	180) � 2x وDروي

لم BIC∠نيمساز زاويه  نتيجه1 است بنابر

 CIB∆در مركـز مثلـثDگيـريم كـه مي

.است

)Dــث ــازها در مثل ــورد نيمس ــل برخ مح

∆CIB(.است 

.۶-٣شکل

مي ACو ABحال ضلع  كنيم. را رسم

آ مي در . استγوβوα همان	ABC∆ كنيم كه زواياي داخلي مثلث خر ثابت

: داريم7-3 بنابر شكل

s � x � z � 60 � 180)
و درنتيجه

s � x � z � 120)
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.7-3شكل

 همچنين

a � s � t � x � x � 	180)
 به همين ترتيب

t � x � y � 60 � 180)
 پس

t � x � y � 120)
و همچنين

x � y � z � 120)

.8-3شكل

:بدين ترتيب

a � �s � x
 � �t � x
 � 180)
a � �120) � z
 � �120) � y
 � 180)
a � 120) � �120) � z � y
 � 180)
a � 120) � x � 180)

 آيدمي دستبهبنابراين

A � 60) � x � 	α
3
ــث ــذا مثل ــاي ABC∆ل γوβوαداراي زواي

 است.
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1 روش كانوي.4

1-4شكل

اثبات زير اثري از كانوي كه در سال

. در [6 ,5 ,3] انجام شده است 1995

 ) ) در نظـر1-4اين اثبات بنـابر شـكل

 گرفته شده است
3a � 3b � 3c	 � 	180�

 بنابر اين

a � b � c � 	60�

xOكنـيممي فرض � x � aو چـون�60 � b � c � در نظـر چنـين تـوان مـي پـس�60	

 كه: گرفت

0O � a � b � c � 60�
: سه نوع تركيب از زوايا را در نظر گرفتانتومي بنابراين براي ساخت يك مثلث

,0O:نوع اول.1 0	 O, 0O
,P:نوع دوم.2 QO, RO; PO, Q, RO; PO, QO, R
,aOO:نوع سوم.3 Q, R; 					P, QOO, R; 						P, Q, ROO 

 است.180oچون جمع هر يك از اين هفت تركيب برابر

دهـد كـه روي يـك مثلـث مـي او نشـان.كانوي به روش بازگشتي مسـئله را حـل كـرده اسـت

كـهcوbوaساخت. يعني با زواياي دلخواهايهيك مثلث با هر زاوي توانمي الاضلاع متساوي

a � b � c � : داشته باشيم توان مي�60	

1 Conway 
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 سازيم.مي1ضلاع با طوللاا نوع اول: مثلث متساوي.1

.2-4ل شك

+bو+aو زوايـاي1نوع دوم: يك مثلث با يـك ضـلع.2

 سازيم. مي

.3-4شكل

در:نوع سوم.3 به QOO دو خط با نقطه اشتراك QOبـا زاويـه QOOزاويـه روي ضلع مقابل
و نحـوه سـاخت ايـن ايجاد مـيQOبا زاويه پايه الساقين متساويباشند. مثلث (دليـل كنـد.

پ  ايين ذكر شده است.)مثلث در

.4-4شكل

مي DFCو	JHIهاي مثلث :سازيم را

JHI	 � 	DFC	 � 	bO
JIH	 � 	DCF	 � 	c 
JH	 � 	DF � 1 

.5-4شكل
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	DCدهـد كـهمي همنهشت هستند. اين نشان DFCو	JHIهاي مثلث شودمي ثابت � 	JI،چـون

و نقـاط  Vدو مثلث يكسان شدند پس ضلع مشـترك هسـتند � Wو !	 � بـه همـين ترتيـب.�

آنهاي مثلث توان مي و  ها را كنار هم قرار داد. ديگر را نيز ساخت

.6-4شكل

 باشد.360o الاضلاع متساويمثلث هاي توجه كنيد جمع زواياي راس

�PO
 � �RO
 � �QOO
 � �0O

� P � 60� � R � 60� � Q � 120� � 60�
� �P � Q � R
 � 300� � 360�

.6-4شكل

ــا در ــع زواي ــون جم D،360oچ

ــتند. ــق هس و اضــلاع منطب اســت

تـر از روي بينيم مثلث بـزرگ مي

الاضــلاع ســاخته تســاويممثلــث 

و3a،3bشـده اسـت بـا زوايـاي 

3cبه نتيجه مطلوب دسـت پيـدا ،

 كرديم.
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 [4 ,3] زاده روش اثبات كرم.5

اثبات با يك مثلث متشابه با مثلـث داده شـده،در بيشتر ساختارهاي اثبات بازگشتي قضيه مورلي

 به مثلـث اوليـه،در انتهاي اثبات،رسد اما در اثبات دكتر كرم زاده با اجتناب از تشابهمي به پايان

(لم،رسيم. همچنين در اين اثبات مي هـاي قضـيه براي اثبات هر كدام از گام،)2 قضيه نيمسازها

 اينجـا روش اثبـات عنـوان،ذكـر شـده اسـت [7]در منبع كند. اثبات دقيق اين قضيهمي كفايت

.گردد مي

:بدين ترتيب خواهيم داشت.شودميابتدا مسئله حل شده در نظر گرفته،براي اثبات

.1-5شكل

%O � 60) � % 
'O � 60) � ' 

(O � 60) � ( 

(OO � 120) � % 

.2-5شكل

ايهنقطـA فـرض كنيـد:2 لم

بــهCوBو]XOYن زاويــه درو

 OXترتيب نقاطي روي اضـلاع 

هستند. سپس اگـر دو تـا OYو

زيــر درســت باشــند،ة از گــزار

آنگاه سومي هم درسـت اسـت 

[3, 6].
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 قرار دارد.]XOYة روي نيمساز زاويAة نقط.1

2.AB � AC.

 اند. اند يا مكمل يا مساوي?OCAو?OBAة زاوي.3

: خواهيم داشت2بنابر لم

�\]? � ]^�? � %O
�\?̂ � ^]�? � (O
�^\? � ^]�? � 'O

رسـمβوαو زوايـاي جـانبي	ABبا داشـتن ضـلع �^�∆حال براي اثبات قضيه مورلي مثلث

رسـم كـرده بـه همـينO'وαبا زواياي جـانبي ARرا روي ضلع \^�∆كنيم سپس مثلث مي

^\كنيممي ثابتو [^�∆ترتيب مثلث  � ]^ �  الاضـلاع متسـاوي ^\[∆پس مثلـث [\

O'وO%با زوايـاي جـانبي PQرا روي ضلع ′�\[∆. مثلث استبوده كه همان مثلث مورلي
و ثابت مي .شودميبدين ترتيب حكم كامل،استCهمان نقطه ′�كنيم نقطه رسم كرده
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An Overview of Some of Morley's Theorems 

Arezoo Hosseini1, Khadije Morshedi2

Abstract 

One of the challenges in teaching is to motivate learning. One of the instances 
of motivation is the application and generalization of the issues expressed in the 
lesson. One of the simplest ways to use Murley's theory of mathematical 
instruction has been presented by Dr. Karamzadeh. Now here, in a simple way, 
we want to solve its generalization as a secondary school problem and the 
application of trigonometric laws. Morley's theory has led to many different 
puzzles and problems. In this article, we will look at some of the ways in which 
this proves to be understandable to high school graduates. 
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