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Abstract 

From the beginning of the emergence of new logic, fundamental links have been 

established between logic and various branches of mathematics, which led to solving 

mathematical problems and, conversely, solving basic problems in logic itself. One of the 

challenges of the logical methods in the study of mathematical structures is the 

impossibility of studying some of the important structures of mathematics, including 

analytic structures, in the framework of the first-order language and logic. The main 

purpose of this paper is to provide a suitable logic for studying these structures and then 

solving problems in the analysis using logical tools. At the beginning of this article, we will 

briefly review some suitable logics for studying the structures in mathematical analysis, 

and will outline some of the most important uses of logic in analysis. Then we present and 

prove one of the recent achievements, which is an important application of logic in 

analysis. In particular, we study the concept of definability in logic and its relation with 

mathematical analysis. 
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 ������7� ��=�7,
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- ��� 8����� +4� ��  #	*�) ��&&4 e�+�
 ���S�(�, �� = 0    +�4� k�5E � +4�� = � (
  ..��� ����� �� e�/f- ��	
 �� ���&@ ��7� �5� 0�R�D ��� +�?*@  

 e� : �+*@
 - >�� �?@+
 �����/!    $�
�- e��+�
 �����/ e� �� ./� ���?=(!, �� 
:�)����  

1 . #*�@ ��7� +� ��+�  �=�7,
 ���� g�@ e� �  .����	)� ��/���:!" → !   �����
 +4� �)���� �����(�, �� < ��($�   0�R�D�%�(��, �(��& < $. 
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2 . #*�@ ��7� +� ��+�  �=�7,
 ��� .���	)� ��/��� g�@ e� ��:!" → ��   �����
 +4� �)���� �����(�, �� < ��($�   0�R�D|�(�� − �(��| < $. 

3 . .�J ��7� +� ��+�  �=�7,
 ��� �:= e� ��) ∈ ! .���� ���� 

    >��m
 ;���	= �� �� �C�1���D ��	�D �����/ �	2 �
��� ��      ;��� e��+�
 ������/ �� #����
#
 >�m
 � ��q���@ ��+) .8�	-     ) �� ���� ��*��+
 +��P� ���Ben Yaacov, Berenestein, 

Henson, and Usvyatsov, 2008: 315-427 (.;D �� 0�� +-r g��+
 �  
>�m
 � :��      �����:E ��+� A�/�	
 ;��� ..�/� e�+�
 �����/ e� l��� ��:E +� ( 1

.�� ����� 0��� ����@ �1�5
 ��� �
��� �� l���  
) l��� �)?P
 +� (NBanach lattice     �� .A�/�	
 #���� �� .�/� e�+�
 �����/ e� (

 ����:E �~�� #�1�' ;��	=
� �)?�P
 ;��	= � �    >��m
 �l���� ����   �� #����  ���������/
.�	�&� e�+�
  

) l��� +?� +� (zBanach algebra  ../� e�+�
 �����/ e� (  
 +� (��∗ -) +?��∗-algebra../� e�+�
 �����/ e� (  

.�	�&� e�+�
 ��������/ �� #1�m
 #!��� N+� � �+?!�� ����:E (�  
>�
+E #
  �+*@ ��+5�/� � e�/f- ��	
 ��P
 ��   ����I@ ��	2+� �����  ���   ���)� �

#
 0���� �9�D � �
��� �� �- ���� ���� �9�D  �+*@ �� #I�+} .8�	-  
  
1.2 ��,  )�+' '� �(��,  

<+@ #
  �+*@ >�� �?@+
 ��	
 ��P
 �5�B� ��+5�/� � ��   e�� .�J ��7� +� � +���
 +� .����

 - +4� ../� <+@�  #*�@ ��7� e�- - � ��� #��@./, ⋯ , ."   #�R7�
 -  <+�@   0��R�D ��	���

�(./, ⋯ , ."	�   e� C��
 - �7� ../� <+@
 -<+@ #
 ����/ 6�� ��� � ��     .����  
  
2.2 #���  )�+' '� ��,� <��,  

>�
+E  �� #7@� ���
  ���S�(./, ⋯ , ."�  ;D �� �- �	�&��   >��7q
 e�- -  �� #���@
 
 � ./�./, ⋯ , ."  #R7�
 - �0K�� ��� .�	�&� <+@�(./, .2�  e�
 -    ;D �� ��- .�/� <+�@
./, .2  
 -.�	�&� <+@  
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3.2 #���  )�+' '� ��,  

>�
+E >�
+E �!�/� ��+5�/� � C�� ��  #�
 ����/ #7@� ���      ���P
 ��+5��/� ������/ � �����
k�� �5� ��/��� g��@ ../� e�/f- >�� �?@+
 ��	
 �� ;D +}�	�
  �+*@   �� #�5�	
 ���

#
 ��� �		-  �34�  �5-� #
 �I�� �� ����/ �5�   .�		-  
 �f- : �+*@
 ->�
+E   v��F +�� k��+� �� �- #/f- ��+�)2�- �� ./� ���?= ��

#
 :�	-  

1 .>�
+E  #7@� ���
 ->�
+E  .�	�&� 

2 . +4�ℎ: [0,1]" → [0,1]     � ���� ���/��� #*��@7/, ⋯ , 7" 
 - >��
+E     0��R�D ��	���
ℎ(7/, ⋯ , 7"�  e�
 ->�
+E  ../� 

3 . +4�7  e�
 ->�
+E   ��     0��R�D ����� +����
 e�5-�87  �34�87   C���
 - >��
+E  
.�	�&� 

 e�	
 ->�
+E   ��7� ��� +4� 8���4 ��/ ;�� ��34�  �5-�    e�� .���P� 0��I�/� ;D ��

 ->�
+E  �� ��� ����� ���� ��/ e� ;D �� +���
 +� � +}�	�
 �-  e�
 -.�	��4 �!7�  

  
4.2 16>  )�+' '� ��,  

 e�
 - 8)'9  ���S ./� #@��?=7 = 0 ;D �� �- �7  e�
 ->�
+E    ..�/�
 -  8�)'
9  +4� 8���4 ��& ��7  e�
 -.��� �!7�  

.����q
    � �.����	)� #R��/��� ���7�� �.���	)� #R�/��� �!7� �� 0�� >�7=� ���
 � �u�7q
 ;�� �����+-      ���������/ ��+� N��� >��
 ���+d� e� ��,�� � +,	
 �g��@

#
 �C�1��D      ..�/� ���?J� $��B ���	
 ��� ��+ e�/f- >�
 ��+d� � ��P
 #,���� �- ���
#
 �%��� �� >�
 ��+d� ��� j���� � 8���I
 �� #:* �
��� �� .8���  

  

3 .��,
- (��  

 ;�� (� ��� ��
 #
 +d� �� .�J �� � .8�+�4  #�E+*
 �� >�
 ��+d� ����:B � 8���I
 �
��� �
#
 .8�	-  

 ;�� �� ���U@ e� : �+*@
  �� �=�7,
 e� �� ./� ���?=
 -8)'     +�4� .���& ����
:  ;�� �� ���U@ e�
  �!  e�
 - ���� �����/!  �� >�
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9 ∈ :  ��!  ���U@ .��� ./��! �� �- �	:ℎ(!�   #�
 0��� ;��P�     ��7� ��=�7,
 �����
8)'  �� ./�� ���! #
 #
 $
�- �� ��� >�
 e� ���U@ �- ���U@ e� .��� .8���4  

 ��	- �+E : �+*@!  �;  ��
 -.�	�� �����/  
1 .!  �; 8��� ��   0���4+� 8�����4 #@�
���5
 ���:ℎ(!� = :ℎ(;�  +��R�� �����?= ��� .

�=�7,
 8)' �7� ���  �� +� �� �- #���#
 ;�&)� �	�&� ./�� �����/ .�	��  
2 . +4�!⊆; 8���4 0�R�D �!   #@�
��5
 .��/+��;    ���) .�/�;   #@�
��5
 g��/�@! 

  +�� ��+ 0�4+� (./�
 -  >��
+E7(�/, ⋯ , �"�   +�F�	= �</, ⋯ , <"  ��!   8���� ������ �
7)(</, ⋯ , <"� = 7=(</, ⋯ , <"�.  

3 . g�@ e�� e� ��  �=�7,
+��!  �;    +�� ��+� +4� 8���4 #@�
�5
 ;���P� e� ��

 - >�
+E7(�/, ⋯ , �"�  +F�	= �</, ⋯ , <"  ��!  �  

7)(</, ⋯ , <"� = 7=(�(</�,⋯ , �(<"��.  
      �� ..�/� ��1�5
 ���� �� 0��I��/� ����
 8���I
 ��+�79
 �� #)� #@�
�5
 ;���P� <�9I


#
 �- #
�R	� �gB��   l���� ��:E e� 8���4?       l���� ���:E e�� �� e��+�
�C�� ����@ 
#
 0���P� #
 #@�
�5
 ;���P� ��d	
 ���� .���  

     <��9I
 ���� 0����� ;D �� �
�5
 �� �- �����7� �>�
 ��+d� �����C� ��+�79
 �� #)�
#
 N+��+E   ) ��1�5
 �� ���/��� ��	
 �� N+��+E ��+ A/�	
 #I�+*@ .���Ben Yaacov, 

Berenestein, Henson, and Usvyatsov, 2008: 315-427      ���P
 #,����� � .�/� 0��� ��%��� (
   0��� $�F�' ���	
 ��� ��+ e�/f- >�
 ��+d�        �!��/� ��- #�79
 j����� ��!7��� .����

N+��+E 0�� .�J ��   �� ��- #4�+PE ��:B #	*� ;D �,��� � 6�� ��:B �� ./� ���?= ���
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 0���� ;D � �
��� :���  

- �+E :#4�+PE ��:B ��	:  e�
 - � ���U@�  �� �f- e�
 -   +�4� .���� �������/
 �� #��	�
 �=�7,
+�� +� ��+:  �� �����/ e��      ;D ��+� #1��
 ��- ���� ����� ����

 �� ����
 ��������/ �� N+��+E e� 0�R�D ���� #��	�
 �=�7,
�   #1��
 �- ���� ����
 ��: ../�  

�
 ��+d� 89
 ���:B �� +R�� #)�      ����?= .�/� ���?J� $��B C��� ��/��� ��	
 �� �- >
:�� ./�  

8��9���1 ��:B -) 81�)/�Lowenheim-Skolem �- ��	- �+E :(κ   #���	�
�� >�	����- e�
#
 ;�� >�	����-  ���&
 �� +�4�C �- ���   ���	- �+E .���!   e��
 -  � ������/A⊂! 
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�=�7,
  >�	����- �� #1�R2 �=�7,
+�� �- ��� ��κ    .���/+�� e�� 0�R�D .����;  ��! 
  :�)���� ���� ����  

1 .;  #@�
�5
 .��/+��! M./�  
2 .A⊆;⊆!?  
3 .;  >�	����- �� >�R2 �=�7,
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1.3 @(�, <�A ��  
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 ��+d� 8���I
 ��+�79
 �� #)�"O��@" #
   >��
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#
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A  >�
 e� +4� 8���4(;, <�B∈C  ��:C  +F�	= �D/, ⋯ , D"  ��;   ��)���� �	�� ����
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 �7� �=�7,

(A� -8)' �	��
 #���	9(�/, ⋯ , �"�    ��- ����9(D/, ⋯ , D"�  ��(;, <�B∈C 
../� ./��  

 ���S	�� ���  � ��.�)(D/, ⋯ , D"/A� #
 ;�P� #
 � 8���   8����4(D/, ⋯ , D"�   O���@
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 �5q
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#
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)Ben Yaacov, Berenestein, Henson, and Usvyatsov, 2008: 315-427(.(  
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4 .��/� 0��$
 � !	�1� 2��� 

�	�
� ��+�79
 �� #)�   ��7� �� ��*1��
 ���  ����� �   0�� ��������� ����    ��*1��
 � ���	
#4K�� ��/� � +,	
 �*1��
 ��� ../� #���� ��������/ N�!�
 ���     +� ��������/ ���	

#4K�� ��	?
  ���"N��"      $�' � +��9 V�� �� +�,	
 .��9� �� � ������� 0��' ;D ��
���� ���� ;D �� ����
 $%�&
   #�)� l���� ����:E ��+d� 0K�� � #���� C�1��D �� .�� �

     �� e��/f- �����:E ����� ��������� �� 0��' ��� ������ ����� �� #/�/� �u��/ ��
    �����:E �e��/f- �����:E �� ��d	
 ../� 0�� 0��"1� l��� ��:E e���  ���   ��+�)

1 ≤ � < ∞#
 (  e� �� e�/f- ����:E ���� .�7�� .���     +�d	
 ���� �� l���� ���:E
 ��*�B � �� l��� ��:E ;D ;����
 �- ./� ����@ $�B      �����:E �#�	*�) �+�)2��- ����

�*�B ��� �*1��
 �- ��q� � �+- 8�&5@ (e�/f- 0��/ ��      ����
 �� #@��=fx� � .�/� +�@
#
 �%��� �*1��
 ���
 l��� ��:E >�m
 <�7@ ��� ���	2 ��+ .���     $
��� 0���  �P- ���� 

      ���� $
��� l���� �����:E ��7� �- �� ���+ A1�Q ��S@ � ���� e�/f- ����:E ���
 ��� �� �
� ��	�&� ���:E1970 ) ;�&1+�/Tsirelson, 1974: 57-60    #���:E �� >��m
 ���1�� (

��� $
�� �-  ����:E �� <��-��  ���   0�� � #���/�	� �(�� ;D �� .�+-  P- �� ��?�   ���	

�� �- #����:E�C-+
 �� �	�&� e�/f- ����:E $   �������� �� 0��' ��� �u��/ ��+@

       ��+*@ <��9I
 � >���/ ���� ��� #�@�r s�?@�� �$SE ��� �� ../� 0��    ���	
 �� �+�L��
#
 �*1��
 �� #����   0���' ��� �� ��	
 �� ��+��- �- �� +��� ��������/� �� #)� � 8�	-

#
 ��?J� � ;�� �� ./� *��+
) .8�	-) � ��� �Khanaki, 2018  (.(  
#
 �*1��
 �� l��� ����:E ��������/ $SE ��� ��      �� ;��� �� ���d	
 ���+��	 �8��	-

#
  �+*@ �+�D ��B� ��� �
��� �� �- ./� l��� ��������/ ;�� �,	��   �����:E ;�� .8�	-
  �� .�/� ���?= l���
H = I0, ��,J, ‖∙‖M   ��-�, 3    �=� �� �� ���� +����5
   L��� #�5�5' ���

#
  �- �		-|�| + |3| ≤ 1 ��,	�� �� .0  M./� .�J ��7� e���,J     #*��@ ���7� e��2 -  #���@
 �- ./���,J(�, ��  ���F ��� + 3� #
 +�?*@  M���‖∙‖   >��7q
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g���@ ���7� >���7q
 � ����   .�����	)� #R���/��� �����7�� ��� �	���&� .�����	)� ����/��� ����
�: (0,1] → (0,1]  �-δ(�� = ����?= �) .  �u�7q
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#
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 ��	- �+E : �+*@? #���� l��� ��:E e�     8����4 .���� +�L��?    ���/��� ���	
 ��
 �+*@  +4� �./� +�L�? #���� >�
 ��)�   ����U@ �� +�L�:ℎ(?�     +�4� #�	*� .����@   >��
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 �+R�� ���?=? #
 �"P
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