
 

 
7 

 2شماره . 1398تابستان . چهارم و سال سی

صلنامه پژوهشنامه بیمه
ف

  

Calculation of the Relative Premium based on Two-Point 
Inflated Poisson Model for Rate-Making System   

 

Amir Teimour Payandeh NajafAbadi        Fatemeh Atatalab        Ramezan Rezazadeh 
 
1-Professor, Shahid Beheshti University.  
2-Ph.D Student in Actuarial Science, Shahid Beheshti University. 
3-Master of Actuarial Science, Shahid Beheshti University. 

 

10.22056/jir.2019.139100.2326):DOI(  

  
   ABSTRACT  
Objective: One of the most important issues facing insurance companies 
is the determination of fair premium. Since no claims history leads to a 
reduction in the premium, in this study we assume that insureds have 
some sort of censored behavior at two points i and j. The frequency of 
two points i and j is significantly high in the observations. In this paper, 
we use an inflated Poisson distribution of two points i and j to estimate 
relative premium in Bonus-Malus system. 
 Methodology: In this paper we use i-j inflated Poisson model for 
modeling hunger for bonus. The method used is an approximation 
based on Bayesian methods for estimators of credibility under 
quadratic and LINEX loss functions. 
 Findings: The numerical results show that if we model the 
phenomenon of customer hunger for bonus using two-point inflated 
Poisson models, the relative premium is significantly reduced which 
attracts customers. In addition, it is also shown that using the LINEX 
loss function is a suitable method to reduce the relative premium of 
customers. 
Conclusion: In a rating system, an insurer's insurance records are used 
to calculate fair premiums. The problem addressed in this paper is 
modeling hunger for bonus based on non-reporting of small losses. 
The results of the present paper show that: (1) Relative premium is 
significantly reduced when modeling hunger for bonus by using inflated 
Poisson models; (2) relative premium estimator under LINEX loss 
function is less than this premium under quadratic loss function. 
Since Bonus-Malus system is based on number of claims, it cannot 
be a fair system, so it is recommended to use a system that 
incorporates both the number and severity of claims into the 
calculations. 
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شده براساس مدل  گذاري یک سیستم نرخۀ نسبی بیم محاسبۀ حق
   دو نقطهپواسون آماسیده در 

 
  فاطمه عطاطلب      رمضان رضازاده    آبادي امیرتیمور پاینده نجف

 
   بهشتی سنجی، دانشگاه شهید  استاد گروه بیم - 1
  سنجی، دانشگاه شهید بهشتی و پژوهشگر پژوهشکده بیمه  دانشجوي دکتري بیم  - 2
 سنجی، دانشگاه شهید بهشتی  کارشناسی ارشد بیم  - 3

  
 

هاي بیمه با آن مواجه هستند تعیین  ترین مسائلی است که شرکت یکی از مهم :هدف
بیمه  که سابقه عدم خسارت منجر به تخفیف در حق با توجه به این. بیمه عادلانه است حق
. کنند ارائه می jو  iدر دو نقطۀ  گذاران نوعی رفتار خاص بیمه کنیم می شود لذا فرض  می
هدف این . در مشاهدات زیاد است jو  iداري فراوانی دو نقطۀ  اي که به صورت معنی گونه به

هاي پواسون آماسیده در   شده تحت مدل گذاري بیمۀ نسبی در سیستم نرخ مقاله برآورد حق
  .این دو نقطه است

براي پاداش از یک توزیع پواسون  بندي اشتیاق در این تحقیق براي مدل :شناسی روش
استفاده شده است روش مورد استفاده یک روش تقریبی مبتنی بر  jو  iآماسیده در دو نقطه 

 . هاي بیزي براي برآوردگرهاي باورمندي تحت دو تابع زیان مربع خطا و لاینکس است روش
ي پواسون آماسیده در ها آمده حاکی از آن است که اگر از مدل دست نتایج عددي به :ها یافته

یابد، که این امر در  داري کاهش می بیمۀ نسبی به طور معنی دو نقطه استفاده کنیم، حق
همچنین نشان داده شد که استفاده از تابع زیان . سزایی دارد جذب مشتریان بیشتر تأثیر به

 .بیمۀ نسبی مشتریان است لاینکس ایدة مناسبی براي کاهش حق
گذار براي محاسبۀ اي یک بیمهشده از سوابق بیمه گذاري سیستم نرخدر یک  :گیري نتیجه

اي که در این مقاله مورد تحقیق قرار گرفت  مسأله. شود بیمۀ عادلانه استفاده می حق
هاي  گذاران براي دریافت تخفیف بر مبناي عدم گزارش خسارت سازي اشتیاق بیمه مدل

  . کوچک است
هاي  اگر پدیدة تمایل به پاداش مشتریان را با استفاده از مدل )1: (نتایج مقاله حاضر نشان داد

) 2(کند؛ گیري پیدا می بیمۀ نسبی کاهش چشم بندي کنیم، نرخ حق پواسون آماسیده مدل
بیمۀ نسبی تحت تابع زیان  بیمۀ نسبی تحت تابع زیان لاینکس کمتر از حق برآوردگر حق
  .مربع خطاست

تواند یک  هاست نمی جریمه مبتنی بر تعداد خسارت –با توجه به این که سیستم پاداش
شود از سیستمی استفاده شود که هر دو عامل تعداد  سیستم عادلانه باشد بنابراین توصیه می

 .ها را در محاسبات دخیل کند و شدت خسارت
 

  27/04/1397 :تاریخ دریافت
  04/06/1398 :تاریخ پذیرش

  
  
 
 
 
 
 
  
 

   :ها کلیدواژه
بیمۀ نسبی، توزیع  حق

پواسون آماسیده، 
 .باورمندي خطی، تابع زیان

  :  بندي موضوعی طبقه
  G22, C11, C13 

  
 

   آبادي امیرتیمور پاینده نجف :نویسنده مسئول
 Amirtpayande@sbu.ac.ir :الکترونیکیپست 

 »باشد دیدگاه پژوهشکده بیمه نمیصحت مطالب مقاله برعهده نویسنده است و بیانگر «
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 مقدمه
تـرین مسـائلی اسـت کـه      بیمـه یکـی از مهـم    اصطلاح تعیین حق اي یا به گذاري محصولات بیمه قیمت

اي  شـده اسـتفاده از سـوابق بیمـه     گـذاري  سیسـتم نـرخ  هدف از یـک  . اند هاي بیمه با آن مواجه شرکت
گـذار در یـک    بیمۀ پرداختـی توسـط بیمـه    مقدار حق. اي عادلانه است بیمه گذار براي محاسبۀ حق بیمه

گـذار   گذاري دورة جاري و علاوه بر آن، به سابقۀ خسـارتی بیمـه   شده به عوامل نرخ گذاري سیستم نرخ
سال، یک یـا تعـداد بیشـتري ادعـاي      گذارانی را که طی یک بیمهشده  گذاري سیستم نرخ. بستگی دارد

. دهد گذارانی که هیچ ادعاي خسارتی ندارند تخفیف می کند و به بیمه خسارت داشته باشند جریمه می
شـده برمبنـاي متوسـط     بندي گذارهاي طبقه بیمۀ آتی بیمه گذاري تعیین نرخ حق هدف از سیستم نرخ

  .سال گذشته است tتعداد ادعاي خسارت در 
بیمـۀ نسـبی    شده از ضرب حق گذاري بیمه در یک سیستم نرخ جریمه، حق -هاي پاداش همانند سیستم

بیمۀ پایـه   هاي ادعاشده و حق بیمۀ نسبی براساس فراوانی خسارت حق. آید دست می بیمۀ پایه به در حق
  . شود هاي وارده محاسبه می براساس شدت خسارت

دهنـدة تعـداد    نشـان  ௜ܻ௝اگـر  . گـذار متفـاوت را در نظـر بگیریـد     بیمـه  nبـا  پرتفوي یک شرکت بیمه 
گذار  هر بیمههاي  ام باشد، مجموع خسارتiگذار توسط بیمه [j-1,j)هاي ادعاشده در بازة زمانی  خسارت
݅	براي  tتا زمان  = 1,2,… ,   :است با برابر ݊

)1(   ௜ܻ . = ∑ ௜ܻ௝
௧
௝ୀଵ 			 

 :شده برابر است با گذاري یک سیستم نرخام تحت t+1بیمۀ سال  حقو 
)2(   ௜ܲ(ݐ + 1) = ݐ)ܲܤ + 1) × )݁ݐܴܽ ௜ܻ.(ݐ);  	(ݐ

)݁ݐܴܽگـذار و   بیمـه  nهمۀ  ام براي)t+1(سال بیمه پایۀ  حق BP(t+1)که در آن  ௜ܻ ;(ݐ). بیمـۀ   حـق  (ݐ
)݁ݐܴܽبیمۀ نسبی  حق. ام استiنسبی براي فرد  ௜ܻ ;(ݐ). معمولاً با استفاده از برآوردگرهاي بیز تحت  (ݐ

 ).2001 1دینویت و دان،(شود  شده محاسبه می گذاري توابع زیان متفاوت در یک سیستم نرخ
بـه شـرط پـارامتر    ، .t ،௜ܻام تا زمـان iگذار هاي ادعاشده از سوي بیمه تعداد خسارتفرض کنید مجموع 

߆ریسک  = . و پارامتر ریسک داراي توزیع پیشین گاما است jو  i ، داراي توزیع پواسون آماسیده درߠ
)݁ݐܴܽ، بـراي بـرآورد   )2010(پاینـده  کـارگیري روش تقریبـی    هدف از نگارش این مقاله به ௜ܻ ;(ݐ).  (ݐ

)݁ݐܴܽدیگر، برآورد  عبارت توابع زیان مربع خطا و لاینکس است؛ بهتحت  ௜ܻ ;(ݐ). به کمک این رابطه  (ݐ
  :شود پذیر می امکان

                                                                                                                      
1. Denuit & Dhaene 
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)3( )݁ݐܴܽ  ௜ܻ ;(ݐ). (ݐ = ௢௣௧ߙ
(௜) തܻ௜.(ݐ) + ൫1 − ௢௣௧ߙ

(௜) ൯ߤ				 
(ݐ).തܻ௜که در آن  ≔ ௜ܻ  .میانگین توزیع پیشین است ߤو  ݐ/(ݐ).

در این مقاله، ابتدا به بیان پیشینۀ پـژوهش خـواهیم پرداخـت و سـپس برخـی از مفـاهیم و تعـاریف        
در بخش بعد، تئـوري اصـلی را بیـان خـواهیم کـرد و بـا       . ها ارائه خواهد شد موردنیاز براي سایر بخش

هـاي بیـزي بـراي     تقریبـی مبتنـی بـر روش   ، یـک روش  )2010(شده توسـط پاینـده    تلفیق ایدة ارائه
در ادامه، با اسـتفاده  . برآوردگرهاي باورمندي تحت دو تابع زیان مربع خطا و لاینکس ارائه خواهیم داد

جریمـۀ ایـران را محاسـبه     -بیمۀ نسبی براي سیسـتم پـاداش   آمده در بخش قبل، حق دست از نتایج به
  .گیري و ارائۀ پیشنهاد خواهیم پرداخت یجهخواهیم کرد و درنهایت، در بخش پایانی به نت

  قیتحق ۀنیشیپ بر يمرور. 1
شـده   گـذاري  بیمه در یـک سیسـتم نـرخ    از ابزارهاي آماري و ریاضی براي محاسبۀ حق )1969( 1لانگ

  . استفاده کرد
برمـودز و  . بیمـۀ نسـبی اسـتفاده کردنـد     از تابع زیان نمایی براي محاسبۀ حـق  )2001(دینویت و دان 

نشان دادند که برآوردگـر باورمنـدي تحـت تـابع زیـان نمـایی کمتـر از برآوردگـر          )2001( 2همکاران
  . باورمندي تحت تابع زیان مربع خطا است

شـده اسـتفاده    ش معکوس براي تعداد ادعاهاي گزار 4از مدل پواسون گوسین )2003( 3موریلو و برمودز
کردند و نتیجه گرفتند که برآوردگر بیز تحت تابع زیان نمایی در مقایسه با تابع زیان مربع خطـا بهتـر   

  . است
هـاي آماسـیده در صـفر بـراي      بیمـۀ باورمنـدي در مـدل    براي محاسبۀ حـق  )2008( 5بوشر و دینویت

بیمـۀ   آوردن حـق  دسـت  هاي آماسیده در صفر براي بـه  نشان دادند مدل هاي پانل استفاده کردند و داده
  . پذیرتر هستند باورمندي انعطاف

 kاي منفـی آماسـیده در    توزیـع آمیختـۀ دوجملـه   / از یک مدل رگرسیونی )2017(پاینده و محمدپور 
ر اسـتفاده  توزیع پواسون آماسیده در صـف / انعطاف به جاي مدل رگرسیونی عنوان یک جایگزین قابل به

    .کردند
                                                                                                                      
1. Lange 
2. Bermúdez et al. 
3. Morillo & Bermúdez 
4. Gaussian 
5. Boucher & Denuit 
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 تعاریف و مفاهیم مقدماتی. 2
هـاي زیـادي را    هاي بیمه ریسـک  شرکت. کنیم در این بخش چند تعریف مقدماتی موردنیاز را بیان می

. کننـد  بندي مـی  هاي مشابه دسته ها را در رده گذاري، این ریسک ها با هدف نرخ کنند، شرکت بیمه می
شـده لازم    گـذاري  بیمۀ نسـبی در سیسـتم نـرخ    گذاران و محاسبۀ حق بیمهبندي ریسک  منظور دسته به

برآوردگر . شوند است فاکتورهاي نامعلومی در محاسبات منظور شوند که باعث پیچیدگی محاسبات می
متأسفانه، در بسیاري از . قبولی براي رفع این مشکل و انجام محاسبات است بیز برآوردگر معقول و قابل

براي حل . توان به فرم برآوردگر باورمندي دقیق بازنویسی کرد آمده را نمی دست دگر بیز بهموارد، برآور
کردن میانگین مربع خطا روشی را ارائه داد کـه در آن    با استفاده از حداقل )2010(پاینده این مشکل، 

پاینـده  از  1لـم  . صورت تقریبی به فرم برآوردگر باورمنـدي بازنویسـی کـرد    توان برآوردگر بیز را به می
  . توان برآوردگر بیز را در فرمول باورمندي بیان کرد دهد چگونه می نشان می) 2010(

,ଵܺفرض کنیـد  . 1لم  ܺଶ, … , ܺ௡      ߆بـه شـرط پـارامتر ریسـک = مسـتقل و   یتصـادف  يرهـا یمتغ ߠ
(ߠ)ߤتوزیع با میانگین  هم ≔  عی ـتوز يدارا ߆ سـک یپـارامتر ر  دی ـفرض کن نیهمچن. باشند (ߠ|ܺ)ܧ

ߤ گرید عبارت به ایباشد،  ߤ نیانگیبا م ߨ نیشیپ = و تابع  ߩبرآوردگر بیز تحت تابع زیان  గߜو  (ߠ)గܧ
 گاه، در میان تمام کلاس برآوردگرهاي باورمندي،  آن. باشد ߨ نیشیپ

ܦ ≔ (ݔ)ߜ} = ݔ̅ߚ + (1 −  {[0,1]߳ߚ	:ߤ(ߚ
  ௢௣௧ߜبرآوردگر 

௢௣௧ߜ = ݔ௢௣௧̅ߙ + (1 −  ߤ(௢௣௧ߙ
  با 

௢௣௧ߙ =
ݔ̅))ܧ − (ݔ)గߜ)(ߤ − ((ߤ

ݔ̅))ܧ − (ଶ(ߤ  

  :دیگر عبارت به. را دارد ఉߜ	و  గߜکمترین فاصلۀ میانگین مربع خطا بین 
௢௣௧ߜ	 = (ݔ)గߜ)݊݅݉݃ݎܽ −  ଶ((ݔ)ఉߜ

ݔکه در آن  = ( ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡)்  وargmin کنندة تابع است شناسۀ مینیمم.  
شـده در یـک دورة زمـانی     برمبناي تعداد ادعاهـاي گـزارش   شده گذاري نرخبیمۀ نسبی در سیستم  حق

این پدیـده،  . دهند ادعایی را گزارش ندهند گذاران ترجیح می رو، برخی از بیمه  از این. شود محاسبه می
. شـود  آمدن تعداد زیادي صفر در مدل مـی  شود که منجر به پدید پدیدة اشتیاق براي پاداش نامیده می

شـود   هاي آماسیده در صفر مـدل مـی   شده عادي است و توسط مدل گذاري ه، در سیستم نرخاین پدید
  ).2017پاینده و همکاران، (

پدیدة اشتیاق براي پاداش فقط مختص افراد با صفر ادعا در سال جاري نیست بلکه براي همۀ افراد در 
انـد، اگـر    را گـزارش داده  مسلماً کسانی که در سال جاري حداقل یک خسارت. ها صادق است همۀ رده

هاي بالاتر با  ها وارد شود، براي جلوگیري از انتقال به رده خسارت کوچک دیگري در همین سال به آن
بیمۀ بیشتر، تمایل ندارند این خسارت کوچک را گزارش دهند یا رفتاري را مرتکب شوند کـه یـک    حق
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جریمه، قـانون انتقـال بـه    -ستم پاداشطور مثال، فرض کنید در یک سی به. امتیاز منفی محسوب شود
این صورت باشد که اگر فردي در سال جاري فقط یک بار ادعاي خسارت داشـته باشـد بـه ردة دوم و    
اگر دو بار ادعاي خسارت داشته باشد به ردة چهارم منتقل شـود؛ بنـابراین مشـتریانی کـه قـبلاً یـک       

بیمـۀ بیشـتر    هاي بـالاتر بـا حـق    ناچیز به ردهاند تمایل ندارند به خاطر خسارتی  ادعاي خسارت داشته
  . منتقل شوند

بـه بررسـی پدیـدة    . اشتیاق براي پـاداش داشـته باشـیم    jو  iدو نقطۀ کنیم در  می در این مقاله، فرض 
دو نقطـه  اشتیاق براي پاداش روي توزیع تعداد ادعاها با اسـتفاده از توزیـع پواسـون آماسـیده در ایـن      

در ایـن دو  آماسـیده  هـاي پواسـون     شده تحت مدل گذاري در سیستم نرخنسبی بیمۀ  پردازیم و حق می
 jو  iپواسـون آماسـیده در   تـابع توزیـع   براي ایـن منظـور، ابتـدا بـه تعریـف      . کنیم نقطه را برآورد می

  .پردازیم می
  

 jو  iداراي توزیـع پواسـون آماسـیده در     ଵ߱و  ଶ߱	، ߠتحـت سـه پـارامتر     Yمتغیر تصادفی . 1تعریف 
,݅} .است ݆} − ,ߠ)ܲܫ ߱ଵ , ߱ଶ)هرگاه تابع جرم احتمال آن به شکل زیر باشد ،:  

ଵ߱,ߠ|ݕ)௒݌ , ߱ଶ) = ቆ߱ଵ + (1 −߱ଵ −߱ଶ)
݁ିఏߠ௜

݅!
ቇ (ݕ){௜}ܫ

+ ቆ߱ଶ + (1 − ߱ଵ −߱ଶ)
݁ିఏߠ௝

݆!
ቇܫ{௝}(ݕ)

+ (1 − ߱ଵ −߱ଶ)
݁ିఏߠ௬

!ݕ …,ଵ,ଶ}ܫ  (ݕ){

  
ߠکه در آن  > ଵ߱و  0 , ߱ଶ�[0,1] توزیع ،{i,j}-IP  یک ترکیب وزنی از نقاطi  وj  و تابع جرم احتمال

  ).2016رضیئی و همکاران، (پواسون براي کلیۀ نقاط است 
  .آوریم دست می به 1را در قالب قضیۀ  Yاي متغیر تصادفی  در ادامه، توزیع حاشیه

߆به شرط  Yفرض کنید متغیر تصادفی . 1قضیۀ  = ଵ߱و  ߠ , ߱ଶ   داراي توزیـع{i,j}-IP (ݐߠ, ߱ଵ , ߱ଶ) 
,ߚ)داراي توزیع گاما با پارامترهاي  ߆و همچنین    : گاه آن. باشد (߬

  :برابر است با Yاي  توزیع حاشیه) الف

(ݕ)௒݌ =

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧ ߱ଵ + (1 −߱ଵ −߱ଶ)

݅)௜߬ఉГݐ + (ߚ
Г(݅ + 1)Г(ߚ)(ݐ + ߬)௜ାఉ 																									 , ݕ = ݅

߱ଶ + (1 −߱ଵ −߱ଶ)
݆)௝߬ఉГݐ + (ߚ

Г(݆ + 1)Г(ߚ)(ݐ + ߬)௝ାఉ 																											 , ݕ = ݆

(1 − ߱ଵ − ߱ଶ)
Г(ݕ + (ߚ

Г(ݕ + 1)Г(ߚ) (
ݐ

ݐ + ߬)
௬(

߬
ݐ + ߬)

ఉ 											,
ݕ = 0,1,…
ݕ ≠ ݅, ݆

� 

  :برابر است با Yتابع چگالی پسین ) ب
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(ݕ|ߠ)௒|௵݌ =

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎧

⎝

⎛
߱ଵ + (1 −߱ଵ − ߱ଶ)

݁ିఏ௧(ݐߠ)௜
Г(݅ + 1)

߱ଵ +
(1 −߱ଵ − ߱ଶ)ݐ௜߬ఉГ(݅ + (ߚ

Г(݅ + ݐ)(ߚ)Г(ߚ + ߬)௜ାఉ ⎠

⎞߬
ఉߠఉିଵ݁ିఛఏ

Г(ߚ) 						 , ݕ = ݅

⎝

⎛
߱ଶ + (1 − ߱ଵ −߱ଶ)

݁ିఏ௧(ݐߠ)௝
Г(݆ + 1)

߱ଶଵ +
(1 − ߱ଵ −߱ଶ)ݐ௝߬ఉГ(݆ + (ߚ

Г(݆ + ݐ)(ߚ)Г(ߚ + ߬)௝ାఉ ⎠

⎞߬
ఉߠఉିଵ݁ିఛఏ

Г(ߚ) 						 , ݕ = ݆

ݐ)௬ାఉିଵ݁ିఏ(௧ାఛ)ߠ + ߬)௬ାఉ

Г(ݕ + (ߚ 																																										 ,
ݕ = 0,1,…
ݕ ≠ ݅, ݆

� 

  
 :اي به این صورت است آوردن توزیع حاشیه دست دانیم فرم کلی به می )الف برهان

(ݕ)௒݌ = න (ݕ|ߠ)௒|௵݌ ߠ݀(ߠ)݂௵
∞

଴
 

  :کنیم را در سه حالت زیر محاسبه می IP-{i,j}اي  بنابراین با توجه به فرم چگالی پیشین، توزیع حاشیه
  : y=iبراي . 1

(ݕ)௒݌ = න ቆ߱ଵ + (1 −߱ଵ − ߱ଶ)
݁ିఏ௧(ݐߠ)௜

݅!
ቇ ߠ݀(ߠ)݂௵

∞

଴
 

= න ߱ଵ
∞

଴
ߠ݀(ߠ)݂௵ + (1 −߱ଵ −߱ଶ)න

݁ିఏ(௧ାఛ)߬ఉߠଵାఉିଵݐ௜

Г(ߚ)Г(݅ + 1) ߠ݀
∞

଴
 

  
(௜ାఉ೔)قسمت دوم رابطۀ بالا را در 

(ఛ೔ା௧)
೔శഁ೔

  :در نتیجه خواهیم داشت. کنیم ضرب و تقسیم می 
)4( (ݕ)௒݌  = ߱ଵ + (1 −߱ଵ − ߱ଶ)

݅)௜߬ఉГݐ + (ߚ
Г(݅ + 1)Г(ߚ)(ݐ + ߬)௜ାఉ 			 

  .را قرار دهیم i ،jبه جاي ) 4(فقط کافی است در رابطۀ . است y=i، برهان مشابه حالت y=jبراي . 2
(ݕ)௒݌ = ߱ଶ + (1 − ߱ଵ −߱ଶ)

݆)௝߬ఉГݐ + (ߚ
Г(݆ + 1)Г(ߚ)(ݐ + ߬)௝ାఉ 

ݕ , …,y=0,1,2براي . 3 ≠ ݅,   :صورت است این اي به ، توزیع حاشیه݆
(ݕ)௒݌ = න (1 − ߱ଵ −߱ଶ)

݁ିఏ௧(ݐߠ)௬݁ିఏఛ߬ఉߠఉିଵ

!ݕ ߠ݀
∞

଴
 

= (1 − ߱ଵ −߱ଶ)න
݁ିఏ(௧ାఛ)߬ఉݐ௬ߠ௬ାఉିଵ

Г(ߚ)Г(ݕ + 1) ߠ݀
∞

଴
 

(௬ାఉ)رابطۀ بالا را در عبارت 
(ఛା௧)೤శഁ
  :کنیم، لذا داریم ضرب و تقسیم می 

(ݕ)௒݌ = (1 − ߱ଵ −߱ଶ)
Г(ݕ + (ߚ

Г(ݕ + 1)Г(ߚ) (
ݐ

ݐ + ߬)
௬(

߬
ݐ + ߬)

ఉ 

  .شود به این ترتیب، برهان قسمت الف کامل می
  : شود دانیم توزیع پسین به این شکل محاسبه می می) برهان ب
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(ݕ|ߠ)௒|௵݌  )5( =
(ߠ|ݕ)௵|௒݌(ߠ)ߨ

(ݕ)௒݌
		 

ݕ)௵|௒݌، (ߠ)ߨکافی است  y=i,jدر حالتی که  = ݅, ݕ)௒݌، (ߠ|݆ = ݅, ) 5(آمده را در رابطـۀ   دست به (݆
ݕبراي . شود ترتیب برهان قسمت ب کامل می بدین. گذاري کنیم جاي ≠ ݅, ، )5(استفاده از رابطـۀ  ، با ݆
  :داریم

(ݕ|ߠ)௒|௵݌ =
(1 − ߱ଵ − ߱ଶ)

݁ିఏ௧(ݐߠ)௬
!ݕ

߬ఉߠఉିଵ݁ିఛఏ
Г(ߚ)

(1 − ߱ଵ −߱ଶ)
Г(ݕ + (ߚ

Г(ݕ + 1)Г(ߚ) (
ݐ

ݐ + ߬)
௬( ߬
ݐ + ߬)

ఉ
 

=
௬ାఉିଵ݁ିఏ(௧ାఛ)ߠ

Г(ݕ + )(ߚ 1
ݐ + ߬)

௬( 1
ݐ + ߬)

ఉ
 

=
ݐ)௬ାఉିଵ݁ିఏ(௧ାఛ)ߠ + ߬)௬ାఉ

Г(ݕ + (ߚ  
  
 jو  iمحاسبۀ عامل باورمندي برمبناي توزیع پواسون آماسیده در . 3

߆اگر تعداد ادعاها به شرط پارامتر ریسک  = و پـارامتر ریسـک داراي توزیـع     IP-{i,j}داراي توزیع  ߠ
آمده تحت تابع زیان مربـع خطـا و    دست توان نشان داد برآوردگر بیز به سادگی می پیشین گاما باشد، به

طـور   بنابراین براي اینکه بتوانیم به. توان به فرم برآوردگر باورمندي دقیق بازنویسی کرد نمیلاینکس را 
زدن برآوردگـر   براي تقریـب  1تقریبی برآوردگر بیز را به فرم برآوردگر باورمندي بازنویسی کنیم، از لم 

  .کنیم باورمندي در این بخش استفاده می
فـرض کنیـد تحـت سیسـتم     همچنـین  . گذار است بیمه nفرض کنید پرتفوي یک شرکت بیمه شامل 

در ایـن بخـش بـه    . شود محاسبه می) 2(ام براساس معادلۀ )t+1(بیمۀ نسبی سال  شده، حق گذاري نرخ
بررسی تأثیر پدیـدة اشـتیاق بـراي پـاداش روي توزیـع تعـداد ادعاهـا بـا اسـتفاده از توزیـع پواسـون            

تحـت دو تـابع زیـان مربـع خطـا و لایـنکس محاسـبه        بیمۀ نسـبی را   پرداخته و حق IP-{i,j}آماسیده
  .کنیم می

شـده   بـراي پـارامتر داده  ) tهـا تـا زمـان     توزیع تعداد خسـارت ( Yفرض کنید متغیر تصادفی . 2قضیه 
߆ = داراي توزیـع   ߆همچنین اگـر  . باشد ߠبا پارامتر ریسک  jو  iداراي توزیع پواسون آماسیده در  ߠ
,ߚ)ܽ݉݉ܽ݃پیشین  ;ܻ)ொ௨௔ௗ݁ݐܴܽبیمۀ نسبی  گاه حق د، آنباش (߬ تحـت تـابع زیـان مربـع خطـا       (ݐ

  :ام به این صورت استiگذار براي بیمه
)ொ௨௔ௗ݁ݐܴܽ തܻ; (ݐ = ௢௣௧ߙ

(௜) തܻ + ൫1 − ௢௣௧ߙ
(௜) ൯

ߚ
߬  

 که در آن
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௢௣௧ߙ
(௜) =

൫ܧ തܻߜగ(ܻ)൯ + ((ܻ)గߜ)ܧ(ܻ)ܧ
1
ݐ (ܻ)ݎܽݒ

 

توان نشان داد برآوردگر بیز تحت تابع زیان مربع خطا به صـورت زیـر    می 1 ۀبا استفاده از قضی .برهان
  :است

(ܻ)గߜ =

⎣
⎢
⎢
⎡ ଵ߱ߚ

߬ ൬߱ଵ +
(1 −߱ଵ −߱ଶ)ݐ௜߬ఉГ(݅ + (ߚ

Г(݅ + 1)Г(ߚ)(ݐ + ߬)௜ାఉ ൰

+

(1 −߱ଵ −߱ଶ)ݐ௜߬ఉГ(݅ + ߚ + 1)
Г(݅ + 1)Г(ߚ)(ݐ + ߬)௜ାఉାଵ

߱ଵ +
(1 −߱ଵ − ߱ଶ)ݐ௜߬ఉГ(݅ + (ߚ

Г(݅ + 1)Г(ߚ)(ݐ + ߬)௜ାఉ ⎦
⎥
⎥
⎤
 (ݕ){௜}ܫ

+

⎣
⎢
⎢
⎡ ଶ߱ߚ

߬ ൬߱ଶ +
(1 − ߱ଵ −߱ଶ)ݐ௝߬ఉГ(݆ + (ߚ

Г(݆ + 1)Г(ߚ)(ݐ + ߬)௝ାఉ ൰
+

(1 −߱ଵ − ߱ଶ)ݐ௝߬ఉГ(݆ + ߚ + 1)
Г(݆ + 1)Г(ߚ)(ݐ + ߬)௝ାఉାଵ

߱ଶ +
(1 − ߱ଵ −߱ଶ)ݐ௜߬ఉГ(݆ + (ߚ

Г(݆ + 1)Г(ߚ)(ݐ + ߬)௝ାఉ ⎦
⎥
⎥
⎤
(ݕ){௝}ܫ

+ ൤
ݕ + ߚ
ݐ + ߬

൨ …,బ,భ}ܫ }
೤ಯ೔,ೕ

 .(ݕ)

  
௢௣௧ߙبراي محاسبۀ 

(௜) ܧ، ابتدا باید[ തܻ(ݐ)ߜగ൫ܻ(ݐ)൯]  ܧو[ߜగ൫ܻ(ݐ)൯] را محاسبه کنیم:  
  

]ܧ തܻ(ݐ)ߜగ(ܻ)] = ൤
݅
ݐ గߜ

(݅)൨ ௒ܲ(݅) + ൤
݆
ݐ గߜ

(݆)൨ ௒ܲ(݆) +෍
ܻ
ݐ గߜ

(ܻ)ܲ(ܻ)
ೊసబ,భ,…
೤ಯ೔,ೕ

 

= ௜
௧
ቌ ఉఠభ

ఛቆఠభା
(భషഘభషഘమ)೟೔ഓഁГ(೔శഁ)

Г(೔శభ)Г(ഁ)(೟శഓ)೔శഁ
ቇ
+

(భషഘభషഘమ)೟೔ഓഁГ(೔శഁశభ)
Г(೔శభ)Г(ഁ)(೟శഓ)೔శഁశభ

ఠభା
(భషഘభషഘమ)೟೔ഓഁГ(೔శഁ)

Г(೔శభ)Г(ഁ)(೟శഓ)೔శഁ

ቍ× ቀ ଵ߱ +
(ଵିఠభିఠమ)௧೔ఛഁГ(௜ାఉ)

Г(௜ାଵ)Г(ఉ)(௧ାఛ)೔శഁ
ቁ +

௝
௧
ቌ ఉఠమ

ఛቆఠమା
(భషഘభషഘమ)೟ೕഓഁГ(ೕశഁ)

Г(ೕశభ)Г(ഁ)(೟శഓ)ೕశഁ
ቇ
+

(భషഘభషഘమ)೟ೕഓഁГ(ೕశഁశభ)
Г(ೕశభ)Г(ഁ)(೟శഓ)ೕశഁశభ

ఠమା
(భషഘభషഘమ)೟೔ഓഁГ(ೕశഁ)

Г(ೕశభ)Г(ഁ)(೟శഓ)ೕశഁ

ቍ× ቀ߱ଶ +
(ଵିఠభିఠమ)௧ೕఛഁГ(௝ାఉ)

Г(௝ାଵ)Г(ఉ)(௧ାఛ)ೕశഁ
ቁ +

∑ ௬
௧
௬ାఉ
௧ାఛ

(ଵିఠభିఠమ)Г(௬ାఉ)
Г(௬ାଵ)Г(ఉ)

∞
ೊసబ,భ,…
೤ಯ೔,ೕ

( ௧
௧ାఛ
)௬( ఛ

௧ାఛ
)ఉ 

 
=
௜
௧
ቀఉఠభ

ఛ
+ (ଵିఠభିఠమ)Г(௜ାఉାଵ)௧೔ఛഁ

Г(௜ାଵ)Г(ఉ)(௧ାఛ)೔శഁశభ
ቁ + ௝

௧
ቀఉఠమ

ఛ
+ (ଵିఠభିఠమ)Г(௝ାఉାଵ)௧ೕఛഁ

Г(௝ାଵ)Г(ఉ)(௧ାఛ)ೕశഁశభ
ቁ +

∑ (ଵିఠభିఠమ)Г(௬ାఉାଵ)
௧(௧ାఛ)Г(௬)Г(ఉ)

∞
ೊసబ,భ,…
೤ಯ೔,ೕ

( ௧
௧ାఛ
)௬( ఛ

௧ାఛ
)ఉ 

  :از این رو
]ܧ തܻߜగ(ܻ)] =

݅
߬ݐ ଵ߱ߚ +

݆
߬ݐ ଶ߱ߚ +

(1 − ߱ଵ −߱ଶ)ߚ)ߚ + 1)
߬ଶ  

 و
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[(ܻ)గߜ]ܧ = ܻ)గߜ] = ݅)] ௒ܲ(ݕ = ݅) + ܻ)గߜ] = ݆)] ௒ܲ(ݕ = ݆) + ෍ (ܻ)గߜ ௒ܲ(ݕ)
∞

ೊసబ,భ,…
೤ಯ೔,ೕ

 

[(ܻ)గߜ]ܧ = ቀఉఠభ
ఛ
+ (ଵିఠభିఠమ)௧೔ఛഁГ(௜ାఉାଵ)

Г(௜ାଵ)Г(ఉ)(௧ାఛ)೔శഁశభ
ቁ + ቀఉఠమ

ఛ
+ (ଵିఠభିఠమ)௧ೕఛഁГ(௝ାఉାଵ)

Г(௝ାଵ)Г(ఉ)(௧ାఛ)ೕశഁశభ
ቁ +

∑ (ଵିఠభିఠమ)Г(௬ାఉାଵ)
(௧ାఛ)Г(௬ାଵ)Г(ఉ)

∞
ೊసబ,భ,…
೤ಯ೔,ೕ

( ௧
௧ାఛ
)௬( ఛ

௧ାఛ
)ఉ 

 
 :بنابراین

[(ܻ)గߜ]ܧ = 	
ଵ߱ߚ
߬ +

ଶ߱ߚ

߬ +
(1 − ߱ଵ −߱ଶ)ߚ

߬  
 .شود می برهان کامل 1گذاري روابط بالا در لم  با جاي

  
صورت زیـر تعریـف    هاي آمار کلاسیک، بر پایۀ تابع زیان مربع خطا استوار است که به بسیاري از آموزه

  :شود می
,ߠ൫ܮ   ෠൯ߠ = ߠ) −  ෠)ଶߠ

نمـودار  . شـود  گاه تئوري باعث سادگی محاسبات ریاضی در حصول برآوردگرها می این تابع زیان از دید
  .دهد میتابع زیان مربع خطا را نشان رفتار  1
  
 

  
  تابع زیان مربع خطا. 1نمودار 

  
ایـن  . دهـد  هاي یکسانی را به خطاهاي مثبت و منفی در هنگام برآورد مـی  تابع زیان مربع خطا جریمه

از دیدگاه کاربردي، بـا توجـه   . برآورد یکسان باشد برآورد و کم شود که جریمۀ خطاي بیش امر باعث می
سـانی ندارنـد،   بـرآورد اهمیـت یک   برآورد و خطـاي کـم   هاي حاصل از خطاي بیش به اینکه معمولاً زیان

تـر از   بیمه براي شرکت بیمه بسیار خطرناك برآورد کم حق. پذیر نیست استفاده از این تابع زیان توجیه
توان گفت برآوردگر بیـز تحـت تـابع زیـان مربـع       گذاري بیمه می در مباحث نرخ. برآورد زیاد آن است
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بنابراین بهتـر اسـت   . شود ه قائل نمیبیم برآورد حق برآورد و یا کم داري بین بیش خطا، هیچ تمایز معنی
تـابع زیـان نامتقـارن لایـنکس     شاید بتوان گفـت  . از یک تابع زیان نامتقارن براي برآورد استفاده شود

بـرآورد و یـا    بین بیشاین تابع زیان جریمۀ متفاوتی . جایگزین مناسبی براي تابع زیان مربع خطا است
 :ی تابع زیان لاینکس به این صورت استفرم ریاض. شود بیمه قائل می برآورد حق کم

௅௜௡௘௫ܮ = ɵො)ܽ}݌ݔ݁ − ɵ)} − ܽ(ɵො − ɵ) − 1 
بـه   aهـاي مختلـف    رفتار تابع زیان لاینکس را نسبت به حالـت  2نمودار . است a≠0و  b>0که در آن 
  .کشدتصویر می

  

  
 a<0تابع زیان لانکس براي ) b(و   a>0تابع زیان لاینکس براي ) a. (2نمودار 

  
;ܻ)௅ூோ௑݁ݐܴܽبیمۀ نسبی حق 3قضیۀ    .کند را تحت تابع زیان لاینکس ارائه می (ݐ
شـده   بـراي پـارامتر داده  ) tهـا تـا زمـان     توزیع تعداد خسـارت ( Yفرض کنید متغیر تصادفی . 3قضیه 
߆ = داراي توزیـع   ߠهمچنـین اگـر   . باشد ߠبا پارامتر شدت  jو  i، داراي توزیع پواسون آماسیده در ߠ
,ߚ)ܽ݉݉ܽ݃پیشین  ;ܻ)௅ூோ௑݁ݐܴܽبیمۀ نسبی  گاه حق باشد، آن (߬ ، تحـت تـابع زیـان لایـنکس      (ݐ

 :زیر استام به صورت iبراي فرد

)௅ூோ௑݁ݐܴܽ തܻ: (ݐ = ௢௣௧ߙ
(௜) തܻ + (1 − ௢௣௧ߙ

(௜) )
ߚ
߬  

 :که در آن

௢௣௧ߙ
(௜) =

൫ܧ തܻߜగ(ܻ)൯ + ((ܻ)గߜ)ܧ(ܻ)ܧ
1
ݐ (ܻ)ݎܽݒ

 

  :آید دست می برآوردگر بیز تحت تابع زیان لاینکس از این رابطه به. برهان

(ܻ)గߜ = −
1
ܽ గܧ)

൫݁ି௔ఏหݕ൯) 

  و 
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൯ݕ൫݁ି௔ఏหܧ = ݕ൫݁ି௔ఏหܧ = ݅൯ + ݕ൫݁ି௔ఏหܧ = ݆൯ + ܧ ൬݁ି௔ఏฬݕ
= 0,1,…
≠ ݅, ݆

൰ 

  :، برآوردگر بیز به صورت زیر است1بنابراین با توجه به قضیۀ 

(ݕ)గߜ = −
1
ܽ ݈݊	[

⎣
⎢
⎢
⎡ ߱ଵ߬ఉ

(߬ + ܽ)ఉ

൬ ଵ߱ +
(1 −߱ଵ −߱ଶ)ݐ௜߬ఉГ(݅ + (ߚ

Г(݅ + 1)Г(ߚ)(ݐ + ߬)௜ାఉ ൰

+

(1 −߱ଵ −߱ଶ)ݐ௜߬ఉГ(݅ + ߚ + 1)
Г(݅ + 1)Г(ߚ)(ݐ + ߬)௜ାఉାଵ

߱ଵ +
(1 −߱ଵ − ߱ଶ)ݐ௜߬ఉГ(݅ + (ߚ

Г(݅ + 1)Г(ߚ)(ݐ + ߬)௜ାఉ ⎦
⎥
⎥
⎤
(ݕ){௜}ܫ

+ −
1
ܽ ݈݊

⎣
⎢
⎢
⎡ ߱ଶ߬ఉ

(߬ + ܽ)ఉ

൬߱ଶ +
(1 −߱ଵ − ߱ଶ)ݐ௝߬ఉГ(݆ + (ߚ

Г(݆ + 1)Г(ߚ)(ݐ + ߬)௝ାఉ ൰

+

(1 − ߱ଵ −߱ଶ)ݐ௝߬ఉГ(݆ + ߚ + 1)
Г(݆ + 1)Г(ߚ)(ݐ + ߬)௝ାఉାଵ

߱ଶ +
(1 −߱ଵ − ߱ଶ)ݐ௝߬ఉГ(݆ + (ߚ

Г(݆ + 1)Г(ߚ)(ݐ + ߬)௝ାఉ ⎦
⎥
⎥
⎤
(ݕ){௝}ܫ

−
1
ܽ ݈݊

൤(
ݐ + ߬

ݐ + ߬ + ܽ)
௬ାఉ൨ …,బ,భ}ܫ }

೤ಯ೔,ೕ
 (ݕ)

]ܧاکنون باید  തܻߜగ(ܻ)]  ܧو[ߜగ(ܻ)] را محاسبه کنیم:  

]ܧ തܻߜగ(ܻ)] = ൤
݅
ݐ గߜ

(݅)൨ ௒ܲ(݅) + ൤
݆
ݐ గߜ

(݆)൨ ௒ܲ(݆) + ෍ (ݕ)గߜ ௒ܲ(ݕ)
ೊసబ,భ,…
೤ಯ೔,ೕ
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= −
݅
ܽݐ ݈݊

⎣
⎢
⎢
⎡ ߱ଵ߬ఉ

(߬ + ܽ)ఉ

൬ ଵ߱ +
(1 −߱ଵ − ߱ଶ)ݐ௜߬ఉГ(݅ + (ߚ

Г(݅ + 1)Г(ߚ)(ݐ + ߬)௜ାఉ ൰
+

(1 −߱ଵ −߱ଶ)ݐ௜߬ఉГ(݅ + ߚ + 1)
Г(݅ + 1)Г(ߚ)(ݐ + ߬)௜ାఉାଵ

ଵ߱ +
(1 − ߱ଵ −߱ଶ)ݐ௜߬ఉГ(݅ + (ߚ

Г(݅ + 1)Г(ߚ)(ݐ + ߬)௜ାఉ ⎦
⎥
⎥
⎤

× ቆ߱ଵ +
(1 −߱ଵ −߱ଶ)ݐ௜߬ఉГ(݅ + (ߚ

Г(݅ + 1)Г(ߚ)(ݐ + ߬)௜ାఉ
ቇ

−
݆
ܽݐ ݈݊

⎣
⎢
⎢
⎡ ߱ଶ߬ఉ

(߬ + ܽ)ఉ

൬߱ଶ +
(1 − ߱ଵ −߱ଶ)ݐ௝߬ఉГ(݆ + (ߚ

Г(݆ + 1)Г(ߚ)(ݐ + ߬)௝ାఉ ൰
+

(1 −߱ଵ − ߱ଶ)ݐ௝߬ఉГ(݆ + ߚ + 1)
Г(݆ + 1)Г(ߚ)(ݐ + ߬)௝ାఉାଵ

߱ଶ +
(1 − ߱ଵ −߱ଶ)ݐ௜߬ఉГ(݆ + (ߚ

Г(݆ + 1)Г(ߚ)(ݐ + ߬)௝ାఉ ⎦
⎥
⎥
⎤

× ቆ߱ଶ +
(1 −߱ଵ −߱ଶ)ݐ௝߬ఉГ(݆ + (ߚ

Г(݆ + 1)Г(ߚ)(ݐ + ߬)௝ାఉ
ቇ

+ ෍
ݕ)ݕ + (ߚ

ܽݐ ݈݊	(
ݐ + ߬ + ܽ
ݐ + ߬ )

(1 − ߱ଵ −߱ଶ)Г(ݕ + (ߚ
Г(ݕ + 1)Г(ߚ) (

ݐ
ݐ + ߬)

௬(
߬

ݐ + ߬)
ఉ

ೊసబ,భ,…
೤ಯ೔,ೕ

 

  :کردن عبارت بالا داریم  پس از ساده
 

]ܧ തܻߜగ(ܻ)] == −
݅
ܽݐ ݈݊

⎣
⎢
⎢
⎡ ߱ଵ߬ఉ

(߬ + ܽ)ఉ

൬ ଵ߱ +
(1 −߱ଵ −߱ଶ)ݐ௜߬ఉГ(݅ + (ߚ

Г(݅ + 1)Г(ߚ)(ݐ + ߬)௜ାఉ ൰

+

(1− ߱ଵ −߱ଶ)ݐ௜߬ఉГ(݅ + ߚ + 1)
Г(݅ + 1)Г(ߚ)(ݐ + ߬)௜ାఉାଵ

ଵ߱ +
(1 −߱ଵ − ߱ଶ)ݐ௜߬ఉГ(݅ + (ߚ

Г(݅ + 1)Г(ߚ)(ݐ + ߬)௜ାఉ ⎦
⎥
⎥
⎤
× ௒ܲ(ܻ = ݅)

−
݆
ܽݐ ݈݊

⎣
⎢
⎢
⎡ ߱ଶ߬ఉ

(߬ + ܽ)ఉ

൬߱ଶ +
(1 − ߱ଵ −߱ଶ)ݐ௝߬ఉГ(݆ + (ߚ

Г(݆ + 1)Г(ߚ)(ݐ + ߬)௝ାఉ ൰

+

(1 −߱ଵ − ߱ଶ)ݐ௝߬ఉГ(݆ + ߚ + 1)
Г(݆ + 1)Г(ߚ)(ݐ + ߬)௝ାఉାଵ

߱ଶ +
(1 −߱ଵ − ߱ଶ)ݐ௝߬ఉГ(݆ + (ߚ

Г(݆ + 1)Г(ߚ)(ݐ + ߬)௝ାఉ ⎦
⎥
⎥
⎤

௒ܲ(ܻ = ݆) + (1

− ൬
݅ + ߚ
݅ − 1

൰ (
ݐ

ݐ + ߬)
௜ିଵ(

߬
ݐ + ߬)

ఉାଶ − ൬
݆ + ߚ
݆ − 1

൰ (
ݐ

ݐ + ߬)
௝ିଵ(

߬
ݐ + ߬)

ఉାଶ

× (
(1 − ߱ଵ −߱ଶ)(ݐ + ߬)

߬ଶܽ ݈݊ ൬
ݐ + ߬ + ܽ)
ݐ + ߬

൰) 

  و
 

[(ܻ)గߜ]ܧ = ܻ)గߜ] = ݅)] ௒ܲ(ݕ = ݅) + ܻ)గߜ] = ݆)] ௒ܲ(ݕ = ݆) 
 +∑ (ܻ)గߜ ௒ܲ(ݕ)∞

ೊసబ,భ,…
೤ಯ೔,ೕ
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= −
1
ܽ ݈݊	[

⎣
⎢
⎢
⎡ ߱ଵ߬ఉ

(߬ + ܽ)ఉ

൬ ଵ߱ +
(1 −߱ଵ −߱ଶ)ݐ௜߬ఉГ(݅ + (ߚ

Г(݅ + 1)Г(ߚ)(ݐ + ߬)௜ାఉ ൰
+

(1 −߱ଵ − ߱ଶ)ݐ௜߬ఉГ(݅ + ߚ + 1)
Г(݅ + 1)Г(ߚ)(ݐ + ߬)௜ାఉାଵ

߱ଵ +
(1 − ߱ଵ −߱ଶ)ݐ௜߬ఉГ(݅ + (ߚ

Г(݅ + 1)Г(ߚ)(ݐ + ߬)௜ାఉ ⎦
⎥
⎥
⎤

× ቆ߱ଵ +
(1 −߱ଵ −߱ଶ)ݐ௜߬ఉГ(݅ + (ߚ

Г(݅ + 1)Г(ߚ)(ݐ + ߬)௜ାఉ
ቇ

−
1
ܽ ݈݊

⎣
⎢
⎢
⎡ ߱ଶ߬ఉ

(߬ + ܽ)ఉ

൬߱ଶ +
(1 −߱ଵ − ߱ଶ)ݐ௝߬ఉГ(݆ + (ߚ

Г(݆ + 1)Г(ߚ)(ݐ + ߬)௝ାఉ ൰
+

(1 −߱ଵ − ߱ଶ)ݐ௝߬ఉГ(݆ + ߚ + 1)
Г(݆ + 1)Г(ߚ)(ݐ + ߬)௝ାఉାଵ

߱ଶ +
(1 −߱ଵ − ߱ଶ)ݐ௝߬ఉГ(݆ + (ߚ

Г(݆ + 1)Г(ߚ)(ݐ + ߬)௝ାఉ ⎦
⎥
⎥
⎤

× ቆ߱ଶ +
(1 −߱ଵ −߱ଶ)ݐ௝߬ఉГ(݆ + (ߚ

Г(݆ + 1)Г(ߚ)(ݐ + ߬)௝ାఉ
ቇ

+ ෍
ݕ) + (ߚ

ܽ ݈݊ ൬
ݐ + ߬ + ܽ)
ݐ + ߬

൰
∞

ೊసబ,భ,…
೤ಯ೔,ೕ

(1 − ߱ଵ − ߱ଶ)Г(ݕ + (ߚ
Г(ݕ + 1)Г(ߚ) (

ݐ
ݐ + ߬)

௬(
߬

ݐ + ߬)
ఉ 

= −
1
ܽ ݈݊	[

⎣
⎢
⎢
⎡ ߱ଵ߬ఉ
(߬ + ܽ)ఉ

௒ܲ(ݕ = ݅) +

(1 − ߱ଵ − ߱ଶ)ݐ௜߬ఉГ(݅ + ߚ + 1)
Г(݅ + 1)Г(ߚ)(ݐ + ߬)௜ାఉାଵ

௒ܲ(ݕ = ݅)
⎦
⎥
⎥
⎤
× ௒ܲ(ݕ = ݅)

−
1
ܽ ݈݊

⎣
⎢
⎢
⎡ ߱ଶ߬ఉ
(߬ + ܽ)ఉ

௒ܲ(ݕ = ݆) +

(1 − ߱ଵ − ߱ଶ)ݐ௝߬ఉГ(݆ + ߚ + 1)
Г(݆ + 1)Г(ߚ)(ݐ + ߬)௝ାఉାଵ

௒ܲ(ݕ = ݆)
⎦
⎥
⎥
⎤
× ௒ܲ(ݕ = ݆)

+ (1 − ൬
݅ + ߚ
݅ − 1

൰ (
ݐ

ݐ + ߬)
௜ିଵ(

߬
ݐ + ߬)

ఉାଵ − ൬
݆ + ߚ
݆ − 1

൰ (
ݐ

ݐ + ߬)
௝ିଵ(

߬
ݐ + ߬)

ఉାଵ)

× ቆ
1)ߚ − ߱ଵ − ߱ଶ)(ݐ + ߬)

߬ܽ ݈݊ ൬
ݐ + ߬ + ܽ)
ݐ + ߬

൰ቇ 

  

  .شود ، برهان کامل می1گذاري دو امید ریاضی بالا در لم  با جاي
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 ارائۀ یک مثال واقعی. 4
تحت تابع زیـان مربـع خطـا و     بیمۀ نسبی حق ۀبا استفاده از نتایج بخش قبل، در این بخش به محاسب

جریمه بیشترین تعداد را دارنـد و داراي   -پاداشاي که در سیستم  براي بعضی از وسایل نقلیه لاینکس
همچنین براي برآورد پارامترهاي توزیع ادعـا از روش برآوردگـر   . پردازیم بیمۀ شخص ثالث هستند، می

 دهیآماس ـ پواسـون  عی ـتوز يپارامترها برازش و ی خسارتفراوان عیتوز. بیز تجربی استفاده خواهیم کرد
هـاي موردبررسـی مربـوط بـه اطلاعـات خسـارت        داده .شده اسـت  یبررس يصورت جدول و نمودار به

اطلاعـات  . اسـت  رانی ـا ۀم ـیب صنعتبراي  1389گذاران رشتۀ بیمۀ شخص ثالث اتومبیل در سال  بیمه
اسـت، بنـابراین متغیـر      آوري شـده  جمـع ) 1389(سال  آمده براي هر وسیلۀ نقلیه براساس یک دست به

اي بیشـتر   منظـور مطالعـات مقایسـه    ل نقلیه برابر یک است امـا بـه  بیمۀ وسای براي تعیین حق) t(زمان 
بـا اسـتفاده از   ). t=2مـثلاً  (انـد   آوري شـده  زمـان بیشـتري جمـع    کنیم این اطلاعات در مدت فرض می

گـذاران از اخـتلاف احتمـال     هاي بانک اطلاعاتی بیمۀ مرکزي براي پدیدة تمایل بـه پـاداش بیمـه    داده
بیمـۀ   درادامه به محاسـبۀ حـق  . ایم لیه و احتمال ادعاي گزارش استفاده کردهتصادف براي هر وسیلۀ نق

  .پردازیم نسبی به تفکیک وسایل نقلیه می

  ):سیلندر 4کمتر از ( 1اتومبیل سواري نوع 
اطلاعات مربـوط بـه ایـن    . اند ها داشته این گروه کمترین درصد اعلام خسارت را نسبت به سایر سواري

  .ارائه شده است 3و نمودار  1جدول نامه در  نوع بیمه
  

  ها براي اتومبیل سواري نوع یک توزیع تعداد اعلام خسارت. 1جدول 
هاي اعلام  تعداد خسارت
  )k(شده 

 kنامه با  تعداد بیمه(فراوانی 
  )ادعاي خسارت

درصد 
  فراوانی

درصد فراوانی 
  تجمعی

0  2055  85/92  85/92  

1  148  65/6  50/99  

2  5  25/0  75/99  

3  3  15/0  90/99  

  100  10/0  2  و بیشتر 4
  هاي محققان یافته: منبع     
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  1فراوانی خسارت اتومبیل سواري نوع . 3نمودار 

  
  :شود صورت برآورد می ها، پارامترهاي مدل براي این وسیلۀ نقلیه بدین با استفاده از داده

ܽ = 0.5			,			߱ଵ = 0.05		,				߱ଶ = 0.01	, ߚ = 7	, ߬ = 0.009 
شده تحت دو تابع زیان مربع خطـا و لایـنکس بـراي ایـن وسـیلۀ       بیمۀ نسبی محاسبه حق 4نمودار  در

دهـد برآوردگـر    ایـن نمـودار نشـان مـی    . دست آمده است به 3و  2هاي  نقلیه با استفاده از نتایج قضیه
، کمتـر از  بیمۀ نسبی، با استفاده از توزیع پواسون آماسیده در صفر و یک، تحت تابع زیان لاینکس حق

دهد پدیـدة اشـتیاق بـه پـاداش      همچنین نشان می. بیمۀ نسبی تحت تابع زیان مربع خطاست این حق
  .بیمۀ نسبی خواهد داشت گیري در میزان حق براي ادعاها، تأثیر چشم

  
 

  
  

  1بیمۀ نسبی تحت مدل پواسون آماسیده در صفر و یک براي سواري نوع  نرخ حق. 4نمودار 
  

  ):سیلندر 4( 2نوع اتومبیل سواري 
ایـن  . ارائـه شـده اسـت    5و نمـودار   2هاي این نوع وسیلۀ نقلیه در جـدول   اطلاعات مربوط به خسارت

  . ها در مقام دوم قرار دارد وسیلۀ نقلیه از نظر میزان عدم ارائۀ خسارت در بین سواري
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  2 نوعي سوار لیاتومبي برا ها خسارت اعلام تعداد عیتوز. 2جدول 
هاي اعلام  خسارتتعداد 

  )k(شده 
ادعاي  kنامه با  تعداد بیمه(فراوانی 

  )خسارت
درصد 
  فراوانی

درصد فراوانی 
  تجمعی

0  51479  25/90  25/90  

1  5275  25/9  50/99  

2  270  47/0  97/99  

3  10  02/0  99/99  

  100  01/0  7  و بیشتر 4
  هاي محققان یافته: منبع    
  

  
 2اتومبیل سواري نوع فراوانی خسارت . 5نمودار 

  
  :شود ها، پارامترهاي مدل براي این وسیلۀ نقلیه به نمودار زیر برآورد می با استفاده از داده

ܽ = 0.5, 	߱ଵ = 0.1, 	߱ଶ = 0.01, ߚ = 8, ߬ = 0.0007	 
شده تحت دو تابع زیان مربع خطا و لاینکس براي این وسـیلۀ   بیمۀ نسبی محاسبه نرخ حق 6در نمودار 

بیمـۀ نسـبی بـا اسـتفاده از توزیـع       که مشخص است، برآوردگر حـق  چنان. نشان داده شده استنقلیه 
شـده تحـت    بیمۀ نسـبی محاسـبه   پواسون آماسیده در صفر و یک تحت تابع زیان لاینکس کمتر از حق

  . تابع زیان مربع خطاست
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  2 نوعي سواري برا کی و صفر در دهیآماس پواسون مدل تحتبیمۀ نسبی  حق نرخ. 6نمودار 

 
 ):سیلندر به بالا 4( 3اتومبیل سواري نوع 

، بدترین گروه از لحـاظ تعـداد خسـارت، در بـین     7و نمودار  3شده در جدول  با توجه به اطلاعات ارائه
درصـد  15میـزان تقریبـی   . دانسـت ) سیلندر به بالا 4( 3هاي سواري نوع  توان اتومبیل ها را می سواري

  .ترین گروه تبدیل کرده است این گروه را به پرحادثهاعلام حداقل یک خسارت، 
  

  3 نوعي سوار لیاتومبي برا ها خسارت اعلام تعداد عیتوز. 3 جدول
هاي  تعداد خسارت
  )k(اعلام شده 

 kنامه با  تعداد بیمه(فراوانی 
  )ادعاي خسارت

درصد 
  فراوانی

درصد فراوانی 
  تجمعی

0  23730  70/85  70/85  
1  3655  20/13  90/98  
2  280  01/1  91/99  
3  19  07/0  98/99  

  100  02/0  5  و بیشتر 4
  هاي محققان یافته: منبع      
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  3فراوانی خسارت اتومبیل سواري نوع . 7نمودار

 

  :شود صورت برآورد می این ها، پارامترهاي مدل براي این وسیلۀ نقلیه به با استفاده از داده
ܽ = 0.5, 	߱ଵ = 0.1, 	߱ଶ = 0.01, ߚ = 5, ߬ = 0.01 

شده تحت دو تابع زیان مربع خطـا و لایـنکس بـراي ایـن وسـیلۀ       بیمۀ نسبی محاسبه حق 8در نمودار 
بیمۀ نسبی با استفاده از توزیـع   دهد برآوردگر حق این نمودار نیز نشان می. نقلیه نشان داده شده است

نسبی تحت تابع زیان مربـع   بیمۀ پواسون آماسیده در صفر و یک تحت تابع زیان لاینکس کمتر از حق
  .خطاست

 

  
  بیمۀ نسبی تحت مدل پواسون آماسیده  نرخ حق. 8نمودار 

  3در صفر و یک براي سواري نوع 
  

 و پیشنهادها بندي جمع. 5
بیمۀ عادلانه اسـتفاده   گذار براي محاسبۀ حق اي یک بیمه شده از سوابق بیمه گذاري در یک سیستم نرخ

گذاري دورة جاري و علاوه بـر آن، بـه    گذار، به عوامل نرخ بیمۀ پرداختی توسط بیمه مقدار حق. شود می
سـال تعـداد بیشـتري ادعـاي خسـارت       گذاران در طی یک هر چه بیمه. سابقۀ خسارتی او بستگی دارد

گذارانی که هیچ ادعاي خسارتی ندارند  ند و در مقابل به بیمهبیمۀ بیشتري بپرداز داشته باشند باید حق
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کننـد   بیمـه، سـعی مـی    گذاران جهت جلوگیري از افزایش حـق  بسیاري از بیمه. گیرد تخفیف تعلق می
اي که در ایـن مقالـه مـورد تحقیـق قـرار       مسئله. هاي کوچک را به شرکت بیمه گزارش نکنند خسارت

هاي کوچـک   اران براي دریافت تخفیف برمبناي عدم گزارش خسارتگذ سازي اشتیاق بیمه گرفته مدل
  . است

هـا براسـاس    بیمۀ نسـبی آن  سال قبل افراد حائز اهمیت است و حق tشده سابقۀ  گذاري در سیستم نرخ
بیمه است  بیمۀ نسبی ضریبی از حق دیگر، حق عبارت به. آید دست می سال قبل به tها در  تعداد خسارت

هـاي   بیمۀ پایه براساس شدت خسارت شود و حق هاي ادعاشده محاسبه می فراوانی خسارتکه براساس 
دسـت    بیمـۀ پایـه بـه    بیمۀ نسـبی در حـق   بیمه از ضرب حق شده، حق گذاري در یک سیستم نرخ. وارده

کـه    اي براي قرارگرفتن افراد برحسب سابقۀ خسارت وجود ندارد، درحالی در این سیستم، طبقه. آید می
خسارتشان در   سازند و افراد را بر حسب سابقۀ جریمۀ کلاسیک، ابتدا طبقاتی را می-سیستم پاداش در

جـا   هـا را در طبقـات جابـه    دهند و سپس با قانون انتقال و سابقۀ سـال قبـل افـراد، آن    طبقات قرار می
  . کنند می

ي آماسیده برقـرار نیسـت، در   گاما -هاي پواسون با توجه به اینکه برآوردگر باورمندي دقیق براي توزیع
وسـیلۀ   و بـه ) 2010(پاینـده  شـده توسـط    این مقاله، برآوردگر باورمندي خطی با استفاده از ایدة ارائـه 

  . برآوردگرهاي بیز تقریب زده شد
  : نتایج مقالۀ حاضر نشان داد

بنـدي کنـیم،    هاي پواسون آماسـیده مـدل   اگر پدیدة تمایل به پاداش مشتریان را با استفاده از مدل. 1
  . کند گیري پیدا می بیمۀ نسبی کاهش چشم نرخ حق

بیمۀ نسـبی تحـت تـابع زیـان مربـع       بیمۀ نسبی تحت تابع زیان لاینکس کمتر از حق برآوردگر حق. 2
  .خطاست

هاي ادعاشـده در سـال    جریمه، تعداد خسارت-دانیم، در قانون انتقال سیستم پاداش گونه که می همان
کند؛ بنابراین در این سیستم از متغیر رفتار ادعاهـاي خسـارت گذشـته بـراي      می قبل نقش مهمی ایفا

هـاي   بیمـه  ایراد سیستم پاداش ـ جریمه ایـن اسـت کـه حـق     . شود بیمۀ آینده استفاده می تصحیح حق
با توجه به اینکه سیستم پاداشـ جریمـه مبتنـی بـر    . گذاران بسیار متغیر است شده توسط بیمه پرداخت

شود از سیستمی اسـتفاده   بنابراین توصیه می. تواند یک سیستم عادلانه باشد هاست نمی تتعداد خسار
دانـیم   گونـه کـه مـی    همـان . ها را در محاسبات دخیل کند شود که هر دو عامل تعداد و شدت خسارت

-شده متغیر است ولی اثر این شدت در محاسبات مربوط بـه سیسـتم پـاداش    هاي واقع شدت خسارت
بیمۀ بیشتري نسبت  گذاري که سه خسارت جزئی دارد باید حق بنابراین بیمه. نشده است جریمه لحاظ

کـه ممکـن اسـت مبلـغ یـک       گذاري که یک خسارت بزرگ مرتکب شده است بپردازد، درحالی به بیمه
  .خسارت بزرگ ده برابر سه خسارت جزئی باشد و این امر منصفانه نیست
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