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  چكيده               
هـا در ميـان متغيرهـاي تـصادفي            توزيع گوسي يا نرمال يكي از كاربردي تـرين توزيع         

 را اختيار مي كنـد      +∞ تا −∞ اين واقعيت كه توزيع نرمال كليه مقادير از        آن  رغم علي. است
خطاهاي محاسباتي معناداري مواجه    كه مشاهدات محدود شده اند، با        ممكن است در عمل مواقعي    

 از جمله براي تعيـين      . عملاً با توزيعهاي نرمال بريده شده مواجه هستيم        در چنين موقعيتها،  . شويم
 رسيدن به سطح سرويس مطلوب، اغلب فرض مي شود كه تقاضـاها از              برايميزان موجودي لازم    

با توجه به اين كه تقاضـاها الزامـا داراي مـشاهدات كمتـر از صـفر                 . توزيع نرمال پيروي مي كنند    
 نرمال به برآورد نادرستي از سطح سرويس هـدف مـي انجامـد و سـطح                  استفاده از توزيع   ،نيستند

در اين مقالـه پـس از بررسـي توزيـع     . سرويس به دست آمده كمتر از مقدار واقعي آن خواهد بود  
نرمال بريده شده از چپ و برآورد كـردن پارامترهـاي آن،  آزمـون نيكـويي بـرازش كلمـوگروف                     

اقعي براساس توزيع نرمال بريده شده از چپ تعديل مـي      اسميرنوف را براي آزمون گروهي داده و      
سپس با توجه به فاكتور ايمني و ميزان موجودي نشان مي دهيم كه استفاده از توزيـع نرمـال              . كنيم

در پايان نيز نتيجه كلي حاصـل از ايـن          . بريده شده به بهبود سطح سرويس مطلوب منجر مي شود         
  . مي شودارايهروش 
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Abstract 
 

Normal distribution is one of the most widely used distributions 
among random variables. Despite the fact that normal distribution assumes 
all values from ∞− to ∞+ , when the distribution outcomes are constrained 
or restricted, we face significant computational errors. In such situations, 
we are practically confronted with truncated normal distributions. For 
instance, for determination of a required amount of goods in stock arriving 
at a desired service level, it is often assumed that demands obey a normal 
distribution. But since these demands do not have negative observations, 
using normal distribution yields incorrect estimate of the goal service level 
and gives a lower service level than that of the true one. 

In this article, we shall investigate left-truncated normal 
distributions, estimate their parameters and modify Kolomogrov-Smironov 
goodness-of-fit test for left truncated normality applying it to a set of real 
data. Then, due to safety factors and amounts of goods in stock, we shall 
show that using truncated normal distribution leads to an improvement of 

  
  

∗  M.A. Candidate for Statistics, University of Isfahan 
∗∗  Professor of Statistics, University of Isfahan  



  
  
  
  

 ...توزيع نرمال بريده شده و كاربرد 

 

89

the desired service level. Finally, we shall present our general concluding 
remarks. 

  
Keywords: Left truncated normal distribution, Truncated point, Desired 
service level, Safety factor, Coefficient of variation, Safety stock 

 

 مقدمه

 كاربردي با توزيعهاي تپه اي يا توزيعهاي تقريبـا تپـه اي شـكل بـسياري                 مسايلدر   
مواجه مي شويم و با توجه به كاربرد قضيه حد مركزي در توزيعهاي نمونه گيـري و فـرض                   

 در بـسياري از     .زمينه غالب روشهاي آماري، اين توزيع از اهميت خاصـي برخـوردار اسـت             
ت تحقيقـات، علـوم پزشـكي و        يي رگرسيوني، مدلهاي مالي، مدير    ها  علوم تحقيقاتي، تحليل  

اند يا    هاي نرمال موقعي كه مشاهدات خاصي سانسور شده         موارد مشابه مطالعه خواص توزيع    
 مـالي، مطالبـات ماهانـه و        مـسايل  در مثـال  عنـوان  به .مجاز به انتخاب نيستند، مدنظر است     

 ارايههاي   بطور كلي روشها و الگوريتم .ي باشند موجودي انبار مواردي از كاربرد اين توزيع م       
ين و واريانس گنمودار ميان) 2001(تامپولوس و جانسون . شده به نقاط بريدگي بستگي دارد

) درجـه بريـدگي  (ي گه بريـد طتوزيع نرمال بريده شده از سمت چپ را به عنوان تابعي از نق    
 . اسـت  )1961(فـورد كـوهن   قـان در ايـن زمينـه كلي       يكـي از پركـارترين محق     . رسم كردنـد  

ه  زماني سفارش تا تحويل بت در فاصله نشان داد كه اگر فرض شود كه مطالبا        )1962(برون
 توزيع شوندآنگاه ميزان موجودي و      Lσ و انحراف استاندارد   Lµصورت نرمال با ميانگين     

 روش هـاي آمـاري قابـل محاسـبه          تفاده از با اس ـ   سفارش براي سطح سرويس مطلوب     هنقط
يعنـي توزيـع    ( توجه خود را به مدلهاي الگوي تقاضاي سنتي          )1961(آگراوال و اسميت  .اند

آنهـا همچنـين   .رسيدن به سـطح سـرويس مطلـوب، معطـوف داشـتند      براي) نرمال و پواسن 
 ارايـه ا  اظهاركردند كه توزيع دو جمله اي منفي الگوي بهتري براي به كارگيري مـدل تقاض ـ              

 توزيع نرمال بريده شـده از سـمت چـپ را بـراي تعيـين ميـزان                  )1980(تامپولوس. كند  مي
 ،موجودي به كار برد و با توجه به اين مطلب كه مطالبات مقادير منفي را اختيـار نمـي كننـد           

تر ميزان  نشان داد كه مقادير مورد انتظار توزيع نرمال بريده شده را مي توان براي برآورد دقيق
  .  رسيدن به سطح سرويس دهي مد نظر بكاربردبرايموجودي لازم 
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. يمزپـردا مي بخش دوم به معرفي توزيع نرمال بريده شده از چپ          اين مقاله در     در
در .  شـده اسـت    ارايـه اي از داده هاي واقعي كه از اين توزيع آمده انـد              در بخش سوم نمونه   

 روش  و در ادامه در بخش پنجم بر اساسبخش چهارم پارامترهاي اين توزيع را معرفي كرده 
 ه برآورد ايـن پارامترهـا را در حالـت نـامعلوم بـودن نقط ـ              ،  )2001( شده توسط ديويد   ارايه

 روش قـراردادي بـراي تعيـين ميـزان موجـودي و       بخش ششم شامل  .  مي كنيم  ارايهبريدگي  
 در در بخـش هـشتم بـه بحـث      . روش غني شده تعيين ميزان موجودي مي باشد        مبخش هفت 

 شده ارايه روشهاي عنوان شده پرداخته ايم و نتايج حاصل از انجام كار در بخش نهم  باهطبرا
   .است

  معرفي توزيع نرمال بريده شده از چپ
 ـ      Xفرض كنيـد           و انحـراف   µ،ميـانگين  xf)(تـابع چگـالي  ا   داراي توزيـع نرمـال ب

از كمتر  مقادير Xاگر  . باشد σمعيار
Lx تـابع   ،  را به واسطه سانسور يا بريدگي اختيار نكنـد

به صورت   نمايش مي دهيم،xfLTN)(1چگالي نرمال بريده شده از سمت چپ، كه آن را با 
    :ه دست مي آيدزير ب
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با انجام تبديل     Lx در اين صورت نقطه بريدگي     ،مكني استاندارد    را X اگر
σ

µ−= x
z 

   بريدگيهبه صورت نقط

σ
µ−

= L
L

x
k  در زير نمودارهـاي    2 و 1نمودارهاي  .  مي شود    مبدل )(xf LTN   و اسـتاندارد

    : آن را نشان مي دهندهشد

  
  

1. Left-Truncated Normal  
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),(توزيع نرمال .1شكل                 2σµNدر نقطة  با بريدگي از سمت چپ 

lx  
                     

  
  Lk ه در نقطتوزيع نرمال استاندارد با بريدگي از سمت چپ . 2شكل

LkZTتصادفي استاندارد شده   متغيربا در نظر گرفتن             است كه    كه داراي اين خاصيت   =−
  :،خواهيم داشت انتقال مي دهد t =0 به نقطه Lkبريدگي را از
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  :اما چون مي توان نوشت
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  : دست مي آيد
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   ).3شكل ( نشان دهندة تابع چگالي استاندارد نرمال استφكه در آن 

                        
   نرمال با بريدگي در صفرتوزيع استاندارد شده .3شكل   

   توزيع نرمال بريده شده با نمونه اي از داده هاي واقعي 
 ساعته حـداكثر بـار از سيـستم    24 تايي از داده هاي تغييرات 576 نمونه اي   1ضميمه         

 با توجه به نمودار بافـت نگـار  .  را نشان مي دهد    82 و 81انتقال نيرو استان اصفهان در سال       
 و اين كه مشاهدات مقادير منفي را اختيار نمي كنند، مي توان الگـوي         4رشكل  اين داده ها د   

  
  

1.  Standardized Left-Truncated Normal   
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براي بررسي دقيقتر . توزيع استاندارد شده نرمال بريده شده را براي اين داده ها در نظرگرفت     
اين موضوع ابتدا نرمال بودن داده هاي مذكور را آزمون مي كنيم كه بـا توجـه بـه خروجـي                     

         %5 فـرض نرمـال بـودن داده هـا در سـطح               درجدول زيـر   رنوف اسمي _آزمون كلموگروف   
  .  رد مي شود%)2وحتي ( 

 از پيش تعيين شـده نيازمنـد        Lk بريدگي هبراي انجام آزمون نرمال بريده شده با نقط       
بـا  .  ارايـه شـده اسـت   2متن برنامه مورد نياز تهيه و در ضـميمه . اصلاح آزمون  فوق هستيم  

اجراي اين آزمون مشاهده  مي كنيم كه داده هاي فوق از الگوي توزيع استاندارد شده نرمال                 
  . پيروي مي كنندLk=-4/2 بريدگيهبريده شده با نقط

06571851/0=+
nD x )                             576   و-4/2و(kst 

                        06571851/0=nD                             02851004 /0 
=_

nD  
05.=α              }{ 780.0>= nn DDR                                 

  . معرفي شده است3  در ضميمهnDآماره آزمون
   اسميرنوف–آزمون كلموگروف  . 1جدول
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   ساعته حداكثر بار سيستم انتقال نيرو24بافت نگار داده هاي تغييرات  .4شكل             

      پارامتر هاي توزيع نرمال استاندارد شده از سمت چپ
 نرمال هيع استاندارد شدي پيدا كردن ميانگين و واريانس توزلهايي برااين بخش فرمودر        

  . مي كنيمارايه دارند، Lk بريدگي هبريده از سمت چپ كه بستگي به نقط
باشـد در   Lk بريـدگي  ه براي نقط   شده نرمال  ميانگين توزيع استاندارد   tµ       فرض كنيد   
  :اين صورت داريم
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  در نتيجه اگر قرار دهيم
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  :در مي آيده صورت زير ب) 7(تساوي 
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كه ميانگين توزيع استاندارد نرمال بريده       به وضوح مشاهده مي شود    ) 10(از تساوي           
 فـرض كنيـد     اكنـون . را معين مي كند    Lk بريدگي   ه نقط  طور منحصر به فرد    چپ به  شده از 

tσ بـا محاسـباتي   .  باشد نرمال بريده شده از سمت چپ استاندارد شده توزيع معيارنحراف ا
                                                                                             :داريم) 5(ساده مشابه
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22،) 11(و)10(از عبارات           )( tt T µσ −Ε=    شايان ذكر است كـه     . به دست مي آيد

بـراي  .  يكتا معـين مـي شـود       بنحو LK بريدگي هنقطتوسط  نيز مانند ميانگين    معيار  انحراف  
  را كـه دوبـاره بنحـو  منحـصر بـه فـرد بـراي هـر نقطـه          تغييـرات  محاسبات بعدي ضـريب   

                         :يف مي كنيم معين مي شود به صورت زير تعرLkبريدگي
t

tC
µ
σ

=   

 تقريبـا برابـر  Lk=−3 در صفر، اين ضريب تغييـرات بـراي          براي تقاضاهاي بريده شده   
 بـه ترتيـب   7و6 و5در شـكلهاي  .  ميـل مـي كنـد     1 به   Lk<3 مي باشد كه وقتي      33/0با

نمودار ميانگين و واريانس و ضريب تغييرات توزيع استاندارد شده نرمال بريده شده در مقابل 
مشاهده مي شود كه در تمامي شكلها نمودار توابع رسم شـده            . م شده است   بريدگي رس  هنقط
ست كه رابطه اي يك به يك بين  مؤيد  اين واقعيت ا نزولي يا صعودي هستند و اين بازاكيدا
 بريدگي با ميانگين، واريانس و ضريب تغييرات توزيع استاندارد شده نرمال بريده شـده               نقطه

  . وجود دارد
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  نمودار ضريب تغييرات در مقابل نقطة بريدگي .7شكل 

  
tf)( نرمال بريده شده    شده ع چگالي احتمال استاندارد    استفاده از تاب          با SLTN   مي تـوانيم

  :   به صورت زير به دست آوريم آن راتابع توزيع تجمعي 

 )12           (                         
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

≥
Φ−+Φ

≤
=

0,
)(

)()(

0,0

)(
t

kH

kkt

t

tF

L

LLSLTN  

)(1)( است و zهنقطدر نرمال استاندارد توزيع  تابع zΦ)(كه در آن    zzH Φ−=.   
 ، به راحتي مي توان مقادير تـابع توزيـع           Lk بريدگي   ه بنابراين ، با معلوم بودن نقط               

  از  بـا اسـتفاده    t≤0تجمعي نرمال استاندارد بريده شده را به ازاي مقادير اسـتاندارد شـده              
جـداول تـابع توزيـع    . و با استفاده از جدول توزيع نرمال استاندارد محاسبه كرد    )12(معادله  

استاندارد نرمال بريده شده ، با استفاده از نرم افزار هاي رياضي و آمـاري بـه سـادگي قابـل                     
 آورده شـده  4 هبخشي از جداول كه براي محاسبات به آنها نيازمنديم در ضـميم         .محاسبه اند   

براي به كار بردن جدول  .اين توزيع استنمايانگر مقادير تابع توزيع تجمعي  4 جدول  .است
  .      معلوم باشدLk بريدگي ه فقط كافي است كه نقط4

ه از سمت چپ به تابع توزيع تجمعي استاندارد نرمال بريده شد 9 و8در شكل هاي              
ــاط  ــدگازاي نقـ ــب   وLK=)-3,-2,-2,1,0,1 ,3(يبريـ ــه ترتيـ ــاط  بـ ــا نقـ  تـ

5/1,...,25/0,0 =t  1,0,...,6و=tنمايش داده شده است .  
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  استاندارد شده نرمالتابع توزيع تجمعي  . 9شكل     استاندارد شده نرمالتابع توزيع تجمعي  .8شكل       

   از چپشدهه بريد  از چپ                                           شدهه بريد                       
  

  وLk بريـدگي  هي مواجه شويم كه با دانستن نقط ـ  مسايلبعضي مواقع ممكن است با               
 باشيم كه در ايـن صـورت     t به دنبال يافتن مقدار      t هطدن تابع توزيع تجمعي تا نق     معلوم بو 

مثالهايي براي نـشان    . ت به سادگي اين كار امكان پذير اس       4 ضميمه  در 5با استفاده از جدول     
 علاوه بر   4ضميمهدر   5جدول   در    . شده است  ارايه آخر مقاله در   5و 4دادن كاربرد جداول    

 معيـار  و انحـراف     tµ ميانگين   tF)(و Lk استاندارد شده به ازاي مقادير مختلف      tمقادير  
tσ   قادير كه با اسـتفاده از تـساوي هـاي    اين م . شده استارايه بريدگي ة متناسب با هر نقط
بريدگي به   ههر نقط   ضريب تغييرات متناسب با    هبه دست آمده اند براي محاسب      )11(و )10(

فرد براي توزيـع    ه   منحصر ب  بنحواشاره شد اين ضريب تغييرات      همانطور كه    كار مي روند و   
در  6 لدر جدو .  مي شود    ارايه Lk نرمال بريده شده و به ازاي نقاط بريدگي          د شده استاندار
 بعلاوه در شكل . شده استارايه مقادير ضريب تغييرات متناسب با هر نقطه بريدگي 4ضميمه

                    .                            ضريب تغييرات در مقابل نقاط بريدگي رسم شده است  ، نمودار10
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   در مقابل نقاط بريدگيضريب تغييرات نمودار  .10شكل

 ـ ت نامعلوم بودن  برآورد پارامترهاي توزيع نرمال بريده شده در حال          ه نقط
  بريدگي 

ر ايـن صـورت      د  معلـوم نباشـد    ا بريـدگي دقيق ـ   هبعضي مواقع ممكن است نقط             
هاي ترتيبـي    آماره   ابتدا با استفاده از    ضريب تغييرات بايد   و  ميانگين ، واريانس   همحاسببراي  

   . بريدگي بپردازيم و سپس پارامترهاي توزيع نرمال بريده شده را برآورد كنيمهنقط ه برآوردب
),(مشاهده از توزيع نرمال      r  اگر    2σµN  ةكه در نقطLx سمت چپ بريده شده     از

تابع چگالي نرمال بريـده شـده روابـط زيـر را             با توجه به فرم      آنگاه در دسترس باشد     است
tX  براي سادگي محاسـبات فـرض كنيـد    . خواهيم داشت L جـه  پـس تو  .ξ=LKو=

                                                   :داشـته باشـيد كـه   
σ

µξ −= t. )13     (

tx
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  : مشاهده به شكل زير خواهد بودrبنابر اين تابع درستنمايي براي 
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  : خواهيم داشتσوµو با مشتق گيري از لگاريتم تابع درستنمايي نسبت به

)15      (                   &)(
1

)](1[

)(log

1
2 ∑

=
−+

Φ−
−=

∂
∂ r

i
ix

rL µ
σξσ

ξφ
µ

    

                       

)16           (              ∑
=

−+−
Φ−

−=
∂

∂ r

i
ix

rrL

1

2
3

)(
1

)](1[

)(log µ
σσξσ

ξφξ
σ

    

  :حال قرار دهيد
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x ii

φ   

∂=0بـا تـشكيل معـادلات درسـتنمايي         در اين صورت    
∂

µ
l   0 و=∂

∂
σ

l    بـه دسـت      
          :مي آوريم كه

)18     (                                                )]ˆ(ˆ1[ˆ)ˆ( 22 ξξσµ Axs +=−+′     
ˆˆ)ˆ(و ξσµ Ax =−    

  :خواهيم داشتξA)ˆ(براي Âو استفاده از نماد ) 18(ه  در معادلµ̂−xبا حذف 
)19  (                                                           )ˆˆ(ˆˆˆ 22 ξσσ −+′= AAs                                  

Axttاما  ˆˆˆˆˆ σµξσ        : بنابراين، =−=−+

)20    (                                                                          
ξ

σ
ˆˆ

ˆ
−
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tx    
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)21  (                                           
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ˆ
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  : داريم)22(و)20(،)12(اكنون از 
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)23(                                                           )(ˆˆˆˆ txxAx −−=−= θσµ    
  : نتيجه مي شود)21(و)20(از و

) 24       (                                                          
22

2

)ˆˆ(

)ˆˆ(ˆ1

)( ξ
ξ

−
−−=

−
′

A

AA

tx

s   

تـابعي  θ̂             .را معـين مـي كننـد   σ̂وµ̂ مقادير)23(و)21(كليدي ه، دو معادل θ̂معلوم بودنبا 
براي اين كـار مـي    . صدق مي كند)24(ه عادل اي را بيابيم كه در مξ̂كافي است    است، ξ̂از

روش ديگر اين اسـت   .استفاده نمودت  تهيه كرده اس)1961( كوهن كه جدول هاييتوان از   
  . با يك روش تكراري تعيين كنيمرايانهرا به كمك ξ̂كه مقدار 

اقلامـي اسـت كـه      مدير انبار يك كارخانه به دنبال بهبـود طرحـي بـراي موجـودي                :1مثال
. ت واحـد اس ـ   10 معيـار  افرانح  و 20 داراي توزيع نرمال با ميانگين       Xمطالبات ماهيانه آن  

 . واحد باشـد   30 است كه مطالبات ماهيانه حداقل        آن احتمال  او علاقمند به تعيين    بخصوص
الگوي اين مطالبات بايد از  بنابراين .نيست اين اقلام كمتر از  صفر هبه وضوح مطالبات ماهيان

به نمادهايي كه پـيش از ايـن         لذا با توجه     ،توزيع نرمال بريده شده از سمت چپ تبعيت كند        
  :داريممعرفي شدند، 

                                         20 =µ10  و=σ0  و=⇐ Lx  2-=Lk  
Lkzt فوق به صورت ه نرمال بريده شد توزيع با استاندارد كردنپس  :  خواهيم داشت=−

      
                    )3()1()30( ≥Ρ≡≥Ρ≡≥Ρ TZX          2           و+= ZT   

  :رابر است با ب4 ضميمه4و مقدار احتمال فوق با استفاده از جدول 
                 1623/0 = 8377/0-1=−=≥Ρ=≥Ρ −= 2)3(1)3()30(

LKFTX  
در . اسـت % 23/16 واحـد باشـند  30اين كه مطالبـات ماهيانـه بـيش از           انسشبه بيان ديگر    

  :  كه اگر احتمال فوق از توزيع نرمال بريده نشده محاسبه گردد، خواهيم داشتصورتي
                      1587/0= 8413/0-1=Φ−=≥Ρ≡≥Ρ )1(1)1()30( ZX      
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مواقع بتوانـد مطالبـات احتمـالي را         %  95مدير انبار به دنبال اين است كه        فرض كنيد  اكنون
 در اين صورت او به چه ميزان        .است % 95جوابگو باشد، يعني سطح سرويس دهي مطلوب        

  موجودي نيازمند است؟
ــار ــه ك ــا ب ــردن جــدول  ب ــ 4ضــميمه 4ب ــا نقط ــدگي هب ــه Lk=-2 بري ــراي رســيدن ب  ب

95/0=)(tFSLTN 656/3 نيازمند داشتن =tمي باشيم، كه نتيجه مي دهد   :         

                56/36) = 10(656/1+20=zx σµ +=⇒    656/1= 2-
656/3=+= Lktz  
 در صـد از مطالبـات را پاسـخگو باشـد بايـد         95ان ديگر براي اين كه مدير انبار بتواند         به بي 
را نيز اگر از روش مستقيم به دست آوريم،       موجودي داشته باشد كه اين مقدار       واحد 56/36

  :خواهيم داشت

                  45/36=20+10* 645/1=⇒
−= x

x

σ
µ 645/1⇒ 

95/0=≤Ρ )645.1( Z  
اگر چه در اين مثال تفاوت زيادي بين مقادير به دست آمده از توزيـع نرمـال بريـده شـده و             

 مشاهده مي شود كه اگر توزيـع        4 ضميمه 4توزيع نرمال وجود ندارد ولي با توجه به جدول          
يعنـي   (552/20ين واقعي آن برابر از سمت چپ بريده شود ميانگ    Lk=−2 هنرمال در نقط  

يعني كمتر از آنچه     (415/9و انحراف استاندارد آن برابر    ) بيش از آنچه كه در مثال گفته شده       
ــده   ــه شـ ــال گفتـ ــه در مثـ ــد )كـ ــي باشـ ــت  .مـ ــواهيم داشـ ــديلات خـ ــن تبـ ــا ايـ :                              بـ

14/36=  )415/9(656/1+552/20 =x   
  در ادامه فرض كنيد مدير انبار بـه دنبـال پيـاده سـازي طرحـي بـراي نمونـه هـاي                          

)30(بزرگ ≥n     بر مبناي اين   .  است 4/10معيارانحراف    و 20 از مطالبات ماهيانه با ميانگين
 52/0محاسبه برابر    يب تغييرات بعد از   اي است؟ ضر   بريدگي مناسب چه نقطه      ه نقط  ها داده

   . مي باشدLk=-6/1 بريدگي ه نقط4ضميمه 6جدول   با استفاده ازپس. به دست مي آيد
 نمودار تابع چگالي احتمال و تابع توزيع تجمعي استاندارد 17 تا 11در شكل هاي            
 ارايـه  Lk=-3,-2,...,3  در نقاط بريدگي مختلـف     نرمال بريده شده از سمت چپ     شده  

  .شده است
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 هدر نقطنرمال بريده شده شده  نمودار تابع چگالي احتمال و تابع توزيع تجمعي استاندارد .11شكل 

3−=Lk  
  

  
 هدر نقطنرمال بريده شده شده ع تجمعي استاندارد  نمودار تابع چگالي احتمال و تابع توزي .12شكل 

2−=Lk  
  

  
 طهدر نقنرمال بريده شده شده نمودار تابع چگالي احتمال و تابع توزيع تجمعي استاندارد  .13شكل 

1−=Lk  
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 هدر نقطرمال بريده شده نشده  نمودار تابع چگالي احتمال و تابع توزيع تجمعي استاندارد .14شكل 

0=Lk  
  

  
 هدر نقطنرمال بريده شده شده  نمودار تابع چگالي احتمال و تابع توزيع تجمعي استاندارد .15شكل 

1=Lk  
  

  
 هدر نقطنرمال بريده شده شده  نمودار تابع چگالي احتمال و تابع توزيع تجمعي استاندارد .16شكل 

2=Lk  
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 هدر نقطنرمال بريده شده شده  نمودار تابع چگالي احتمال و تابع توزيع تجمعي استاندارد  .17شكل 

3=Lk  
 در ايـن صـورت از اميـد         . اسـت   داراي توزيع نرمال استاندارد    Z فرض كنيد    اكنون         

)( ،0z  براي نقاط بيشتر از Zرياضي متغير 0zZ  ـ تحـت عنـوان اميـد جز   <       يـاد Zي ي
)(مي كنيم و آن را با  0zZ >Εنمايش مي دهيم كه به صورت زير تعريف مي شود :  

)25(                          

∫
∞

−=−=>Ε
0

)()()()()( 00000

z

zHzzdzzzzzZ φφ   

انحـراف    وtµفرد ميانگين ه  منحصر بنحو بLkبريدگي  ه اشاره شد نقط و همانطور كه قبلا   
متغير بريـده شـده      لذا   د، نرمال بريده شده را مشخص مي كن        شده استانداردتوزيع   tσ معيار
  :  را به صورت زير تعريف مي كنيمWندارد استا

)26(                  
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)(و به طور مشابه      0tT >Ε بريدگي خاصهبراي نقط Lk     به صـورت زيـر قابـل محاسـبه 
  :است
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  : خواهيم داشت)28( و)27(هايو با استفاده از تساوي 

)29 (Ltt
tL

kwz
kH

zZ
wW ++=

>Ε
=>Ε σµ

σ 00
0

0 &
)(

)(
)(    

كه توسط ميانگين و انحراف )بريدگي از سمت چپ(تغييرات  صي ازبنابر اين براي الگوي خا
  . داده مي شود)29(ي توسط تساوي ي تعريف مي شوند، اميد جزرعيام
 ـ ادامه جدولي براي تعيـين اميـد جز        در 0wW(يي >(Ε  7 در جـدول     . شـده اسـت    ارايـه 

)( مقادير 4ضميمه 0wW >Ε   0با مقدار خاص متناظرw به عنوان تابعي از ضريب تغييرات 

)( شده است كه مقـادير     ارايه 0wW >Ε    بـراي min0 ww <) 
t

tw
σ
µ

−=min (  تعريـف

  .نشده اند
 50ك شركت داراي ميانگين تقاضاهاي ثبت شده در ليست انبار ي   فرض كنيد: 2مثال       

 مي باشد و براي رسيدن به سطح پذيرش مطلوب مدير انبار نيازمند تعيين 40معيارو انحراف 
)( واحد باشد يعنـي      90متوسط اقلامي است كه سطح موجودي آنها بيش از           0tTE  بـا   <

90=0t  . 0و 8/0له ضريب تغييرات برابـر أت مساطلاعا در اين صورت با توجه بهw  بـه 
10 متغير استاندارد بريده شـده برابـر اسـت بـا             مقدار عنوان

0 =
−

=
t

tt
w

σ
µ   و در نتيجـه بـا 

     : تخواهيم داش 4ضميمه 7استفاده از جدول 
                                                                                    

1256/0=> )1( 0WE                                 روش قراردادي بـراي تعيـين ميـزان 
  موجودي        

براي تعيين ميزان موجودي لازم براي رسيدن به سطح سرويس مطلوب اغلب فرض             
يـن روش    نشان مي دهيم كه ا     ينجا در ا  .مي شود كه تقاضاها از توزيع نرمال پيروي مي كنند           

ه به برآورد نادرستي از سطح مطالبات حقيقي مي انجامد و سطح سرويس ب) روش قراردادي(
با به كار بردن توزيع نرمال بريده        .از مقدار واقعي آن مي باشد      دست آمده از اين روش كمتر     

شده از سمت چپ مي توان ميزان موجـودي لازم بـراي رسـيدن بـه سـطح سـرويس دهـي               
  .                                                                 دمطلوب را تعيين كر
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 رسيدن به سـطح  برايدر مبحث مديريت انبار موقعي كه تعيين ميزان موجودي لازم   
 فـرض مـي شـود كـه         بيشتربه صورت عمومي بررسي مي شود       سرويس مطلوب براي اقلام     

ن داد كـه اگـر فـرض شـود كـه            نشا) 1962(برون .مطالبات از توزيع نرمال پيروي مي كنند      
 و انحـراف    Lµه صورت نرمـال بـا ميـانگين          زماني سفارش تا تحويل ب     هت در فاصل  مطالبا

 سـفارش بـراي سـطح سـرويس     ه توزيع شوند آنگاه ميزان موجودي  و نقط ـ Lσاستاندارد  
 ميـزان   در حالـت خـاص    .فاده از روش هاي آماري قابل محاسـبه انـد            با است  op)(مطلوب  
   به صورتss)(موجودي
)30 (                                                                        LzSS σ0=   

SSop سفارش به صورت     هو نقط  L+= µ   ،0 كه    تعريف مي شوندz    فاكتور ايمني ناميده 
  .مي شود و به شكلي محاسبه مي شود كه به سطح سرويس مطلوب دسترسي پيدا كنيم

سطح سرويس كه عبارتست از تقاضاهاي پاسخ داده شده تقسيم بر كل تقاضاها به 

  )   31:       (صورت زير تعريف مي شود
Q

zZ
SL Lσ)(

1 0>Ε
−=   

)(ر آن   كه د  0zZ >Ε  ـ   مقـدار   Q اسـت و   zي متغيـر اسـتاندارد نرمـال       اميد جزي
  : را با آرايش مجدد به صورت زير مي توان نوشت) 31(تساوي  . سفارش مي باشد

)32   (                                                       
L

QSL
zZ

σ
)1(

)( 0

−=>Ε   

متوسط فاكتور ايمني لازم به منظور رسيدن بـه سـطح سـرويس             ) 32(كه در تساوي    
مطلوب براي الگوي تقاضاي خاص داده شده و مقدار سفارش از قبل تعيين شده، مـشخص                

آگــراوال و . چنــين روشــهايي تحــت شــرايط خــاص خــود مطلــوب هــستند . شــده اســت
) يعني توزيع نرمال و پواسن    ( لهاي الگوي تقاضاي سنتي   توجه خود را به مد    ) 1961(اسميت

نها همچنين اظهاركردند كـه توزيـع       آ.براي رسيدن به سطح سرويس مطلوب، معطوف داشتند       
  . كند  ميارايهل تقاضا دو جمله اي منفي الگوي بهتري براي به كارگيري مد

ميـزان  توزيع نرمال بريده شـده از سـمت چـپ را بـراي تعيـين                ) 1980(تامپولوس
موجودي به كار برد و با توجه به اين مطلب كه مطالبات مقادير منفـي را اختيـار نمـي كننـد              
نشان داد كه مقادير مورد انتظار توزيع نرمال بريده شده را مي توان بـراي بـرآورد دقيـق تـر                     

در ادامه مطالبي بر    .  رسيدن به سطح سرويس دهي مد نظر بكاربرد        برايميزان موجودي لازم    
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 تعيين ميزان موجودي لازم بـراي       براي) 2001(و جانسون   ) 1980(كارهاي تامپولوس  ساسا
  . شده استارايهرسيدن به سطح سرويس دهي مطلوب، 

   روش غني شده براي تعيين ميزان موجودي 
 هاگر فرض كنيم كه تقاضاها از الگوي نرمال بريده شده پيروي مي كنند، آنگـاه نقط ـ               

 منحصر بـه فـرد ميـانگين، انحـراف معيـار و ضـريب تغييـرات توزيـع را               بنحو Lkبريدگي  

 به صورت Wبا تعريف متغير استاندارد    . مشخص مي كند  
t

tT
W

σ
µ−

را ) 32( تساوي =

  :    به صورت دقيق تر زير مي توان بازنويسي كرد

)    33   (                                        
L

QSL
wW

σ
)1(

)( 0

−=>Ε   

)(كه در آن     0wW >Ε   مقدار مورد انتظار W  0 براي مقادير بيشتر ازw مي باشد و 
0w 0موقعي كه مقدار .  همان فاكتور ايمني استw  مشخص شود ميزان موجودي از طريـق 

ــساوي  ــسي ت ــاره نوي ــه صــورت ) 32(دوب LWSSب σ0=  ــد ــه دســت مــي آي ــراي .  ب ب
)(محاسبه 0wW >Εبا استفاده از )( 0tT >Εخواهيم داشت   :  

)  34   (                                          
L

tT
wW

σ
)(

)( 0
0

>Ε
=>Ε   

)(و به طور مشابه 0tT >Εبراي نقطة بريدگي خاص Lkبه صورت زير به دست مي آيد       :  

)   35(                                          
)(

)(
)( 0

0
L

K kH

zZ
tT

L

>Ε
=>Ε   

  :داريم) 35(و )34(و با به كار بردن تساويهاي

      Ltt kwz ++= σµ 00&   
LLkH

zZ
wW

σ)(

)(
)( 0

0

>Ε
=>Ε       

    بنابر اين براي الگوي خاص تقاضا كه توسـط ميـانگين و واريـانس تقاضـا تعريـف             
با داشتن سطح سرويس هدف و مقدار سفارش، مقـدار          )  بريدگي هيعني توسط نقط  (مي شود   

بـراي سـادگي   . صـدق كنـد  ) 33( كـه در تـساوي  اي را   مي توان پيدا كرد 0wفاكتور ايمني 
در جدول .  شده است ارايهاستفاده از اين روش در ادامه جداولي براي محاسبه فاكتور ايمني           
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متناظر با سطح سرويس خاص به عنـوان تـابعي از ضـريب تغييـرات               0w  مقدار  4 ضميمه 8
tt µσبه انحراف معيار تقاضا  و نسبت مقدار سفارش tQ σداده شده است .  

 فرض كنيد كه يك مدير انبار نيازمند تعيين ميزان موجـودي            8براي كاربرد جدول      
 50براي محصولاتي است كه ميانگين تقاضاي آنها  % 95لازم براي رسيدن به سطح سرويس 

اساس مقـادير مـشاهده شـده در بـالا ضـريب            بر  .  واحد است  40و انحراف معيار آنها برابر      
LQ و نسبت  8/0تغييرات برابر    σ  0 ، مقدار8 و از جدول  مي باشد2برابرw  متناظر با ايـن

  :    در نتيجه خواهيم داشت.  مي باشد178/1مقادير برابر 
                                                      12/47 

=40*178/1== LwSL σ0  
  :           كه اگر با مقداري كه براي ميزان موجودي از روش سنتي به دست مي آيد

&9.01.0)(
)(

195.0 00
0 =⇒=>Ε⇒

>Ε
−== zzZ

Q

zZ
SL Lσ  

                36 =⇒=⇒ SSzSS Lσ0   
اگر .  دست مي آيد   مقايسه شود، مي بينيم كه  از روش سنتي مقداري كمتر از مقدار واقعي به              

LQ واحد بود آنگاه نسبت    50برابر  Q)(مقدار سفارش  σ  و مقـدار متنـاظر بـا        25/1برابر 
 مــي باشــد كــه نتيجــه مــي 5/1 تقريبــا 4 ضــميمه 8ايمنــي بــا اســتفاده از جــدولفــاكتور 

مده از روش سنتي مقايسه شـود بـاز هـم بزرگتـر              كه اگر با مقدار به دست آ       SS=60دهد
  . است كه از توزيع نرمال به دست  مي آيدSS=46از

  بحث 
 و روش بهبـود يافتـه مزيـت    6 شده در رابطه با استفاده از جـدول ارايهاگر چه مثال    

يـين بزرگـي   استفاده از توزيع نرمال بريده شده را مشخص نمود، در اينجا جـدولي بـراي تع               
موقعي كـه  .  مي كنيمارايهخطايي كه در اثر بكار نبردن توزيع نرمال بريده شده رخ مي دهد،         

 مي بريم عملا سطح سرويس دهي كه حاصل مي شود بـا             نرمال بريده نشده را به كار     توزيع  
 بـه سـطح سـرويس       موجـود نسبت سطح سرويس    . آنچه كه مد نظر است متفاوت مي باشد       

 به عنوان تـابعي از ضـريب تغييـرات و سـطح سـرويس هـدف                 4يمه ضم 9هدف در جدول  
و  % 95 مثال قبل را با سـطح سـرويس هـدف برابـر            هبه عنوان مثال ادام   . محاسبه شده است  
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 نسبت بالا  4 ضميمه   9 در نظر بگيريد بنابر اين با استفاده از جدول         8/0ضريب تغييرات برابر  

==761/0           :                  خواهد بود يعني761/0برابر
هدف

موجود

SL

SL
Ratio   

به بيان ديگر سطح سرويس به دست آمده بـا بـه كـار بـردن روش قـراردادي تقريبـا              
همانطور كـه انتظـار مـي رفـت ايـن        . 72/0 )=761/0 (95/0خواهد بود، يعني     % 72برابر

فزايش مي  ا)  بريدگي هو به تبع آن درج    (جدول نشان مي دهد كه هر چه كه ضريب تغييرات           
زيمم مقدار اين نسبت از سـطوح          يابد، سطح سرويس به دست آمده كاهش  مي يابد ،كه ماك           

ن تر ضريب تغييرات و سطح سرويس هدف آغاز مي شود و با افزايش ايـن دو، كـاهش                   پايي
  . نمايش داده شده است18اين رفتار به صورت هندسي در شكل . بيشتر مي شود

    
به هدف به عنوان تابعي از ضريب تغييرات و  رفتار نسبت سطح سرويس موجود نمايش هندسي . 18شكل 

   سرويس هدفسطح
 ديدگاه ديگـري از مزيـت اسـتفاده از روش بهبـود يافتـه را        4ضميمه  در   10جدول 

قيقي بـه   در اين جدول ضريب تغييرات در جايي كه نسبت سطح سرويس ح           . نمايان مي كند  
ه عنوان تابعي از سطح سـرويس هـدف نمـايش داده    مي آيد بسطح سرويس هدف به دست      

باشـد ولـي مـي      % 95به عنوان مثال فرض كنيد يك نفر به دنبال سطح سرويس            . شده است 
براي ايـن كـه   . دسترسي پيدا مي كند % 90خواهد مطمئن باشد كه حداقل به سطح سرويس       

ي سنتي بـراي  باشد  نمي توان از روش ها% 95نسبت سطح سرويس حقيقي به هدف تقريبا  
 نمايش  19در شكل   .   تجاوز كند استفاده كرد     679/0تقاضاهايي كه ضريب تغييرات آنها از       
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 بحراني ضريب تغييرات به عنوان تـابعي از سـطح سـرويس مطلـوب و نـسبت سـطح             هناحي
  . شده استارايهسرويس موجود به مطلوب 

  
 سرويس از سطح سرويس و نسبت سطحن تابعي  بحراني ضريب تغييرات به عنواهنمايش ناحي .19شكل 

  موجود به هدف

  نتيجه گيري 
مديريت انبار موقعي كه تعيين ميـزان   در مبحث ،همانگونه كه در متن مقاله اشاره شد 

 رسيدن به سطح سرويس مطلوب براي اقلام به صورت عمومي بررسـي             برايموجودي لازم   
 در رابطـه بـا ايـن    .كننـد  روي ميشودكه مطالبات از توزيع نرمال پي مي شود عموما فرض مي    

 مطالبات مناسب است نظرات متعـددي عنـوان شـده اسـت، از              برايموضوع كه چه الگويي     
يعني توزيع نرمال و (جمله آگراوال و اسميت توجه خود را به مدلهاي الگوي تقاضاي سنتي         

كـه  آنها همچنين اظهاركردند  .براي رسيدن به سطح سرويس مطلوب، معطوف داشتند       ) پواسن
با اين حال   . كند   مي ارايهكارگيري مدل تقاضا     توزيع دو جمله اي منفي الگوي بهتري براي به        

بـا  . را براي مطالعه روي تقاضـاها برگزيـد  الگوهاي متفاوتي به عنوان مطالعات آتي مي توان   
عنايت به مطالب عنوان شده در اين مقاله در صورت به كارگيري توزيع نرمـال بريـده شـده             

  :جاي توزيع نرمال نتايج زير حاصل مي شودطالبات به براي م
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 پارامترهاي جامعه مورد مطالعـه بـا اسـتفاده از توزيـع              تري از    برآوردهاي دقيق   -1
  .نرمال بريده شده به دست مي آيند

 پاسخگويي تقاضاها و مطالبات در يـك        براي مي توان ميزان موجودي مورد نياز        -2
ود و با اطمينان كامل به سـطح سـرويس مـد نظـر              زمان مقرر و مشخص را تعيين نم      

  .يافتدست 
 همچنان كه اشاره شد اگر از الگوي نرمال بريده شـده اسـتفاده نكنـيم بـه سـطح           -3

دهي پائين تر از مقدار مد نظر دسترسي پيدا مي كنيم كه در صورت اسـتفاده              سرويس
  .از توزيع نرمال بريده شده ديگر با چنين مشكلي مواجه نمي شويم

 شد كه با توجه به آن مي تـوان حـداقل مقدارضـريب              ارايه در اين مقاله جدولي      -4
را به منظور رسـيدن بـه   ) توزيع نرمال(استفاده از روش سنتي  برايتغييرات مورد نياز  

  .)10 جدول(سطح سرويس مطلوب تعيين نمود
 ايبـر  شده در اين مقالـه روشـي بهبـود يافتـه             ارايهشايان ذكر است كه گرچه روش       

دهي مطلوب مي باشد ولي همانطور كه اشاره شـد بـا در نظـر گـرفتن                  تعيين سطح سرويس  
حاصـل از ايـن   مقـادير متنـاظر   مي توان الگوهاي متفاوت براي مطالبات به عنوان مدل اوليه     

 به نتايج مشابه و  اين الگوهاتلعه و بررسي قرار داد، كه البته ممكن اسمدلها را نيز مورد مطا    
  . دند يافته تري منجر شوشايد بهبو
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  صفهان برق منطقه اي ا،بخش آمار:  منبع *   
  
  

  * در استان اصفهان82 سال ه ماه12 ساعته حداكثر بار از سيستم انتقال نيرو در 24تغييرات  . 3جدول 



  
  
  
  

 ...توزيع نرمال بريده شده و كاربرد 

 

115

   برق منطقه اي اصفهانبخش آمار،:  منبع *
   2ضميمه
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براي بررسي اين كه آيا يك مجموعه داده مفروض از الگوي نرمـال اسـتاندارد شـده                 
 بـا  .بريده شده از سمت چپ تبعيت مي كنند يا نه از آزمون نكويي برازش استفاده مي كنـيم         

 از نـرم    ي تحليل داده ها موجود مي باشند وبعضي       توجه به اين كه نرم افزارهاي متعددي برا       
 برنامه نويـسي     محدوديت  يك سري امكانات با نواقصي چون       با وجود  spssافزارها همانند   

 كـه يكـي از نـرم     splusمواجه اند، لذا در ادامه براي تعديل آزمون مـد نظـر از نـرم افـزار                  
مه مدنظر و تعديل آزمون      نوشتن برنا  برايافزارهاي آماري مفيد در زمينه برنامه نويسي است         

  . فوق استفاده مي كنيم شدهاشاره
  مراحـل آزمـون    splusبراي انجام اين آزمون در منوي برنامـه نويـسي نـرم افـزار     

  : عنوان تابعي جديد تعديل مي كنيمكلموگروف اسميرنوف را به صورت زير تحت
                        

Lkst<-function(n,p,x)  
 i<-1:n {                    
 j<-i/n                       

 k<-(i-1)/n                            
 )z<-sort(x                       

 ))f<-(pnorm(z)-pnorm(p))/(1-pnorm(p                       

 g<-(j-f)                       
 )w<-(f-k                       

 l<-max (g)                                               
) m<-max(w                       

<-max (0,1)+nd                       
<-max (0,m)−nd                        

                                                             )−n, d+nmax(d <-  nd 
) n=dn,d−n=d−n,d+n=d+nresult<- list(d                       

                      result 
} 

 splus در قسمت برنامه نويسي نرم افـزار  Lkst  پس از پايان كاراين تابع تحت نام   
 را به همراه شناسه هاي آن اجرا كنـيم،          Lkstذخيره مي شود و از اين به بعد هر بار كه تابع             

+سه مقدار 
nD و −

nD و nD      با استفاده از جـداول توزيـع       .  در خروجي برنامه ظاهر مي شود
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 مي توان اين فرض را كه  داده ها ازتوزيع نرمـال بريـده شـده آمـده انـد مـورد            nDاحتمال
  .بررسي قرار داد

 ه دادهز اهميت در اينجا اين است كه براي انجام آزمون روي يك مجموع ـ              نكته حاي 
 آنهـا را در تـابع   xها را استاندارد كرد و سپس تحت عنوان بردار            ا بايد اين داده   مفروض ابتد 

Lkst  اندازه بردار مشاهدات توسط     .  معرفي كنيمn  5 بريدگي استاندارد شده كه از       ه و نقط- 
  .د مشخص شده انp مقدار مي گيرد توسط 5تا

  

   3ضميمه 
كه آيا يك مجموعه داده از براي انجام آزمون نيكويي برازش و بررسي اين موضوع  

+توزيع خاصي آمده اند يا نه از آماره آزمون  
nD و −

nD و nD كه به صورت زير تعريف 
  :كنيم مي شوند، استفاده مي

                  

 niixF
n

i
D

Hn ≤≤
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −=+ 1))((max,0max 0

0
     

 ni
n

i
ixFD

Hn ≤≤
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−=− 1

1
))((max,0max 0

0
 

{ } niDDD nnn H
≤≤= −+ 1,max

0
                             

0))(( مرتب شدة نمونه است وامين مشاهدهi نمايانگر ix)(كه در آن  ixF مقدار 
+پس از تعيين مقادير  .ي باشد مix)( در نقطة 0Hتابع توزيع تحت 

nDو −
nDو nD با 

 را مشخص   مي كنند مي توان در مورد nD كه ناحية بحراني توزيع استفاده از جدول هايي
  . تصميم گرفت0Hرد يا قبولي فرض 

  
  
  
  

   4ضميمه 
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  تابع توزيع تجمعي توزيع استاندارد شده نرمال بريده شده از سمت چپ  .4جدول

  
  Lk بريدگي ه و نقطtF)( استاندارد به عنوان تابعي ازtمقادير .5جدول 

  
  

   بريدگيهنقط هر ضريب تغييرات متناسب با مقادير . 6 جدول
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  ي به عنوان تابعي از ضريب تغييراتياميد جز .7جدول 
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فاكتور ايمني .8جدول 
0w به عنوان تابعي از ضريب تغييرات 

tt µσ و نسبت مقدار سفارش به انحراف 
 تقاضا معيار

tQ σ   
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   به عنوان تابعي از ضريب تغييرات و سطح سرويس هدف به هدفموجودنسبت سطح سرويس  . 9جدول 
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ماكزيمم ضريب تغييرات به عنوان تابعي از سطح سرويس و نسبت سطح سرويس موجود به  .10جدول 
  هدف

     
  


