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Abstract: In this paper we consider the inverse of backup 2-median problem. In this problem, a set of 

weighted points are given and we should change some parameters of the problem such as weights of 

vertices and edges and coordinates of points such that the two given points be the backup 2-median. 

We present mathematical models for inverse backup 2-median problems on graphs. In the case that 

the underlying network is a tree, linear models are presented for the problem with variable edges and 

weight of vertices. We also consider the continuous case of the problem with variable coordinates of 

vertices on the plane. In this case, we solve the model by PSO and a hybrid improved PSO methods. 

Computational results are compared for the varying amounts of parameters. 
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Introduction: The inverse and backup location facility problems are two important branches of 

location theory that have been interested by many researchers in the recent decades.  Let n weighted 

points be given in the plane or on a graph. The inverse median models investigate to change some 

parameters of problem such as coordinates, edge lengths and vertex weights such that the given 

facilities be the median points. For more information about inverse location problems see Burkard et 

al. (2004). On the other hand, in the backup median problems supposed that some facilities may 

failed. Therefore the other facilities should serve the clients. The backup 2-median problem on trees 

has been considered by Wang et al. (2009). Fathali (2014) investigated the backup multi-facility 

location problem on the plane. 

In this paper we consider the combination of inverse location and backup facility location 

problems. We want to change coordinates, weight of vertices or length of edges with minimum cost 

such that the given facilities be backup median facilities. 

 

Materials and Methods:  

2. inverse Backup 2-Median On Trees: Let T=(V,E)  be a tree with n vertices. Each vertex      has a 

nonnegative weight   . Let  (   ) be the distance between two points   and  ,    and    be the 

two given vertices in T which are assumed the location of facilities.  Each facility may fail with a 

probability  . For any vertex   , suppose that the cost of increasing and decreasing per unit of    is 

  
  and   

 , respectively. Let    and    be the amounts by which the weight    is increased and 
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decreased, respectively. Then, the model of inverse backup 2-median problem can be written as 

follows. 
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Using some properties of backup 2-median problem on trees, this model can be converted to a linear 

programming model. 

 

3. Inverse Backup 2-Median on The Plane: In this section we consider the inverse backup 2-median 

on the plane. Let n points         be given in the plane. Let we have a limited budget B, to change 

the parameters. Then we want to modify the coordinate of given points such that the two points    

and    be close to backup 2-median. With the same notation of inverse backup 2-median on trees, the 

model of inverse backup 2-median problem on the plane can be written as follow. 
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Results and Discussion: Two Particle Swarm Optimization (PSO) methods have been applied to 

solve the inverse backup 2-median problem on the plane.  Table 1, shows the results with varying 

norms  , which obtained by running the two PSO methods on a problem with 80 points. 

 
Table 1. The results of two PSO models for BR2MP with n=80, B=700 and       

 
p

 pso
F

 ipso
F

 
( )CPU Time s

pso
−

 
( )CPU Time s

ipso
−

 
1 5.81E+03 5.64E+03 676.09 481.06 

2 4.71E+03 4.65E+03 353.89 378.37 

5 4.19E+03 3.75E+03 526.14 462.06 

10 3.83E+03 3.39E+03 362.328 657.44 

 

Conclusion: In this paper we investigated the backup 2-median problem with variable edge lengths 

and vertices weights on trees. The problem with variable coordinates on the plane is also considered. 

The models of mentioned problems and computational results which obtained by two PSO methods 

are presented. 
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7بانیپشت ۀانیم -2 یساز نهیبهۀ سئلمعکوسِ مبار   برای نخستین مقاله نیدر ا: دهیچک
در بررسی شده است.  

 ،مسائله  یپارامترهاا  رییتغ هدف این است که باو  شوند در نظر گرفته می مشتری ،نقطه یمسئله تعداد نیا
 تیمحادود ناو   )ابتدا مسائل معکاوس   .رودشدن ب  بانیپشت هانیم -2سمت  شده به نییتع شیاز پ ۀدو نقط
 ساازی   هاای عماومی ماد     درحالت گسسته بارای گاراف   بانیپشت هانیم -2 (نهیل هزحداقی و نو  ا بودجه

ریازی خطای تبادیل     که گراف مدنظر درخت باشد، آنها باه مسائلۀ برناماه    شود. سپس درحالتی ریاضی می
میاناه پشاتیبان )باا     -2ای  الت پیوسته برای مسئلۀ معکوسِِ نو  محدودیت بودجاه حشوند. همچنین در می

ا باودن مسائله، مسائله با     ساخت -NPباه   توجاه  شاود. باا   ریاضای ارائاه مای     مختصات نقاط( مد تغییر در 
شود.  می حل، (IPSP)9ازدحام ذرات افتهیبهبودالگوریتم  و (PSO)2ازدحام ذراتی ابتکار فرا یها تمیالگور
 .شود می یدر حالات مختلف بررس جینتا نهات در

 یابتکار فرا ،بانیپشت انهیم -2 ،معکوس یساز نهیبهتسهیلات،  یابی مکان :یدیکل یها واژه

 

 

 

 

 

 و  ئ*نویسنده مس
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 مقدمه

؛ اناد  خاود اختصااد داده   را به یا ژهیگذشته توجه و ۀده نییابی در چند مکان میبا مفاه مرتبط یساز نهیمسائل به

مراکز صنعتی و تولیادی   بقای و موفقیت در کلیدی عناصر از یابی به یکی مکان اخیر مطالعات های سا  که در نحوی به

طاور ماداوم در تماام ساطو       باه  نکهیا لیدل بهچند دلیل است؛ نخست  است. توجه ویژه به این مفاهیم به شده تبدیل

 یعن)یهستند  کیاستراتژ تیماه یدارا یمکان یها یریگ میتصمدلیل اینکه  د؛ دوم بهان حضور داشته یبشر یزیر برنامه

 دلیال اینکاه   درنهایت به (،بلندمدت است آنها یاقتصاد راتیثأسروکار دارند و ت هیز سرماا یمیبا منابع عظ آنها بیشتر

 یدگیا چیپ یمساائل دارا  نیا مرتبط به ا یها مد  نیتر یا هیپا یو حت شوند یحل م یسخت یابی به مکان یها مد  بیشتر

   .هستند ییبالا یمحاسبات

 صانعتی  موفقیات واحادهای   و ها هزینه کاهش آن سبب هب که توجه است صنایع مهندسی علوم از یابی یکی مکان

علوم  یها از شاخه یاریسباست که در  پژوهشی یها نهیزم نیتر یاربردکاز  ساتیسأو ت لاتییابی تسه مکانشود.  می

 گار یو د ایا جغراف ع،یصانا  یمهندسا  ت،یریعلاوم ماد   ات،یا در عمل قیا تحق ها شاخه نیا ۀ. ازجملشده استگسترده 

 هستند.   طمرتب یها شاخه

و  هساتند  انیمکان مشتر، از نقاط یا که مجموعه شود یشناخته مصورت  به این کییابی کلاس امروزه مسائل مکان

 نیبهتار  موجود به طیبه شرا توجه با هک نحوی به؛ دهنده است سیسرو نیچند ای کی یمکان برا نیکردن بهتر دایهدف پ

 . دهی شود سیسرو انیشکل به مشتر

ءِازا ، باه vi نقطاه  nاناه، یم -pۀمسائل  کیا در  هساتند.  یابی مهم مکانو  پرکاربر جمله مسائل انه ازیم -pمسائل

ni  کاردن  دایپدنبا   بهباید نو  مسائل  نی. در اهستند wi  وزن ینقاط دارا نیاز ا کیهر .، داده شده است=2,1,...,

}د ( ماننانهیم -p) نقطه pشامل ای مجموعه }
pmmm ,...,, 21=Λ تا کال  نقاط نیا یمجمو  وزن که نحوی بهبود؛n 

 حداقل شود. ریتابع هدف ز ایدب گریعبارت د  بهشود؛  حداقل  شده داده ۀنقط

(7) { }min ( , )

n

i i j
j p

i

w d v m
≤ ≤

=
∑ 1

1 
d(vi, mj) ، فاصلۀ بین نقاطvi وjm ( از طرف دیگر در طو  دهه2771 ،4یفتحعلاست .)    هاای   هاای اخیار تالاش

گیرناد.   های بیشتری از دنیای واقعی را در نظر می انجام شده است که مشخصه  یابی های مکان زیادی برای ایجاد مد 

هاای اخیار تحقیاق در عملیاات  ااهر شاده اسات، مفااهیم          رکاربرد و مهمای کاه در نظریاه   های پ ازجمله مشخصه

 هستند.   "یابی معکوس مکان"و  "قطعیت عدم"

هاا از قبال مشاخص )انتخاا       دهناده  سیسرویابی کلاسیک،  خلاف مسئلۀ مکان یابی معکوس، بر در مسئلۀ مکان

 یدر بعض رییتغ ۀلیوس نقاط به نیدهندها، ا سیسرو نیا یبرا نهیهب یها کردن مکان دایپ یجا به دیآنگاه با هستند.شده( 

ثابت و مشاخص   ای با استفاده از بودجه ایممکن  ۀنیهز نی( با کمتریکیتراف یرهایمسئله )مثل مساساسی  یپارامترها

هاا باا    دهناده  سیشادن سارو   نهیبهبه اینکه هدف در این نو  مسائل  باتوجه. (2777، 1همکاران و یباروقبهبود یابند )

 بیا ترت باه این ناو  مساائل را    است،محدود  ای ها با استفاده از بودجه دهنده سیبهبود سرو ایممکن و  ۀنیهز نیکمتر

، 1و همکااران  بورکاارد ) نامناد  یما  1یا بودجاه  تیو مسائل معکوس نو  محدود 1نهیمسائل معکوس نو  حداقل هز

2771.) 



 771/  ها و وزن رئوس روی درخت و تغییر مختصات نقاط در صفحه با تغییر طو  یا  بانیپشته انیم -2 یابی تسهیلات مکان معکوسمسائل 

هاا و در دساترس    دهنده سیاست که وزن سرو یمند به مسائل علاقه یتطور سن یابی به مکان یتئور ،از طرف دیگر

 یهاا  ماد   نیبناابرا  پذیر نیسات؛  امکانپارامترها  همۀ قیبرآورد دق تیاما در واقع ؛مشخص باشدبا قطعیت  بودن آنها

، 9همکااران وانا  و  ) شده استو مطالعه  فیتعر آنها یها از حالت یاند و برخ شده یبررس تیقطع عدم بایابی  مکان

 نیا شاده باه ا   داده اختصااد  انیمشاتر  و هاا شکسات بخورناد    دهناده  سیممکن است سارو  ها مد  نیدر ا (.2779

بار ایان ویژگای را     ایان مساائل مبتنای    .رندیبگ سیسرو ردرحا  کا یها دهنده سیها مجبورند از سرو دهنده سیسرو

 (.2779 ،وان  و همکاراننامند )�یابی پشتیبان می اختصار مسائل مکان به

 

 مروری بر ادبیات

وبار در  ( پدیاد آماد.   7979) 77شدن کتا  آلفرد وبار  با منتشر شود میکه امروزه استفاده  یشکل یابی به مکان یۀنظر

 ییابی از زماان  مکان یرو یطالعات جد؛ اما مکرد هئارای ا کارخانه عیصنا بارۀدر را خود های پژوهش جیکتا  نتا نیا

؛ کارد  ساازی  ماد   حداکثر -حداقلمجمو  و  نیرتتابع هدف را به دو صورت کم(، 7941) 77یمیشرو  شد که حک

در مقاالات   یاابی  مختلاف مکاان   یهاا  مد  یبند طبقه همچنین نخستینرا ابدا  کرد.  انهیم-pروابط یمیواقع حک در

 شود.  ( مشاهده می7919) 79یرچندانیو م 72هندلر

 درزمیناۀ بودناد کاه    یکساان نخساتین   ر،یمسا  نیتر معکوس کوتاه ۀمسئل ی، با بررس(7992) 71نتیو توئ 74بورتن

 .پژوهش انجام دادندها  شبکه یمعکوس رو یساز نهیمسائل به

درخات   یرا رو یا بودجاه  تیمعکوس نو  محدود انهیم -7 ۀبار مسئل نخستین ی، برا(2777) 71و همکاران برمن

 -7 ۀ، ثابت کردند مسائل (2771) دست آوردند. بورکاردو همکاران  به یخط یتمیحل آن الگور یو برا کردند مطالعه

 نهمچنی. است سخت – NP ،یعموم یها گراف یرو ا ،ی یطول راتییبا تغ یا بودجه تیمعکوس نو  محدود انهیم

و  معکاوس نا   اناه یم -2 ۀمسائل  (،2771) 71ارائه کردند. بورکارد و همکاران یخط تمیها، الگور دور گراف یبرا آنها

)log(ۀباز مرت یتمیحل آن الگور یبرا . آنهاکردند یبررسرا  ها درخت یرو یا بودجه تیمحدود nnO.ارائه دادند ، 

 اناه یم -9 ۀدورها را به مسئل یرو یا بودجه تیمعکوس نو  محدود انهیم -2 ۀمسئل(، 2777) 71و همکاران ن او

مسائله در زماان    نیا نشاان دادناد ا   قیا طر نیا کردند و از ا لیبدت ریمس کی یرو یا بودجه تیمعکوس نو  محدود

 تیناو  محادود   کاوس مع اناه یم -7 ۀمسائل (، 2772) 79و همکااران  نا  جیانف نیهمچنا  شود. ی حل میا چندجمله

 معااد   ۀمسائل ریمد  باه دو ز  نیو ثابت شد که اکردند  یها بررس درخت یاضافه رو تیمحدود کیبا ی را ا بودجه

 .  شوند میحل  27صانهیو حر 27حداقل برش یها تمیالگور با بیترت به ها مسئله ریز نیا پذیر است. تقسیم

 یهاا  درخات  یمرکاز رو  -7 ۀمسائل ی ا بودجاه  تی، معکوس نو  محادود (2771)22نگوین زین ریاخ یها سا  در

)(یزمان ۀاز مرتب یتمیآن الگور یو برا کردندمطالعه را  دار وزن 2nO استکه تعداد رئوس درخت  ارائه کرد  . 

وزن مرباوط   راتییا را باا تغ  نهیمعکوس نو  حداقل هز انهیم -7 ۀ، مسئل(2774)بورکارد و همکاران  گر،یطرف د از

),(کیمتر یمعکوس گسسته را در فضا انهیم -p ۀابتدا مسئل . آنهاکردند یبه نقاط بررس dXیاضا ی  رصورت مد ، به 

کاه در آن  ته )معکاوس گسسا   انهیم -pۀکه مسئل افتندیدست  جهینت نیبه ا سسازی کردند و سپ مد  یخط یزیر برنامه
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در زماان   یسات( ن یو پاارامتر ورود  است ثابت pشرط که نیباشند و با ا یقیهر وزن حق یممکن است دارا انیمشتر

 .  ی کردندها بررس درخت یمعکوس را رو انهیم -7 ۀدرادامه مسئل . آنهاشدنی است لح یا چندجمله

کاه قابلا   )درخات   یرو یوزن رأسا  راتییا را با تغ نهیمعکوس نو  حداقل هز انهیم -7 ۀ، مسئل(2771) 29یگلو

ساازی   ماد   یپشت لهصورت مد  کو به (ارائه داده بودند(2774) 24بورکارد و همکارانبورکارد و همکارانش در مقاله 

نشان دادند  (2777)همکاران  و یباروقاز طرف دیگر،  .شدنی است حل یمسئله در زمان خط نیاکه کرد و نشان داد 

 ساخت اسات؛   –NPای  مسئله یکل یها شبکه یرو یالیطو   راتییبا تغ نهیمعکوس نو  حداقل هز انهیم -pۀمسئل

از مرتباه   ییهاا  تمیو الگاور  ناد دار را در نظار گرفت  ساتاره  یها ها و گراف چون درخت یخاص یها شبکهبنابرین آنها 

 ارائه دادند. حل آنها یابر یا چندجمله

و  انیسپاسا  ارائاه کردناد.   یا مختصاات نقطاه   رییا معکوس را باا تغ  انهیم -7 ۀ، مسئل(2777)و همکاران  یباروق

درخات بررسای    یرو یالیا و طو   یزمان وزن رأس  هم راتییا با تغمعکوس ر انهیم -7 ۀمسئل نیز ،(2771) 21ایرهبرن

 آن ارائه کردند. یراب یتمیکردند و الگور

 یاابی بررسای کردناد.    مساائل مکاان   یرا برا نانیاطم تی، مد  قابل(2771 )21نیو دسک21دریبار اشنا نخستین یبرا

 . آنهاا ی شاد بررسا  (2779)وانا  و همکااران    وسایلۀ  باه بار  نخستین بان،یمرکز پشت -2و  انهیم -2یابی  مکان مسائل

)log(و nO)(یها با زمان ییها تمیالگور بیترت به nnO 21و همکااران  دو مسائله ارائاه کردناد. چنا      نیا یبرا را 

)log(در زمانی بلوک یها گراف یرورا  بانیپشت انهیم -2یابی  مکان ۀمسئل زین (2774) mnnO  .  کردندحل  +

 یتمیو الگاور کردناد   یبررسا را  در صافحه  بانیپشات  یا لهیوسا  یابی چناد  مکانۀ مسئل(، 2774) یفتحعل نیهمچن

را هاا   درخت یرو بانیپشت ندیمرکز ناخوشا -2 ۀمسئل ( نیز7991). مدبر و همکاران دادند حل آن ارائه یبرا یتکرار

 .کردندل آن ارائه ح یبرا یا چندجمله ییها تمیو الگور بررسی

 9مطالعاه شاده اسات. در قسامت      بانیپشت انهیم -2 یساز نهیبهۀ معکوسِ مسئلبار  این پژوهش برای نخستین در

مقالاه، معکاوس    4های بعدی مقاله آورده شده است. در قسامت   های لازم برای قسمت مقاله، تعاریف و نمادگذاری

هاا و   میانه پشتیبان در فضای گسساته )گاراف   -2برای مسئلۀ  ای و معکوس نو  حداقل هزینه نو  محدودیت بودجه

میاناه پشاتیبان   -2ای مسائلۀ   مقاله، معکوس نو  محادودیت بودجاه   1ادامه در قسمت  شود. در ها( مطالعه می درخت

باودن مسائلۀ    ساخت  -NPباه   توجاه  شاود و باا   سازی ریاضی می درفضای پیوسته و با تغییر در مختصات نقاط، مد 

بارای حال آن    (،IPSO) ازدحاام ذرات و الگاوریتم بهبودیافتاۀ    (PSO) ازدحام ذراتهای فرا ابتکاری  وشمذکور، ر

انتهاا در پیوسات    نتایج و پیشنهادات لازم برای کارهاای آتای ذکار شاده اسات. در      1پیشنهاد شده است. در قسمت 

 حالت بررسی شده است.های مختلف مسئله درحالت پیوسته ارائه و چند مثا  در این  حساسیت پارامتر

 

 یمسئله و نمادگذار فیتعر

)),(),(,(فار  کنیاد،   شاود.  های لازم در  مقاله بیان می در این قسمت مفاهیم و نمادگذاری lwGEGVG = ،

:)(→ℜ+ها، مجموعه یا  GE)(ها، مجموعه رأس GV)(جهت است که گرافی ساده و بدون GVw  تابع وزنای ،



 779/  ها و وزن رئوس روی درخت و تغییر مختصات نقاط در صفحه با تغییر طو  یا  بانیپشته انیم -2 یابی تسهیلات مکان معکوسمسائل 

:)(→ℜ+ها و رأس GEl های گراف ، تابع طو  یاG های گاراف  است. مجمو  وزنی رأسG   باا نمااد)(Gw ،

)()(),(که  نحوی شود؛ به نمایش داده می
)(

vudvwGw
GVv

G∑
∈

= .),( vudG 

، uو vتارین مسایر باین دو رأس    صورت مجمو  طولی کوتاه به است و Gدر گراف uو vفاصلۀ بین دو رأس

G،)(GVUشود. اگر در گراف تعریف می نشاان   UG][صاورت  به Uشامل Gگراف صورت زیر این باشد، در ⊇

),(شود. همچنین در درخت  داده می EVT ],[صاورت  باه  uو v، مسیری یکتا باین دو رأس = vuP   نماایش داده

),(برای هر زوج رأس  .شود می vu گیرد. رابطۀ زیر قرار می 

(2) ),(),( VUvu =∏ 
}|),(),{(که طوری به vxduxdxU UTVVو  =≥ −= (، در یاک  2باه تعریاف )    توجاه  است؛ بنابراین باا  )(

 ∋TEe)(کنند. این دو مجموعه با حذف یاا   ، زیرگراف همبند را تولید میVو Uهای درخت هریک از مجموعه

],[و همان نقطۀ میانگین مسیر vو u، یا  مرکزیeآید که یا   دست می  به vuP  .است 

دهناده ممکان اسات باا      میانه پشاتیبان، هار سارویس    -2یابی  در مسئلۀ مکان: میانه پشتیبان -2یابی  مکان مسئله

دهندۀ  زمان شکست بخورند، سرویس طور هم توانند به ها نمی دهنده احتمالی شکست بخورد. با این فر  که سرویس

دهنده در مسئلۀ  احتما  شکست دو سرویس 2ρو 1ρ فر  کنید، گیرد. دهی را بر عهده می دیگر مسئولیت سرویس

),(میاناه پشااتیبان هساتند. جااوا  مساائله باا زوج رأس    -2 21 mm  1کااه نحاوی  شااود؛ بااه نشااان داده مایm مکااان ،

هستند. در این مقاله فار    2ρدهنده با احتما  شکست ، مکان سرویس2mو  1ρدهنده با احتما  شکست سرویس

ρρρدهنده با هم برابر هستند؛ یعنی، شده است احتما  شکست دو سرویس == 21 . 

حاا    هاای در  دهناده  م نقاط به مجموعه سارویس کردن مجمو  فاصله از تما میانه پشتیبان حداقل -2هدف مسئلۀ 

 کردن تابع زیر است.      کار است؛ درواقع هدف حداقل

(9) 

),,()(                  

),()(  }),{,()()1(),(

2

12121
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mvdvwmmvdvwmmF
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∑∑

∈
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+−=

ρ
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میاناه   -2مسائلۀ   اند. داده شده ρو احتما  شکست Tفر  کنید درخت:  (2779)وان  و همکاران،  7تعریف 

),(کردن یک جفت رأس مانند دنبا  پیدا بان روی درخت بهپشتی 21 mm  که تابع هدف زیر حداقل شود. طوری است؛  
(4) 

.              

),(),( ),(),(),( 2222121121 mVDmVDmVDmVDmmC ρρρ +++=  

 
,)(که طوری  21 TVmm ∈ ،∏= ),(),( 2121 mmVV و   

(1) )();,()(),(
)(

TVVvudvwuVD
TVv

⊆= ∑
∈

 

باه   T ، درخت(   )   صورت با حذف یا  باشد، دراین Tدر درخت m2و  m1 یا  مرکزی (   )  اگر 

 قرار دارد.   Ty  در yو Txدر  x که شود؛ طوری تقسیم میTy و Txدو زیردرخت 
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),((: اگر2779)وان  و همکاران،  7لم  21 mm ،2- های مختلف درخت میانه پشتیبان روی رأسT   باشاند، آنگااه
1m 

و
2mهای درخت های زیر ترتیب میانه ، به)(eX و)(eY که  نحوی هستند؛ به),( yxe یا  مرکزی  =

1m  2وm است. 

( )  )در آن xاست کاه وزن رأس  Tx همان زیردرخت eX)(در لم بالا  در نظار گرفتاه شاده     ((  )    

( )  ) در آن y  است کاه وزن رأس  Ty همان زیردرخت eY)(طور مشابه زیردرخت  است. به     (    )) 

 (.2779شده است )وان  و همکاران،   هدر نظر گرفت

 

 ها    میانه پشتیبان در فضای گسستۀ گراف -2لۀ أمعکوس مس

( است. درحالت معکوس در فضای گسساته هادف ایان    9کردن رابطۀ ) میانه پشتیبان، هدف حداقل -2در مسئلۀ 

ترین هزینۀ ممکان، دو رأس دلخاواه  ها و با کم های اصلی مسئله، مانند وزن نقاط و طو  یا  است که با تغییر پارامتر

1m  2وm ای  میانه پشتیبان شوند. در این قسمت معکوس نو  حداقل هزینه و نو  محدودیت بودجاه  -2، تبدیل به

 شوند.   یهای گراف بررسی م میانه پشتیبان درحالت گسسته با تغییر در وزن رئوس گراف و طو  یا  -2مسئلۀ 

در : باا رو  تغییار در وزن رئاوس گاراف     (BI2MP)29میانه پشتیبان معکوس نوع حداقل هزینه -2مسئلۀ 

روش تغییر در وزن رئوس، هدف این است که با تغییر در وزن رئوس یاک گاراف و باا کمتارین      به BI2MPمسئلۀ 

),(هزینه، دو رأس از پیش تعیین شده 21 mm    ر  کنیاد  بهیناه شاوند. فاn    تعاداد رئاوس گارافG و+
ic   هزیناۀ

−و ivشده از افزایش هر واحد وزن رأس متحمل
ic  شاده از کااهش هار واحاد وزن رأس     هزینۀ متحمالiv   .باشاند

شده از تغییار   هستند؛ بنابراین هزینۀ متحملiwیعنی ivترتیب میزان افزایش و کاهش وزن رئوس به iqو ipهمچنین

∑ وزن رئوس برابر با ( +
ic ip  −

ic iq )
 

   
),( است. همچنین زوج رأس  21 mm   باید بهینه شوند؛ بنابراین بایاد

,)( برای هر GVuu kj ),(),(، نامساوی ∋ 21 kj uuFmmF ),( برقرار باشد. ≥ 21 mmF  مقدار تابع هدف مسئلۀ ،

 ( بیان شده است.9در رابطۀ ) میانه پشتیبان است که-2

یاک ماد     این مد شود.  سازی می صورت زیر مد  با روش تغییر در وزن رئوس گراف  به BI2MPحا  مسئلۀ 

)(های از مرتبۀ ریزی غیرخطی با تعداد محدودیت برنامه 2nO هاای کلای از    سازی بالا، روی گراف است. مسئلۀ بهینه

 اند.   ها بررسی شده های خاصی مانند درخت است؛ بنابراین این مسئله برای گرافسخت  -NPنو  مسائل 
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 727/  ها و وزن رئوس روی درخت و تغییر مختصات نقاط در صفحه با تغییر طو  یا  بانیپشته انیم -2 یابی تسهیلات مکان معکوسمسائل 

، 7باه لام    توجاه  جوا  مسئله هساتند؛ بناابراین باا    (m1, m2)، دو رأس BI2MPدر مسئلۀ 
1m  2وm  ترتیاب   باه

بودن هستند. طبق تعریف میانه Y(e)و X (e) های های زیردرخت همیان
1m  برای زیردرخات X (e)،     رابطاۀ زیار برقارار

 است.

(77) 

( )

( )

( )\{ }

( )\{ }

;
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 ، میانه است؛ بنابراین رابطۀ زیر برقرار است.Y(e) در زیردرخت 2mطور مشابه  و به
(77) 

( )

( )

( )\{ }

( )\{ }

;

ˆ ( , ) 

ˆ ˆ       ( ) ( ) ( , )

ˆ               ( , ) 

ˆ ˆ                      ( ) ( ) ( , )
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( 77( و )77) ( در رواباط 1محدودیت )  شوند. همچنین با جایگذاری ( می1( جایگزین رابطۀ )77( و )77روابط )

 شود. سازی می مد  صورت زیر  با تغییر در وزن رئوس درخت به BI2MPو مقداری عملیات ریاضی، مسئلۀ 

(72) 
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xjγ،ijγ،ykγ( همۀ ضرائب 74( و )79های ) در محدودیت ikγو  ′ صورت زیر تعریاف   ، مقادیر ثابتی هستند و به′

 شوند.   می
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 شود. صورت زیر بازنویسی می این مسئله به

(71) { }0,|min ≥≤ XbAXXC t

 

 که: نحوی به

(71) 
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                    =     ′ ′    
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    

)(هایی از مرتبۀ ریزی غیرخطی با تعداد محدودیت روی درخت از مسئلۀ برنامه BI2MPمسئلۀ   2nO  به مسائلۀ ،

)(22ریزی خطی و حداکثر با برنامه −= nnO    هاای حال مساائل     محدودیت تبدیل شده اسات؛ بناابراین باا روش

 .شدنی است ریزی خطی حل برنامه

+فار  کنیاد  : هاای گاراف   میانه پشتیبان معکوس نوع حداقل هزینه با رو  تغییر در طول یال -2مسئلۀ 
ic 

),(شده از افزایش هر واحد طو  یا  هزینۀ متحمل 1+= iii vve و−
ic شده از کاهش هر واحد طو  یا  هزینۀ متحمل

ie .باشند+
iex و+

iex ترتیب میزان افزایش و کااهش طاو  یاا      بهie  کاه  هساتند
iel     طاو  یااie   اسات همچناین

),( ji

l uvd ترین مسیر بین دو رأس کوتاه),( ji uv در گرافG   است. در این مسئله هدف این است که با کمتارین

)(کاردن(   لهای گاراف )یعنای حاداق    هزینۀ ممکن از تغییر طو  یا  __

1
ii eie

n

i

i xcxc ++

=

، 2mو  1mس دلخاواه دو رأ∑+

 شود. صورت زیر مد  می با تغییر در طو  یا  به BI2MPمیانه پشتیبان شوند؛ بنابراین مسئلۀ -2تبدیل به 

(27) 

 

 

 

 

(27) 
 

(22) 
 

(29) 
 

(24) 

ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆ
,

min ( )

      . .

ˆ ˆ( ) ( ,{ , }) ( , ) 

ˆ ˆ   ( , ) ( ) ( ,{ , })

ˆ ˆ        ( , ) ( , ) ;

i i

j k

n

i e i e

i

n n
l l

i i i i

i i

n n
l l

i i i i j k

i i

n n
l l

i i j i i k u u

i i

c x c x

s t

w d v m m w d v m

w d v m w d v u u

w d v u w d v u

ρ ρ

ρ ρ

ρ

+ + − −

=

= =

= =

∀
= =

+

− +

+ ≤ −

 
+ +  

 

∑

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

1

1 2 1
1 1

2
1 1

1 1

1

1

ˆ ,

,

,

i i

i i

i i

V

i i e e i

e e i

e e i

l l x x e E

x u e E

x u e E

∈

+ −

+ +

+ +

= + − ∀ ∈

≤ ≤ ∀ ∈

≤ ≤ ∀ ∈

0

0
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)(های مد  بالا مدلی غیرخطی با تعداد محدودیت 2nO       است. مسئلۀ بالا برای یاک گاراف کلای از ناو  مسائلۀ

NP-ریزی خطی بیاان  صورت مد  برنامه شود، مد  بالا به  سخت است؛ ولی اگر گراف مدنظر درخت در نظر گرفته  

 .شود می

),(فر  کنید  EVT }...,{ ، درختی است کاه = 1 nvvV ، همچناین  =
1m 2وm      دو رأسای باشاند کاه هادف

میانه پشتیبانِ حاضار،  -2که در معکوس مسئلۀ  کردن آنها است. ازآنجایی بهینه
1m 2وm   هاای مسائلۀ از قبال     جاوا

توان گفت، می 7به لم  توجه مشخص هستند، با
1m 2وm هاای   هاای زیردرخات   ترتیب میاناه  بهX (e) وY(e)   هساتند؛

بودن به شرط میانه توجه بنابراین با
1m برای زیردرخت X (e) .رابطۀ زیر برقرار است 

(21) 

( )

( )

ˆ

( )\{ }

ˆ

ˆ

( )\{ }

ˆ
;

( , )

        ( ) ( ) ( , )

                ( , )

                      ( ) ( ) ( , )

i

i

l
i i

v X e x

l
y

l
i i j

v X e x

l
u Vy j j

w d v m

w x w T d x m

w d v u

w x w T d x u

ρ

ρ

∈

∈

∀ ∈

+ + ≤

+ +

∑

∑

1

1

 

 صورت زیر است. به 21از طرفی رابطۀ 

(21) ˆ

( , )

ˆ

( , )

( , ) ( , ) ( )

( , ) ( , ) ( )

i

i j

l l
i i e e

e P v m

l l
i j i j e e

e P v u

d v m d v m x x

d v u d v u x x

+ −

∈

+ −

∈

 = + −



= + −


∑

∑
1

1 1

 

 شود. (، رابطۀ زیر برقرار می21( در شرط )21با قراردادن روابط )

(21) 

( ) [ , ] [ , ]

[ , ]

[ , ]

( )

( ) ( )  

     ( ) ( )

             ( ) ( )

                     ( ) ;

i i i i

i i i i i j

i i

i

i i

i j

j

i

i e e e e

v X e e P v m e P v u

y e e

e P x m

y e e

e P x u

i ij y xj u

v X e

w x x x x

w T x x

w T x x

w w T

ρ

ρ

γ ρ γ

+ − + −

∈ ∈ ∈

+ −

∈

+ −

∈

∀
∈

 
 − − −
 
 

+ −

− −

 
 ≤ − +
 
 

∑ ∑ ∑

∑

∑

∑

1

1

V∈

 

 شود. صورت زیر تعریف می بهY(e) در زیردرخت  2mبودن  طور مشابه برای شرط میانه و به

(21) 

( ) [ , ] [ , ]

[ , ]

[ , ]

( )

( ) ( )

     ( ) ( )

           ( ) ( )

                  ( ) ;

i i i i

i i i i i k

i i

i

i i

i k

i

i e e e e

v Y e e P v m e P v u

y e e

e P y m

y e e

e P y u

i ik y yk u

v Y e

w x x x x

w T T x x

w T x x

w w T T

ρ

ρ

γ ρ γ

+ − + −

∈ ∈ ∈

+ −

∈

+ −

∈

∀
∈

 
 − − −
 
 

+ − −

− −

 
 ′ ′≤ − + −
 
 

∑ ∑ ∑

∑

∑

∑

2

2

k V∈
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 که: نحوی به

(29) ( , ) ( , )

( , ) ( , )

( , ) ( , )

( , ) ( , )

l l
i i j ij

l l
j xj

l l
i i k ik

l l
k yk

d v m d v u

d x m d x u

d v m d v u

d y m d y u

γ

γ

γ

γ

 − =

 − =


′− =


′− =

1

1

2

2
 

 

صورت زیار   با روش تغییر طو  یالی به BI2MP(، مسئلۀ 27جای محدودیت ) ( به21( و )21دادن شروط ) با قرار

nnOسازی خطی روی یک مسیر و با حداکثر یک مسئلۀ بهینه این مد  شود. می سازی مد  2)( محدودیت است. =
+
ieu و−

ieu .نیز حداکثر میزان افزایش یا کاهش در طو  یا  هستند 

(97) 

 

 

 

 

 

 

 

(97) 

 

 

 

 

 
 

 

(92) 
 

(99) 

 

(94) 

( ) [ , ] [ , ]

[ , ]

[ , ]

min ( )

      . .

( ) ( )

                ( ) ( )

                        ( ) ( )

  

i i

i i i i

i i i i i j

i i

i

i i

i j

n

i e i e

i

i e e e e

v X e e P v m e P v u

y e e

e P x m

y e e

e P x u

c x c x

s t

w x x x x

w T x x

w T x x

ρ

ρ

+ + − −

=

+ − + −

∈ ∈ ∈

+ −

∈

+ −

∈

+

 
 − − − +
 
 

−

− −

∑

∑ ∑ ∑

∑

∑

1

1

1

( )

( ) [ , ] [ , ]

[ , ]

                            ( ) ;

( ) ( )

          ( ) ( )

               ( ) (

j

i

i i i i

i i i i i k

i i

i

i

i ij y xj u V

v X e

i e e e e

v Y e e P v m e P v u

y e e

e P y m

y e

w w T

w x x x x

w T T x x

w T x

γ ρ γ

ρ

ρ

∀ ∈
∈

+ − + −

∈ ∈ ∈

+ −

∈

 
 ≤ − +
 
 

 
 − − − +
 
 

− − −

∑

∑ ∑ ∑

∑
2

2

[ , ]

( )

)

                        ( ) ;

, ( )

, ( )

i

i k

k

i

i i

i i

e

e P y u

i ik y yk u V

v Y e

e e i

e e i

x

w w T T

x u e E T

x u e E T

γ ρ γ

+ −

∈

∀ ∈
∈

+ +

+ +

− ≤

 
 ′ ′− + −
 
 

≤ ≤ ∀ ∈

≤ ≤ ∀ ∈

∑

∑

0

0
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فار  کنیاد  : ( با تغییر در وزن رئوس گرافBR2MP) ای میانه پشتیبان معکوس نوع محدودیت بودجه -2مسئلۀ 

0>B، (بودجۀ مدنظر برای تغییر پارامتر مسئله یعنی وزن رئوسwv    باشاد. همچناین فار  کنیاد )
1m 2وm  دو رأسای ،

ای  میانه شوند. هدف مسئلۀ معکوس از نو  محادودیت بودجاه   -2هستند با این هدف که در یک مسئلۀ پشتیبان تبدیل به 

، دو رأس دلخواهB<0با بودجۀ  این است که
1m 2وm  شادن نزدیاک کناد. اگار فاصالۀ باین        را تا حد ممکن به بهیناه

و رأس  vرأس
1m 1)(با vd l و فاصلۀ آن با رأس

2m 2)(با vd l نمایش داده شوند و pv  وqv  ترتیاب میازان افازایش و     باه

+ترتیب باا   به vشده از افزایش و کاهش وزن رأس باشند و هزینۀ متحمل wvیعنی  vکاهش وزن رأس
vc  و_

vc  نماایش داده

 صورت زیر است. زن رئوس بهبا تغییر در و BR2MPشود، در این صورت مد  کلی مسئلۀ 

(91) 

 

 

 

(91) 
 

(91) 
 

(91) 
 

{ }

( )

,
( )

( )

,

( )

ˆmin( ) min ( )

ˆ                        ( ) ( )

             . .

ˆ    ( )

( , )

, ,    ( ).

l
v i

i
v V G

l l
v

v V G

v v v v

v v v

v V G

v v

w d v

w d v d v

s t

w w p q  v V G

f p q B

p q v V G

ρ

ρ

=
∈

∈

∈

− +

 
 +
 
 

= + − ∀ ∈

≤

≥ ∀ ∈

∑

∑

∑

1 2

1 1

1

0
 

میانه پشتیبان است که قرار است باا تغییار در وزن رئاوس     -2( برای مسئلۀ 9( همان تابع هدف )91تابع هدف )

ˆبه vwیعنی تغییر
vwانادازۀ بودجاۀ   شود. از طرف دیگر نیز تغییر وزن رئوس گاراف تنهاا باه    ، تا حد امکان بهینهB 

 مجاز است؛ بنابراین رابطۀ زیر برقرار است.

(99) ( , ) .( , )v v v v v v v v vf p q c p c q C p q+ −= + =
 

اسات؛ بناابراین   C=1شاود   برداری مثبت است. بدون اینکه کلیت مسئله تغییر کند، فار  مای   Cدر این رابطه،

 کار کرد. B، باBجای توان به شود و می صورت زیر بازنویسی می ( به91محدودیت )

(47) B
C

B
qp

GVv

vv

~

)(

==+∑
∈  

که  آنجایی از
1m 2وm  1)(مقادیری مشخص هستند، مقادیر vd l  2)(و vd l  نیز برای هر)(GVv∈ .ثابت هستند

( خطی هستند؛ بنابراین ماد  ایان مسائله    91( تا )91های ) ( و محدودیت91وضو  مشخص است که تابع هدف ) به

 ریزی خطی است. صورت مسئلۀ برنامه به

 

فار   : ( با تغییر در طول یاال گاراف  BR2MP) ای حدودیت بودجهمیانه پشتیبان معکوس نوع م -2مسئلۀ 

، دو 2mو 1m( باشد، همچنین فر  کنیاد wvبودجۀ مدنظر برای تغییر پارامتر مسئله یعنی وزن رئوس) ،B<0کنید

1)(باا  1mو رأس vیانه تبدیل شاوند. فاصالۀ باین رأس   م -2رأسی هستند که قرار است در مسئلۀ پشتیبان به  vd l  و
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فاصلۀ آن با رأس
2m 2)(با vd l صاورت ماد  کلای مسائلۀ       این شود. در نمایش داده میBR2MP      باا تغییار در طاو

 صورت زیر است. به

(47) { } ( )
                    

)()(    )(min)1min(
)(

ˆ
1

ˆ
1

ˆ

)(
2,1 








++− ∑∑

∈∈
−

GVv

ll

v

l

iv

GVv
i

vdvdwvdw ρρ  

(42)              . .

ˆ    ( ),e e e

s t

l l x e E G= + ∀ ∈

 

(49) 

(44) 
( )

( ) ,

    ( ).

e e

v V G

e e

f x B

x u e E G

∈

≤

≤ ≤ ∀ ∈

∑
0  

 

  le کناد. همچناین   نیز حداکثر تغییرات طو  یالی را بیان مای  ue میزان تغییرات طو  یالی است و xe در روابط بالا

),(بیانگر طو  یا ،  1+= ii vve دهد. را نمایش می )(
)(

∑
∈ GVv

ee xf   نیز تابع هزینۀ ناشی از تغییرات طو  یا  است کاه

 شود. صورت زیر در نظر گرفته می به

(41) 
( ) ( )

( )e e v e

v V G v V G

f x c x

∈ ∈

=∑ ∑
 

 

 در فضای پیوسته با تغییر در مختصات نقاط 30میانه پشتیبان -2معکوس مسئلۀ 

روش تغییار در   ( باه BR2MP) 97انمیاناه پشاتیب  -2ای مسائلۀ   در این قسمت معکاوس ناو  محادودیت بودجاه    

 شود مختصات نقاط بررسی می

),...,(هدف این است که با تغییر در مختصات نقاط  1 ikii xxX ، دو نقطۀ دلخواه )از پیش تعیین شاده(  =
1mو

2m شوند. فر  کنیاد تغییار هار واحاد مختصاات      حالت بهینه نزدیک  حد امکان به  با استفاده از بودجۀ محدود، تا

),...,(، هزینۀiXنقاط 1 ikii CCC ، iXام نقطاۀ  -tشاده از تغییار مخاتص    هزینۀ متحمال  itCهک نحوی  به؛ را دارد =

),...,(طور مشابه بردارهای است. به 1

+++ = ikii ppP و),...,( 1

−−− = ikii ppP ترتیب میزان افزایش و کاهش مختصات  به

 دهند.   را نشان می iXنقاط

 شود. سازی می صورت زیر مد  همراه با تغییر در مختصات نقاط به BR2MPاکنون مسئلۀ 

 

(41) 
 
 
(41) 

(41) 

(49) 

( )

niPP

BPPf

niPPXX

ts

mXdmXdwmXdw

ii

n

i

iid

iiii

n

i
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n

i

ti
t

i

,...,1,0,

,),(

,...,1,       

. 

),ˆ(),ˆ()},ˆ({min)1min(:

1

1

21

1
2,1

1

=≥

≤

=−+=

++




+−Ω

−+

=

−+

−+

==
=

∑

∑∑ ρρ

 

 

),(که −+
iid PPfشود. صورت زیر تعریف می ، تابع هزینۀ ناشی از تغییر مختصات نقاط است و به 
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(17) ...),( −−++−+ += iiiiiid PCPCPPf
 

 

دلیال   خطای و باه   سازی غیار  (، مسئلۀ بهینه49( تا )41های ) و محدودیت (41ریزی بالا با تابع هدف ) مد  برنامه

وجود عبارت 
,

ˆmin{ ( , )}i t
t

d X m
=12

 ع هدف، نامحد  است.  در تاب 

 

),(برای نقاط  : .plای در صفحه با نرُم  میانه پشتیبان معکوس نوع محدودیت بودجه -2مسئلۀ  21 mm   رابطاۀ

 شود . زیر تعریف می

(17) ),(),( 2121 IImm =∏  

 که:   نحوی به

(12) )},(),(|{ 211 mXdmXdiI ii ≤=
 

 و 

(19) .\},...,2,1 12 InI =
 

 

),(اگر 21 iii ζζξ ),(، میزان تغییرات مختصات نقاط = 21 iii xxX  های به مجموعه توجه صورت با باشد، دراین =

1l 2وl مد  مسئلۀ ،
1Ω شود. صورت زیر بازنویسی می در صفحه به 

(14)�
�
 
�
 
�
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(11) 
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( )

( )

( )

 

min ,..., , ,..., )
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ρ ζ ζ

ρ ζ ζ
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∈ ∪
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∑

∑

∑
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11 1 12 2

1

1 1 2 1

1

1 2

1

1

2
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2 2

1 2 1

1

1 2

1

1

( )

                   . .
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                                   ,  ; i= ,...,n.

n

i i

i

i i

s t

ζ ζ β

ζ ζ
=

+ ≤

∈ ∀

∑ 1 2
1

2 2 1  

 

 شود. حا  دو لم زیر برای مد  فوق بیان می

: تابع هدف مسئلۀ  2لم 
2Ωشود: ، محد  است. اثبات: قرار داده می 

 ( , , , ) ( , , , )i i i ia x b y s s s s Sζ ζ− − = =1 1 2 1 1 2 3 4  

 

)فر  کنید   )( )
p p pf S s s s s= − + −

1

1 2 3 4
.و  λ<  باشد. در این صورت رابطۀ زیر برقرار است.1>
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 ( ( ) )

( ( ) ) ( ( ) )
      

           ( ( ) ) ( ( ) )
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             ( ( ) ( )( )

p p

p

p

p

f S S

s s s s

s s s s

s s s s

s s s s

λ λ

λ λ λ λ

λ λ λ λ

λ λ

λ λ

′ ′′+ − =

 ′ ′′ ′ ′′+ − − + −
 
 ′ ′′ ′ ′′+ + − − + − 

 ′ ′ ′′ ′′− + − −
=
 ′ ′ ′′ ′′+ − + − − 

1

1 1 2 2

3 3 4 4

1 2 1 2

3 4 3 4

1

1 1

1 1

1

1

( ) ( )

               ( ) ( )

                   ( )( ) ( )( )

= ( )

                ( ) ( ) ( ) 

    

p

p p p

p p p

p p p pp p

s s s s

s s s s

s s s s s s s s

f S f S

λ λ

λ λ

λ λ

λ λ




 ′ ′ ′ ′≤ − + − 

 ′′ ′′ ′′ ′′+ − − + − − 

′ ′ ′ ′ ′′ ′′ ′′ ′′− + − + − − + −

′ ′′= + −

1

1

1 2 3 4

1

1 2 3 4

1 1

1 2 3 4 1 2 3 4

1 1

1

1

                                    

) تابع )( )
p p p

i i i if S x a y bζ ζ= + − + + −
1

1 1 2 1
به  توجه و با pو  wiبودن ضرائب  به مثبت هتوج محد  است؛ بنابراین با

شاااود کاااه عباااارت    اینکاااه جماااع تعاااداد شااامارا تاااابع محاااد ، محاااد  اسااات، نتیجاااه مااای         

( )( )
p p p

i i i i i

i I

w x a y bρ ζ ζ
∈

− + − + −+∑
1

1

1 1 2 هاای دیگرتاابع    شاود کاه قسامت    طور مشا  ثابت می محد  است. به 11

شاود تاابع هادف     ، نتیجه مای  به اینکه جمع چند تابع محد ، محد  است توجه هدف نیز محد  هستند؛ بنابراین با

مسئلۀ 
2Ω .نیز محد  است 

: مشتقات تابع هدف مسئلۀ  9لم 
2Ω .در بعضی از نقاط، تعریف نشده است 

 نشده هستند. ، تعریفشود  اثبات: مشتقات تابع هدف در نقاطی که مخرج آنها صفر می

، برای آنکه نقاط ناپیوستگی مشتقات جزئی تابع هدف مسئلۀ 9به لم  توجه با
2Ω از بین برود، مقدارε   که عاددی

شود تا مشتقات جزئی آن همواره پیوسته باشد؛ بنابراین تقریبی از تابع  ( اضافه می14و مثبت است به رابطۀ )کوچک 

هدف مسئلۀ
2Ω آید. صورت زیر به دست می به 

(11) 

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

 : ( )

min ( ,..., , ,..., )
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 
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∑
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، مقدار تابع هادف مسائلۀ  ε→0وقتی
3Ω (BR2MPH     باا مقادار تاابع هادف مسائلۀ )

2Ω (BR2MP  برابار )

 شود. مشاهده می 4شود. این موضو  در لم  می

به تابع هدف مسئلۀ  εکردن مقدار  ، خطای حاصل از اضافهε→0: با رفتن 4لم 
3Ω ست.برابر صفر ا 
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)شود اثبات: قرار داده می )i is x aζ= + −1 1 )، اگر1 )i is y bζ+= −2 2 sو  1 =
1
2

3 ٍ  باشد، رابطۀ زیر برقرار است. �

(11) 
( ) ( )

( )
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 شود. همچنین با استفاده از نامساوی مینکوفسکی، رابطۀ زیر برقرار می

(19) ( ) ( )( ) ( ) ( )
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 بنابراین: 
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 شود؛ بنابراین رابطۀ زیر برقرار است. می  ( نیز بیان11های دیگرتابع هدف ) طور مشابه این اثبات برای قسمت به
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 شود. ، خطا صفر میε→0( وقتی17در رابطۀ )

هاا   دهناده  ای بزرگ باشد تا بتوان به اندازۀ دلخواه نقاط را به سارویس  اندازه صی که بودجۀ مدنظر بهحالت خا در 

شدن مسئلۀ برای بهینه 2توان با استفاده از شرط لازم بهینگی و لم  (، میB→∞نزدیک کرد )یعنی،
3Ω الگوریتمی ،

 راین رابطۀ زیر برقرار است.بازگشتی ارائه کرد؛ بناب
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 طور مشابه:   و به
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 شود. ( نتیجۀ زیر حاصل می11( و )11دادن روابط ) از مساوی با صفر قرار
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 و 
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 که: 
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شود. در اینجاا   ( استفاده می11( و )14اندازۀ کافی بزرگ باشد، از روابط بازگشتی ) بنابراین وقتی بودجۀ مدنظر به

وقتی بودجۀ مدنظر محدود باشد مسئلۀ 
3Ω شوند. میهای فرا ابتکاری حل و نتایج با هم مقایسه  با الگوریتم 

دهناد تاا تاابع    ای تغییر مای  گونه سازی، مقادیر متغیرهای طراحی را بههای بهینهالگوریتم: های فرا ابتکاری الگوریتم

هاای   هاای گرادیاانی و روش  سازی  به دو گاروه روش های بهینهطورکلی روش هدف مدنظر حداقل یا حداکثر شود. به

گرفتن از تابع هدف دشوار اسات   مسائل حجیم و در مواردی که مشتقهای جستجو برای شود. روش جستجو تقسیم می

های تکاملی فوق نسبت به یکدیگر نظر داد و ایان   صراحت دربارۀ برتری روش توان بهکارایی زیادی دارند. هرچند نمی

NFLTامر طبق نظریۀ 
وریتم هاای الگا  ای به مسائله دیگار متفااوت اسات، روش    (، از مسئله2772، 99)هو و همکاران 92

ساخت )مگیادو و    -NPای اناد. در ایان پاژوهش کاه مسائله     ، تواناتر و پرکاربردتر از بقیه باوده PSO( و GA)94ژنتیک

 شود.استفاده می IPSOو  PSOشدت غیرخطی همراه با قیود فراوان است، از روش  ( و به7914، 91همگاران

 7991املی و مادرن اسات کاه در ساا      های تکروش ازجمله IPSO :PSOو  PSOهای فرا ابتکاری  الگوریتم

91و ابرهارت 91کندی
جمعی موجوداتی مثل حشرات، زنبورهاا، مورچگاان و پرنادگان معرفای      با الهام از رفتار دسته 

کناد. ایان روش   اند. هر عضو این گروه براساس اطلاعات و آگاهی خود و اطلاعات کلای گاروه حرکات مای     کرده

 کنند.دنبا  بهترین مقدار برای تابع هدف، حرکت می شود که به فته میهایی از اعضا در نظر گر براساس گروه

شاود. هار    کنند و اصلا  مای  هرکدام از این اعضا دارای دو مشخصۀ موقعیت و سرعت هستند که دائماً تغییر می

عیات  دنبا  نقطۀ بهینه است. از سوی دیگر هر عضاو بهتارین موق   کنند و بهعضو در فضای طراحی مسئله، گردش می

. تباد  اطلاعات میان این اعضا براساس بهترین نقااط بارای   کند  خود را نیز در نظر گرفته و در حافظۀ خود حفظ می

طور مداوم طبق روابط زیر اصالا    شود موقعیت و سرعت هر عضو به هر عضو و بهترین نقطۀ تمام اعضا، باعث می

 (.2779، 91شود )رائو 
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)(txi ،موقعیت فعلی ذرهiν  ،سرعت حرکت ذرهiy اسات،   کارده  تااکنون تجرباه   ذره کاه  موقعیتی بهترینiy 

 .اند یافته مجاور ذرات تاکنون بهترین مکانی است که

1c  02.21که در ایان مقالاه    است ذره هر شخصی تجار  به مربوط یادگیریضریب =c     در نظار گرفتاه شاده

است. درمقابل 
2c 02.22 و دراینجاا  جامعه کل برای یادگیری ضریب =c    اسات. از طارف دیگار 

1r  2وr،   باعاث

(. 2779گیرد )رائو،  انجام فضا روی تری کامل جستجوی و بیاید وجود به ها جوا  در گوناگونی نو  که شوند می
1r  و

2r انی رس روز تولید و در هر تکرار به (0,1)صورت عدد تصادفی از توزیع نرما  در بازۀ  در این مقاله در هر تکرار به

njهر مولفه برای  در ذره هر سرعت و موقعیت شود می مشاهده که طور شوند؛ بنابراین همان می  طاور  ، باه =2,1,...,

 خواهد شد. رسانی روز به جداگانه
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iω صورت خطی از  ضریب وزنی است که بهmaxω تا
minω کند. مقدار زیاد ضریب وزنای، جساتجوی   می تغییر

دهد؛ بنابراین در مراحل تکارار روش، بارای   کلی و مقدار کم آن جستجوی محلی را برای تعیین نقطۀ بهینه انجام می

یابد تا در آخرین مرحله به کمترین مقادار   صورت خطی و طبق رابطۀ زیر کاهش می این ضریب به  یافتن نقطۀ بهینه،

 (.2779رائو، رسد )خود می

(17) 
 

t
t

t .
max

minmax
max 







 −
−=

ωωωω
 

1000maxدر این مقاله =tشده برای تکرار مسئله و ، حداکثر مراحل تعیینmaxω وminω و  2/7ترتیب برابار باا    به

ای شاده فاصلۀ اعضا از یکدیگر تا مقدار تعییناند. اگر همۀ اعضا به یک نقطه نزدیک شوند یا  ، در نظر گرفته شده9/7

 آید.  دست می  شود و نقطۀ بهینه به کاهش یابد، حل مسئله همگرا می

 (.2771، 99صورت زیر است )داس و همکاران به tωضریب وزنی  IPSOدر روش 

(12) 
 

min max min
( )

max_

j

t

dist

dist
ω ω ω ω

 
= + −  

   

در  iyنیز بیشترین فاصله تاا  _distmaxو iyام از بهترین نقطه  -jفاصلۀ اقلیدسی عضو  jdistدر این رابطه

باودن نقااط و بهتارین جاوا  در هار       به مشخص توجه این مقادیر با .(2771بین همه اعضا است )داس و همکاران، 

 شود. رار محاسبه میتک

 

 گیری و پیشنهادات نتیجه

علاوم   یهاا  از شااخه  یاریسا باست کاه در   پژوهشی یها نهیمز نیتر یاربردکاز  ساتیسأو ت لاتییابی تسه مکان

هاای دنیاای    یابی تأسیسات و تسهیلات بررسی شده است که با شاخصه هایی از مکان شده است. امروزه مد گسترده 

 نیا در اشاود.   دلیل تطابق بیشتر با واقعیت توجاه مای   یابی معکوس و پشتیبان به دارند. به مکانواقعی تطابق بیشتری 

درحالات   بانیپشات  اناه یم -2 مسائلۀ  (نهیحداقل هزی و نو  ا بودجه تیمحدودنو  )بار، معکوس  برای نخستین مقاله

ف مادنظر درخات باشاد، باه     که گرا حالتی ریاضی شده است و سپس در سازی های عمومی مد  گسسته برای گراف

ای  شود. همچنین درحالت پیوسته نیز برای مسئلۀ معکوس نو  محدودیت بودجاه  ریزی خطی تبدیل می مسئلۀ برنامه

باودن و   ساخت -NPباه   توجاه  شود. همچناین باا   ریاضی ارائه می  میانه پشتیبان )با تغییر در مختصات نقاط( مد  -2

اندازۀ کافی بزرگ باشد با انجام تخصیص، به یک مسائلۀ محاد     ودجه بهحالت خاصی که ب بودن مسئله در نامحد 

حالت کلی و زمانی که بودجه محادود باشاد،    شود. همچنین در شود و برای آن الگوریتمی تکراری ارائه می تبدیل می

ازدحاام   فتاه ایبهبودالگاوریتم   و (PSO)47ذرات ازدحاام ی ابتکاار  فارا  یها تمیا الگورحالت پیوسته ب مسئلۀ مذکور در

شود و تغییرات پارامترهای مختلف مسئله همچون ضریب شکسات، بودجاه و نارم، تحلیال      می ( حلIPSP)47ذرات

 شود. می

وسیلۀ تغییر در وزن رئاوس، مساائل معکاوس     ای در فضای پیوسته به در ادامه مسائل معکوس محدودیت بودجه

و تغییار در مختصاات نقااط بارای مطالعاه و بررسای        وسیلۀ تغییر در وزن رئوس حداقل هزینه در فضای پیوسته به

 شود. کارهای آتی پیشنهاد می
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 پیوست آ:  

میاناه پشاتیبان درحالات پیوساته باا روش تغییار در        -2هایی عددی بارای مسائلۀ معکاوس     در این قسمت مثا 

، مقادار  p در نرممختصات نقاط آورده شده است و اثرات مختلف تغییر در پارامترهای مختلف مسئله همچون تغییر 

ورژن  Matlabشاده در ایان مقالاه، نارم افازار       افازار اساتفاده   بررسی شده است. نارم p  و ضریب شکست B بودجه

R2017b تاپ مد   است که در لپFujitsu  سازی شده است. با مشخصات زیر مد 
Intel(R)  Core™ i5-2430M CPU, 4.00GB RAM  

 1مثال 

Bمشتری با بودجاۀ   27غییر در مختصات نقاط در محیط پیوسته، برای با ت BR2MPدر این مثا  مسئلۀ  = و  250
/ρ =0 ( نحوۀ جابجاایی نقااط   7حل شده است. نمودار ) IPSOو  PSOهای فرا ابتکاری  در نرم اقلیدسی با روش 3

شاده   استفاده IPSOو  PSOهای فرا ابتکاری  ز عملکرد الگوریتم( نی9( و )2دهد. نمودار ) اولیه )مشتریان( را نشان می

ρبرای  ρ/و  0= =0  دهد.  در این مقاله را نشان می 3

 
,میانه )نقاط بعلاوه آبی( برای -2نقاط اولیه )مربع قرمز(، نقاط بهینه )ستاره مشکی( و نقاط  -7نمودار  /n ρ= =25 0 Bو  3 = 80. 

 
 , PSOهای  ای عملکرد روش نمودار مقایسه -2نمودار 

IPSO  برای حالت, /n ρ= =25 0 Bو  3 = 80. 
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 , PSOهای  ای عملکرد روش نمودار مقایسه -9نمودار 

IPSO  برای حالت,n ρ= =25 Bو  0 = 80. 
 

 PSOنسابت باه    IPSOکنید و در متن مقاله نیز اشاره شد، عملکرد  ( مشاهده می9( و )2طورکه در نمودار ) همان

 بهتر است.

 روش تغییر در مختصات درحالت پیوسته به BR2MP، بر مسئلۀ     p اثرات ضریب شکست -2مثا  

هاا(، شکسات    دهناده  هاا )سارویس   میانه پشتیبان، وقتی یکی از میاناه  -2یک مسئلۀ به تعریف  توجه کلی با طور به

دهندۀ دیگر سرویس بگیرند؛ بنابراین این امر باعث افازایش   دهنده مجبورند از سرویس بخورد، مشتریان این سرویس

میاناه معماولی    -2باشد تابع هدف مسئلۀ مذکور همان تابع هادف مسائلۀ    pمقدار تابع هدف خواهد شد. زمانی که 

ρکه  را معاد  صفر در نظر بگیرید(؛ ولی زمانی p(، 9است ) در رابطۀ ) باشد دو جملاۀ   0≠
( ) ( , )

i

i i

v V

w v d v mρ
∈
∑ 1

 

و 
( ) ( , )

i

i i

v V

w v d v mρ
∈
∑ 2

یابناد؛   ایان دو مقادار نیاز افازایش مای      pشوند و با افزایش به تابع هدف مسئله اضافه می 

یابد؛ برای مثا ، ایان امار در    نیز افزایش می BR2MP، مقدار تابع هدف مسئله ρین با افزایش ضریب شکستبنابرا

 شود. ( مشاهده می2( و )7جداو  )

( مقدار تابع هدف 7جدو  ) آورده شده است. n=10و  n=50سازی عددی با تعداد نقاط  در این مثا  دو شبیه

( نیاز مقادار   2دهاد. جادو  )   نشان می pنسبت به مقادیر مختلف  B=40و بودجۀ  n=10ازاءِ  با نرم اقلیدسی را به

 دهد.    نشان می pبه مقادیر مختلف نسبت  B=40و بودجۀ  n=50ازاءِ  تابع هدف با نرم اقلیدسی را به
 

 .n=10و B،2=p=40  برای حالت BR2MPبر مقدار تابع هدف مسئلۀ  p  تأثیرات -7جدو  
ρ

 pso
F

 ipso
F

 
( )CPU Time s

pso
−

 
( )CPU Time s

ipso
−

 
7 17/11 74/17 14/19 29/92 

9/7 97/711 11/711 19/17 77/97 

1/7 14/221 44/221 21/99 29/99 

1/7 91/211 49/211 71/91 99/41 

9/7 41/941 47/941 11/99 14/41 
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p,برای حالت BR2MPبر مقدار تابع هدف مسئلۀ  pتأثیرات -2جدو   B= =2 nو  350 = 50. 
ρ

 ipso
F

 pso
F

 
( )CPU Time s

ipso
−

 
( )CPU Time s

pso
−

 
7 72/194 99/117 71/29 11/727 

9/7 77/7E+79 71/7E+79 92/97 17/99 

1/7 41/7E+79 99/7E+79 94/92 71/794 

1/7 77/2E+79 11/7E+79 42/729 91/791 

 

 روش تغییر در مختصات درحالت پیوسته به BR2MP، بر مسئلۀ pاثرات تغییر نرم -9مثا  

)طورکلی مقدار به , )pl

i td X m  نرم(p
lایش مقدار ( با افزpکند؛ بنابراین در بودجۀ ثابت ، کاهش پیدا میB کاه ،

p p pباشد، برای حالت >′ }تر به نقاط  ، نقاط اولیه نزدیکpنسبت به حالت  ′ , }m m1 هساتند؛ بناابراین بودجاۀ     2

p، برای حالت Bثابت تاابع   pدهد؛ بناابراین باا افازایش مقادار      ، تابع هدف را بیشتر کاهش میpنسبت به حالت  ′

( مثاا  عاددی باا تعاداد نقااط      9شاود. در جادو  )   ( نیز مشاهده می9کند. این امر در جدو  ) هدف کاهش پیدا می

80=n  5.0و=p700و بودجۀ=B نسبت به مقادیر مختلفp .آورده شده است 

 
 .n=80و  p،700=B=5.0 برای حالت BR2MP، بر مقدار تابع هدف مسئلۀ  pتأثیرات -9جدو  

p
 pso

F
 ipso

F
 

( )CPU Time s
pso

−
 

( )CPU Time s
ipso

−
 

7 17/1E+03 14/1E+03 79/111 71/417 

2 17/4E+03 11/4E+03 19/919 91/911 

1 79/4E+03 11/9E+03 74/121 71/412 

77 19/9E+03 99/9E+03 921/912 44/111 

 

 روش تغییر در مختصات درحالت پیوسته به BR2MPروی مسئلۀ  B ثرات تغییر بودجۀا -4مثا  

توان تغییرات بیشتری را در جابجایی مختصات نقاط اعماا  کارد و ایان     افزایش بودجه به این معنی است که می

ر ازلحاظ ریاضی باا  دیگ عبارت شود. به امر بیانگر این موضو  است که با افزایش بودجه، تابع هدف بهبود بخشیده می

یابد و ایان امار باعاث     کند، افزایش می ( ایجاد می11افزایش بودجه، فضای جوابی که محدودیت مسئله یعنی رابطۀ )

شاده بارای حالات     ساازی  ( اثارات تغییار بودجاه را بار مسائلۀ شابیه      4بهبود مقدار تابع هدف خواهد شد. جادو  ) 
, /p ρ= =3 0 nو  3 =  دهد. نشان می 30

,برای حالت BR2MP، بر مقدار تابع هدف مسئله Bتاثیرات -4جدو  /p ρ= =3 0 nو  3 = 30. 

B ipso
F

 pso
F

 
( )CPU Time s

ipso
−

 
( )CPU Time s

pso
−

 
777 97/491 19/417 11/117 17/147 

277 12/921 17/974 91/7271 91/112 

177 41/219 49/211 97/119 12/119 
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