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چکیده

میدان ثقل جهانی معمولًا توسط توابع پایه ی هارمونیک کروی تا درجه معینی از قدرت تفکیک طیفی و مکانی مدل 
می شود. توزیع غیریکنواخت و کیفیت متفاوت داده ها، این توابع را در مدل سازی محلی میدان ثقل محدود می کند. این توابع 
بیشتر خاصیت جهانی میدان ثقل را نمایش می دهند و برای نمایش فرکانس های پایین میدان ثقل مناسب هستند. در کاربردهای 
محلی، توابع پایه ی شعاعی بر روی سطح کره با برخورداری از خاصیت محمل شبه محلی می توانند به عنوان جایگزین مناسبی 
برای هارمونیک های کروی استفاده شده و میدان گرانی زمین را تا درجه ی بالایی از قدرت تفکیک طیفی و مکانی تقریب زنند. 
این مدل های محلی معمولًا دقت بهتری در محل مورد نظر نسبت به مدل های جهانی دارند. توابع پایه ی شعاعی کروی معمولًا 
بر روی کره متعامد نیستند که این امر منجر به پیچیدگی بیشتر مسئله می شود. در این مقاله، عملکرد انواع مختلف توابع پایه ی 
شعاعی کروی شامل کرنل جرم نقطه ای، چندقطبی شعاعی، کرنل پواسن و ویولت پواسن در مدل سازی محلی میدان ثقل 
زمین با استفاده از داده های شتاب گرانی در منطقه ی فارس ساحلی مقایسه شده است. برای حل مسئله ی معکوس غیرخطی 
مدل سازی میدان گرانی زمین با استفاده از توابع پایه ی شعاعی کروی، تکنیک "کمترین مربعات" به کار رفته است. بدین منظور، 
الگوریتم بهینه سازی لونبرگ -مارکواردت طی یک پروسه ی تکراری با مینیمم کردن اختلاف بین مقادیر مشاهداتی و مقادیر 
مدل شده، پارامترهای مدل سازی را تخمین می زند. این پارامترها شامل تعداد، مکان، عمق و ضرایب مقیاس توابع پایه شعاعی 
هستند. به منظور افزایش کارایی عددی الگوریتم لونبرگ- مارکواردت در حل مسئله ی مدل سازی میدان گرانی، مقدار اولیه ی 
پارامتر پایدارسازی از طریق رابطه ای بر مبنای ژاکوبین تابع هدف تعیین و روشی برای به هنگام سازی این پارامتر ارائه شده 
است. نتایج این تحقیق نشان می دهد که در صورت انتخاب عمق مناسب توابع پایه، دقت مدل سازی محلی میدان گرانی برای 

انواع توابع پایه ی شعاعی مورد بررسی تقریباً یکسان خواهد بود.

واژه های کلیدی:میدان ثقل، تابع پایه ی شعاعی کروی، الگوریتم لونبرگ- مارکواردت، روش کمترین مربعات.
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1- مقدمه
یکی از مهم ترین اهداف ژئودزی، تعیین ژئوئید به عنوان 
یک سطح هم پتانسیل منطبق بر سطح آبهای آزاد زمین است. 
بنابر قانون مشهور انتگرال نیوتن، پتانسیل ثقل زمین در فضای 
خارج از سطح آن می تواند توسط بی نهایت عنصر جرمی در 
درون زمین تولید شود که لازمه ی استفاده از این رابطه، معلوم 
بودن توزیع جرم در هر یک از نقاط زمین است.  اگرچه 
اما  است  غیر ممکن  امری  زمین  جرم  توزیع  دقیق  برآورد 
می توان با استفاده از کمیت های قابل مشاهده ی میدان گرانی 
زمین نظیر آنومالی جاذبه، کمیت های غیرقابل مشاهده میدان 
گرانی  را برآورد نمود که از آن به عنوان مسئله معکوس 
)لمن، 1993; کلیسنس و همکاران،  نام برده می شود  در ژئودزی 
توابع  توسط  وسیع  طور  به  جهانی  جاذبه ی  میدان   .)2001

پایه ی هارمونیک کروی مدل سازی می شود )پاولیس و همکاران، 
2012(.   هارمونیک های کروی توابعی متعامد برروی سطح 

بسیار  جهانی  مدلسازی های  برای  توابع  این  هستند.  کره 
همگن سازگاری  و  جهانی  داده های  با  و  می باشند  مناسب 
بیشتری دارند و نمی توان از آنها برای بهبود محلی میدان گرانی 
زمین استفاده نمود )اسچمیدات و همکاران، 2007; ایکر، 2008; بنتل 

و همکاران، 2013(.

برای مدل سازی محلی میدان گرانی روش های مختلفی 
پایه شعاعی  از توابع  آنها، استفاده  از بین  موجود است که 
کرویSRBF( 1( به دلیل ویژگی های منحصر به فرد آنها به 
توابع  است.  شده  تبدیل  محلی  مدلسازی  در  رایج  روشی 
پایه ی شعاعی دارای محمل شبه محلی2 هستند و ویژگی بارز 
آن ها این است که با فاصله از مبداء به سرعت کاهش می یابند 
می باشند  مناسب  محلی  کاربردهای  برای  دلیل  همین  به  و 
کرنل های  مختلف  انواع  بین  از   .)2014 همکاران،  و  )لین 
توابع پایه ی شعاعی می توان به کرنل جرم نقطه ای،چندقطبی 
شعاعی، کرنل پواسن وویولت پواسن اشاره کرد که دارای 
میدان گرانی  مدلسازی  زمینه ی  در  گسترده ای  کاربردهای 

زمین هستند.
1-Spherical Radial Basis Function

2-Quasi-local support

به هنگام مدل سازی میدان گرانی زمین بااستفاده از توابع 
پایه ی شعاعی لازم است که نوع کرنل، پارامترهای این توابع 
شامل موقعیت مراکز، عمق و ضرایب مقیاس آنها، و تعداد 
 .)2009 نمود)ویتور،  تعیین  را  مدل سازی  در  نیاز  مورد  توابع 
توابع  از  بااستفاده  شده  محاسبه  مدل های  وصحت  دقت 
دارد  بستگی  عوامل  این  انتخاب  نحوه ی  به  پایه ی شعاعی 

)ویتور،2009(.

از جمله کارهای انجام گرفته در زمینه تعیین پارامترهای 
توابع پایه شعاعی می توان به موارد زیر اشاره نمود: هکنین 
)1981( و ورمیر )1982، 1983، 1984( با قرار دادن توابع 
پایه در موقعیت نقاط مشاهده، شبکه ی توابع پایه ی شعاعی 
از  یک  هر  زیر  در   )1998( مارچنکو  دادند.  تشکیل  را 
نقاط مشاهده، یک تابع پایه ی شعاعی قرارداد و مختصات 
مسطحاتی آنها را با استفاده از الگوریتم چندقطبی دنباله ای3 
موقعیت   )2001( همکاران  و  مارچنکو  کرد.  بهینه سازی 
نقاط  از  زیرمجموعه  یک  ازای  به  را  پایه  هرتابع  مراکز 
مشاهده تعیین کردند که به موجب آن، تعداد توابع پایه مورد 
نیاز برای مدل سازی کاهش یافت. ایکر و همکاران )2004( 
با مثلث بندی یک بیست وجهی، موقعیت مراکز توابع پایه 
را تثبیت کردند. اشمیت وهمکاران )2004( شبکه ی توابع 
پایه ی شعاع کروی را به صورت منظم و برمبنای نظریه ی 

انتگرال عددی توابع کروی تعیین کردند.
تجربی  صورت  به  را  پایه  توابع  عمق   )1981( هکنین 
بر اساس فواصل داده ها از یکدیگر و ماتریس کوواریانس 
وابسته ی آنومالی جاذبه تعیین کرد. بارتلمس )1986( ازیک 
پایه ی  توابع  عمق  تعیین  برای  غیرخطی  بهینه سازی  روش 
کرد.  استفاده  داده ها  در  موجود  اطلاعات  برمبنای  شعاعی 
به  را  پایه  توابع  از  یک  هر  باند  پهنای   )1998( مارچنکو 
این صورت تعیین کرد که ماتریس کوواریانس سیگنال در 
و  کلیس  منطبق شود.  پایه  تابع  بر شکل  داده ها  همسایگی 
ارائه  ناهمگن  داده های  برای  را  الگوریتمی   )2007( ویتور 
دادند که درآن عمق توابع پایه ی شعاعی به روش اتوماتیک 

3- Sequential Multi-pole Algorithm
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به صورت تابعی از توزیع داده ها و با در نظرگرفتن  نویز آنها 
 Generalized انتخاب می شوند. آنها در این الگوریتم از روش
شعاعی  پایه ی  توابع  عمق  تعیین  برای   Cross Validation

استفاده نمودند. بدین منظور، آنها هر بار یکی ازمشاهدات 
را حذف کرده و مجهولات مدلسازی را بدون حضور این 
به  پارامترها  این  از  بااستفاده  برآورد کردند. سپس  مشاهده 
برآورد مشاهده ی حذف شده پرداختند و عمق بهینه را به 
بازیابی مشاهدات حذف شده  در  مقدار خطا  مینیمم  ازای 

انتخاب نمودند.
پایه ی شعاعی  توابع  از  انواع مختلفی  از  تاکنون  اگرچه 
برای مدلسازی میدان ثقل استفاده شده است، اما مقایسه ای 
برای بررسی عملکرد این کرنل ها و انتخاب بهترین نوع آن ها 
انجام نگرفته است. دراین تحقیق، عملکرد انواع کرنل های 
در  ثقل  میدان  محلی  درمدل سازی  شعاعی  پایه  توابع 
منطقه ی فارس ساحلی با استفاده از داده های شتاب جاذبی 
برای  قرارگرفته  است.  بررسی  مورد  منطقه  این  در  موجود 
تعیین پارامترهای مجهول توابع پایه ی شعاعی از الگوریتم 
پایدارسازی لونبرگ-مارکواردت استفاده شده  است. همواره 
الگوریتم  یک  عنوان  به  مارکواردت  لونبرگ-  الگوریتم  از 
بهینه سازی در حل مسائل کمترین مربعات غیرخطی، و به  
طور خاص دریافتن پارامترهای مجهول توابع پایه ی شعاعی 
و همکاران،  و همکاران، 2009؛وایگلت  )آنتونی  استفاده شده است 
2010، صفری و همکاران، 2013؛ فروغی و تنزر، 2014(. این الگوریتم 

در واقع ترکیبی از دو روش مینیمم سازی کاهش گرادیان1 
انواع  عملکرد  بررسی  بر  علاوه  می باشد.  گوس-نیوتن  و 
مختلف توابع پایه ی شعاعی، به منظور افزایش کارایی عددی 
الگوریتم لونبرگ- مارکواردت در حل مسئله ی مدل سازی 
میدان گرانی، این الگوریتم را با ارائه ی رابطه ای برای تعیین 
برای  روشی  پیشنهاد  و  پایدارسازی  پارامتر  اولیه ی  مقدار 
به هنگام سازی این پارامتر بهبود می دهیم که در بخش های 

بعدی به طور مفصل در مورد آنها توضیح داده می شود.
این مقاله در 6 بخش سازماندهی شده است. در بخش2، 

1- Steepest decent

آن  کرنل های  انواع  و  شده  تعریف  شعاعی  پایه ی  توابع 
مورد بررسی قرار گرفته اند. دربخش 3، میدان گرانی زمین 
مسئله  حل  روش  و  مطرح  شعاعی  پایه ی  توابع  برحسب 
پایدارسازی  الگوریتم   4 بخش  است.  شده  داده  توضیح 
لونبرگ-مارکواردت را موردبررسی قرارداده است. دربخش 
ازانواع  بااستفاده  زمین  میدان گرانی  محلی  مدلسازی  به   5
مختلف توابع پایه ی شعاعی کروی در منطقه ی خلیج فارس 
و مقایسه ی نتایج حاصل از آنها پرداخته شده است. بخش 6 

به بحث و نتیجه گیری می پردازد.

2. توابع پایه ی شعاعی
از توابع پایه شعاعی به طورگستره در مدل سازی میدان 
ثقل زمین استفاده می شود. توابع پایه شعاعی هر دوخاصیت 
محمل جهانی2 و محلی را دارا می باشند. در حالتی که محمل 
توابع پایه شعاعی از نوع جهانی است، این توابع هیچگونه 
تفاوتی با توابع هارمونیک کروی ندارند ولی خاصیت محلی 
سیستم های  عددی  پیچیدگی  کاهش  به  منجر  آن ها  بودن 

معادلات مشاهداتی می شود)ویتور،2009(.
در مدل سازی میدان ثقل با استفاده از توابع پایه ی   شعاعی، 
به منظور دستیابی به یک تقریب دقیق از میدان به 3 انتخاب 

در مورد این توابع نیاز است:
نوع کرنل: هرکدام ازکرنل های توابع پایه ی شعاعی در حوزه 
مکانی و طیفی، رفتاری متفاوت دارند که می توانند بر روند 

مدل سازی میدان ثقل با استفاده از این توابع تأثیر بگذارند.
پهنای باند توابع پایه شعاعی : پهنای باند توابع پایه شعاعی 
مهمترین عامل درتعریف رفتار این توابع در حیطه ی مکان 
است.  به منظور دستیابی به یک تقریب دقیق از میدان گرانی، 
تعیین  پایه  تابع  هر  برای  بهینه   باند  پهنای  که  است  لازم 
به  منجر  که  است  ممکن  کوچک  بسیار  باند  پهنای  شود. 
سیستم  یک  و  مشاهده  نقاط  در  میدان گرانی  دقیق  تقریب 
از  نقاطی غیر  معادلات خوش وضع3 شود ولی جواب در 
نقاط مشاهده )نقاط درونیابی( کیفیت پایینی داشته باشد. از 
2- Global support

3- Well-posed
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طرفی، انتخاب پهنای باند بسیار بزرگ یک سیستم معادلات 
بد وضع 1 را نتیجه می دهد که ممکن است تغییرات سیگنال 

را به خوبی نشان ندهد )ویتور،2009(.
طراحی شبکه: طراحی شبکه RBF ها مرتبط با تعداد توابع 
پارامترها و همچنین  استفاده در تخمین  پایه شعاعی مورد 
انتخاب  دو  کلی  درحالت  می باشد.  آن ها  افقی  موقعیت 

محتمل برای طراحی شبکه موجود می باشد:
 قرارگیری توابع پایه برروی یک گرید

 قرارگیری توابع پایه به صورت پراکنده
فاصله ی  از  تابعی  صورت  به  کروی  شعاعی  پایه  تابع 
کروی بین دو نقطه تعریف می شود )ایکر، 2012(. به منظور 
تعریف تابع پایه شعاعی، ابتدا کره ی مرجع    با شعاع R به 

صورت زیرتعریف می شود )کلیس و همکاران، 2007(:
   

                 σ = + + =           )1(
 در   که      ∈ ≠ با در نظر گرفتن دو نقطه 
فضای بیرون کره ی مرجع و y در فضای داخل این کره  واقع 
 نسبت به نقطه ی ارزیابی  y شده اند، تابع پایه شعاعی به مرکز

از طریق رابطه ی )2( محاسبه می شود )کلیس و همکاران، 2007(:
     )2(

از  لژاندر  چندجمله ای های  بیانگر    ،)2( رابطه ی  در 
 نیز نشان دهنده ی نوع کرنل توابع پایه 

Ψ درجه l هستند. 
است که ویژگی های طیفی و مکانی این توابع را مشخص 
می کند. به بیان دیگر، رفتار تابع پایه شعاعی درحوزه طیفی 
آن  لژاندر  ضرایب  و  پایه  تابع  کرنل  انتخاب  به  مکانی  و 
کرنل  پایه شعاعی،  تابع  کرنل  نوع  ساده ترین  دارد.  بستگی 
جرم نقطه ای است که فرم تحلیلی آن به صورت زیر تعریف 
می شود )هکینن، 1981؛ ورمیر، 1984، 1989، 1990؛ بارتلمس، 1986(:


   

 
Ψ =

−
                                          )3(

به  نقطه ای  جرم  کرنل  لژاندر  ضرایب  ترتیب،  بدین 
صورت زیر خواهندبود )کلیس و همکاران، 2007(:

)4(

1-  Ill-posed

رفتار طیفی کرنل تنها به فاصله شعاعی تابع پایه از مرکز 
 )  ( پایه  تابع  باند  پهنای  که  دارد  بستگی  مرجع  کره ی 
نامیده می شود. پهنای باند تابع پایه شعاعی هم ارز عمق آن 
است که به صورت فاصله ی بین تابع پایه از سطح کره ی 

مرجع تعریف می شود و برابر است با:
   = −                                                   )5(
می باشد.  بیرهامر  کره ی  زیر  عمق   d  ،)5( رابطه ی  در 
کرنل جرم نقطه ای مانند یک فیلتر پایین گذر2 عمل می کند 
کرنل  حساسیت  کم،  عمق های  در  پایه  توابع  قرارگیری  و 
افزایش  کروی  هارمونیک های  بالاتر  درجات  به  نسبت  را 

می دهد )ویتور، 2009(. 
پایه ی  توابع  از  دیگری  نوع  شعاعی  چندقطبی های 
نقطه ای  جرم  کرنل  از  مشتق گیری  با  که  هستند  شعاعی 
نخستین  که  توابع  این  تحلیلی  شکل  می آیند.  دست  به 
مدل سازی  برای   )2001( وهمکاران  مارچنکو  توسط  بار 
میدان گرانی زمین مورد استفاده قرارگرفت، به صورت زیر 

است )ویتور،2009(:
 )6(

شعاعی  چندقطبی  مرتبه ی  بیانگر    n  ،)6( رابطه ی  در 
مرتبه ی  و  تابع  عمق  به  شعاعی  قطبی  چند  شکل  است. 
یک  ویژگی های  شعاعی  قطبی  چند  دارد.کرنل  بستگی  آن 
فیلتر باند محدود را دارد اما از آنجا که ضرایب لژاندر آن 
نیست  محدود  باند  توابع  نوع  از  نمی شوند،  صفر  هیچگاه 
به صورت  لژاندر چندقطبی شعاعی  )ویتور، 2009(. ضرایب 

زیر تعریف می شوند )کلیس و همکاران، 2007(:
 )7(

شعاعی  پایه  توابع  ازانواع  دیگر  یکی  پواسن  ویولت 
است که نخستین بار توسط هالچسیندر و همکاران )2003( 

معرفی شد)ویتور،2009(:
 )8(
  )9(

2- Low-pass filter


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

 







 


ψ

π
+

=
                                      )10(

بررسی کرنل ویولت پواسن درحوزه طیفی نشان می دهد 
که تغییر مرتبه n، اثری معادل با تغییرعمق دارد اما مرتبه های 
بالاتر ویولت پواسن شیب شدیدتری نسبت به مرتبه های پایین 
نوع  نیز  پواسن  کرنل  )ویتور،2009(.  دارند  مشابه  درعمق های 
دیگری از توابع پایه شعاعی است که معادل ویولت پواسن 
مرتبه صفر می باشد و با استفاده از رابطه ی تحلیلی زیر بیان 

می شود )کلیس و همکاران،2008(:
     )11(

کرنل پواسن مانند کرنل چندقطبی شعاعی ویژگی های 
کرنل  به  متناظر  لژاندر  دارد. ضرایب  را  محدود  باند  فیلتر 
پواسن به صورت زیر تعریف می شوند )کلیس و همکاران،2007(:

                         )12(

3. میدان گرانی زمین بر حسب توابع پایه ی شعاعی
آنومالی پتانسیل ثقل زمین در فضای خارج سطح زمین، 
یک تابع هارمونیک و منظم است که بر اساس قضیه ی رونگه-
کراراپ می توان آن را بر حسب ترکیبی خطی از توابع پایه ی 

غیر متعامد نمایش داد )مارچنکو، 1998(. 
به بیان دیگر، آنومالی پتانسیل ثقل T در بیرون کره ی بیرهامر به 
شعاع R می تواند توسط ترکیبی خطی از تعداد محدودی از توابع 
پایه ی شعاعی کروی که توابعی غیر متعامد هستند، به صورت زیر 

بیان شود )ویتور،2009(:
                 )13(

در رابطه ی )13(،  نقطه ی ارزیابی آنومالی پتانسیل ثقل،  
مرکز تابع پایه ی شعاعی،  ضرایب مقیاس بسط توابع پایه ی 
شعاعی، تعداد توابع پایه، و حاصل ضرب ثابت جهانی نیوتن 
در جرم زمین است. بدین ترتیب، هدف از مدل سازی محلی 
میدان ثقل، تعیین مراکز، عمق ها و ضرایب مقیاس توابع پایه 
خطی  تابک های  از  مشخصی  تعداد  از  استفاده  با  شعاعی 
میدان گرانی زمین می باشد. آنومالی جاذبه، نوسان جاذبه و 

آنومالی ارتفاعی از جمله تابک های خطی میدان گرانی زمین 
مورد  میدان  محلی  مدل سازی های  در  کرات  به  که  هستند 
استفاده قرار می گیرند و به ترتیب در روابط زیر نشان داده 

شده اند )موریتز، 1980(:  
   

 
   

 

− ∂
∆ = −

∂                         )14(   
 

 
 

 


δ ∂
= −

∂                                     )15(   
 

 
 

 



ζ

γ
=

                                          )16(   
 نقطه  نقطه ای بر روی سطح زمین ،  در روابط بالا 
γ جاذبه نرمال می باشد.  متناظر آن بر روی سطح تلوروئید و 
آنومالی  از مشاهدات  تنها  این تحقیق  اینکه در  به  با توجه 
جاذبه برای مدل سازی محلی میدان گرانی استفاده شده، در 
ادامه سیستم معادلات مشاهداتی تنها برای این نوع تابعک 
سازماندهی می شود. عملگر آنومالی جاذبه بر حسب توابع 

پایه شعاعی به صورت زیر تعریف می شود )ویتور،2009( :



    


    


    α ψ∆
=

∆ =∑                         )17(

 آنومالی جاذبه است که در   ∆ در رابطه ی )17(، 
∆ عملگر آنومالی جاذبه   ارزیابی می شود و 

 نقطه ی 
می باشد که با استفاده از رابطه ی زیر تعریف می شود:


          

 

    
 ∆

−∂
= Ψ − Ψ
∂

          )18(

بدین ترتیب، می توان سیستم معادلات مشاهداتی را بر 
حسب مشاهدات آنومالی جاذبه با استفاده از رابطه ی )18( 

تشکیل داد. 
 =                                                      )19(

شامل  مشاهدات  بردار   l  ،)19 )رابطه  بالا  رابطه ی  در 
 X و  ضرایب  ماتریس   A ،جاذبه شتاب  آنومالی  مشاهدات 
بردار مجهولات مدلسازی شامل ضرایب مقیاس توابع پایه ی 
 )   λ ϕ α( و موقعیت مراکز توابع پایه شعاعی) شعاعی )
است. شکل ماتریسی سیستم معادلات مشاهداتی با استفاده 

از دستگاه )20( نمایش داده می شود:

 
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)20(

مشاهدات  از  استفاده  با  مدلسازی  مجهولات  تعیین 
آنومالی جاذبه به عنوان یک مسئله ی معکوس غیرخطی در 
ژئودزی شناخته می شود که برای بدست آوردن مجهولات 
مسئله به یک روش پایدارسازی غیرخطی نیاز است. یکی 
از پرکاربردترین روش های پایدارسازی غیرخطی، الگوریتم 
لونبرگ- مارکواردت می باشد که در بخش بعدی درباره ی 

این الگوریتم به تفصیل توضیح داده شده است.

4. حل مسئله معکوس و پایدارسازی
پرکاربردترین  از  یکی  مارکواردت  لونبرگ-  الگوریتم 
معکوس  مسائل  حل  برای  پایدارسازی  الگوریتم های 
و  نیوتن  روش  بین  روشی  الگوریتم  این  است.  غیرخطی 
یافتن  الگوریتم  این  از  هدف  است.  نزولی  گرادیان  روش 
جواب مسائل مینیمم سازی کمترین مربعات غیرخطی است 
و جواب این مسئله به صورت تکراری از طریق رابطه زیر 

محاسبه می شود  )تیاگی، 2011(:
   )21( 

مجهول،   پارامترهای  بردار   Xk  ،)21( رابطه ی  در 
ماتریس      تکرار، امین   k در  پارامترها  تغییرات  بردار 
هسین،   ماتریس  ژاکوبین،  
تابعک های  بین  تفاضل  صورت  به  که  باقیمانده ها  بردار 
µ پارامتر  مشاهده شده و برآورد شده تعریف می شود، و 
پایدارسازی است. نحوه ی تعیین پارامتر پایدارسازی به این 
صورت است که اگر خطای خروجی در مرحله ای کاهش 

ثابت کاهش می دهند  از یک ضریب  استفاده  با  را  یابد،  
خطای  اگر  برعکس  و  یابد  کاهش  نزولی  گرادیان  اثر  تا 
اثر  افزایش  منظور  به  یابد،  افزایش  مرحله ای  در  خروجی 
گرادیان نزولی  را با همان ضریب ثابت افزایش می دهند. 
در هر مرحله از تکرار، مقادیر جدید مجهولات به صورت 

زیر محاسبه می شوند:
             )22(

لونبرگ- الگوریتم  عددی  کارایی  افزایش  منظور  به 
پارامتر  اولیه ی  مقدار  تعیین  برای  رابطه ای  مارکواردت، 
پایدارسازی و روشی برای به هنگام سازی آن در نظر گرفته شد. 
رابطه ی ارائه شده برای تعیین مقدار اولیه ی پارامتر پایدارسازی 
بر اساس ارزیابی ماتریس ژاکوبین مجهولات به ازای مقادیر 
اولیه ی پارامترهای توابع پایه ی شعاعی است )گاوین، 2013(. به 
لونبرگ-مارکواردت،  الگوریتم  افزایش کارایی عددی  منظور 
این الگوریتم با ارائه ی رابطه ای مناسب برای تعیین مقدار اولیه ی 
پارامتر پایدارسازی و روشی برای به هنگام سازی آن بهبود داده 
می شود. مقدار اولیه ی پارامتر پایدارسازی را می توان با استفاده 

از رابطه ی )23( تعیین کرد )گاوین، 2013(.
)23(

ارزیابی شده  ژاکوبین  ماتریس  فوق،   رابطه ی  در 
، و  یک ضریب ثابت  به ازای مقادیر اولیه ی مجهولات 
دلخواه است. در الگوریتم لونبرگ- مارکواردت، مقدار پارامتر 
پایدارسازی در هر مرحله بر رفتار سیستم معادلات مشاهداتی 
تأثیر می گذارد. انتخاب نامناسب پارامتر پایدارسازی می تواند 
مطلق،  مینیمم  جواب  به  همگرایی  سرعت  کاهش  موجب 
سیستم  ناپایداری  یا  و  نسبی،  مینیمم  جواب  به  همگرایی 
دلیل،   همین  به    .)2004 )آراندا،  گردد  مشاهداتی  معادلات 
پارامتر  هنگام سازی  به  برای  مناسب  روشی  تحقیق  این  در 
ρ به صورت  پایدارسازی ارائه می شود. در این روش پارامتر

یک عدد ثابت درنظر گرفته می شود )گاوین،2013(
                                        )24(

کاهش  تکرار  یک  در  خروجی  خطای  که  صورتی  در 
یابد، پارامتر P جایگزین مقدار به دست آمده در رابطه )24( 
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رابطه ی  از  استفاده  با    )µ پایدارسازی) پارامتر  و  می شود 
)25( به هنگام می شود )گاوین،2013(.

 )25(
 در هر تکرار با استفاده از رابطه ی  در  رابطه ی )25(، 

زیر تعریف می شود)گاوین،2013(.
                     )26(

در رابطه ی )26(، مجموع مربعات باقیمانده ها، و مجموع 
زیر  صورت  به  که  است  باقیمانده ها  و  پارامترها  تغییرات 

تعریف می شود)گاوین،2013(.
)27(

در صورت افزایش خطای خروجی در یک تکرار، پارامتر 
پایدارسازی به ترتیب زیر به هنگام می شود )گاوین،2013(

  µ µ ρ+ =          و          ρ α ρ+ =  )28(

5. مطالعه موردی: منطقه ی فارس ساحلی
به منظور بررسی کارایی انواع مختلف توابع پایه ی شعاعی 
کروی در مدل سازی محلی میدان گرانی زمین، منطقه ی فارس 
  λ< < ساحلی در محدوده ی طول جغرافیایی 
گرفته  نظر  در    ϕ< جغرافیایی  عرض  و 
شتاب  مشاهدات  شامل  منطقه  این  داده های  مجموعه  شد. 
گرانی در 6350 نقطه است که از بین آنها تعداد 106 نقطه به 
عنوان نقطه ی کنترل انتخاب شد. علاوه بر این، از 4 نقطه ی 
GPS/Leveling موجود در این منطقه به عنوان نقاط کنترل 

ژئوئید محاسبه شده  مدل های  ارزیابی دقت  برای  ارتفاعی 
پایه ی شعاعی استفاده شد. تغییرات  انواع مختلف توابع  با 
ارتفاعی و تغییرات شتاب گرانی منطقه ی فارس ساحلی به 
ترتیب در نگاره های )1( و )2( نمایش داده شده است. ابتدا 
با کم کردن شتاب گرانی نرمال از مشاهدات شتاب جاذبه، 
آنومالی جاذبه در نقاط مشاهداتی و نقاط کنترل این منطقه 
بدست آمد. برای محاسبه ی شتاب گرانی نرمال از رابطه ی 
سومیگالیانا- پزتی )هکینن و موریز، 1967( استفاده شد. تغییرات 
آنومالی جاذبه در منطقه ی مورد بررسی در نگاره )3( نمایش 
اعمال  با  آنومالی جاذبه  داده شده است. سپس، مشاهدات 

تصحیح هوای آزاد به داده های آنومالی جاذبه ی هوای آزاد 
تبدیل شدند. رابطه ی تصحیح هوای آزاد به صورت زیر می 

باشد )صفری،2011(.
      )29(

 P نقطه  اورتومتریک  ارتفاع   
  ،)29( رابطه ی  در 

می باشد. 
هوای  جاذبه ی  آنومالی  مشاهدات  محلی سازی  برای 
آزاد مورد نیاز برای کاربردهای محلی، اثر جهانی میدان با 
از  تا درجه و مرتبه 360  از هارمونیک های کروی  استفاده 
روی مشاهدات حذف شد. لازم به ذکر است که ضرایب 
به    EGM2008 مدل  از  استفاده  با  کروی  هارمونیک های 
هوای  جاذبه  آنومالی  مشاهدات  ترتیب،  بدین  آمد.  دست 
در  گرانی  میدان  محلی  مدل سازی  برای  باقیمانده  آزاد 
در  آن  تغییرات  که  آمد  دست  به  ساحلی  فارس  منطقه ی 

نگاره )4( نشان داده شده است.
پایه ی  توابع  انواع  از  یک  هر  پارمترهای  تعیین  برای 
منظم  گرید  شبکه ی  یک  در  پایه  تابع   169 ابتدا  شعاعی، 
صورت  به  توابع  این  اولیه ی  عمق  سپس  شدند.  چیده 
تجربی مشخص شد. بدین ترتیب با تعیین موقعیت اولیه ی 
مراکز و عمق RBF ها، ضرایب مقیاس اولیه ی آنها از طریق 
از  پس  می شود.  تعیین  خطی  مربعات  کمترین  سرشکنی 
پایه ی  توابع  پارامترهای  مجهولات،  اولیه ی  مقادیر  تعیین 
براساس  مشاهداتی  معادلات  سیستم  تشکیل  با  شعاعی 
استفاده  با  باقیمانده  آزاد  آنومالی جاذبه ی هوای  مشاهدات 
از الگوریتم لونبرگ مارکواردت طی یک پروسه ی تکراری 
بهینه سازی شدند. پس از برآورد مقادیر بهینه ی پارامترهای 
کرنل های جرم نقطه ای، چندقطبی شعاعی مرتبه 2، ویولت 
پواسن مرتبه 2 و کرنل پواسن آنومالی جاذبه ی هوای آزاد 
 ،)5( نگاره  در  شد.  محاسبه  مشاهداتی  نقاط  در  باقیمانده 
تغییرات آنومالی جاذبه ی هوای آزاد باقی مانده محاسبه شده 
به روش پیشنهادی برای هر 4 نوع کرنل تابع پایه ی شعاعی 
نشان داده شده است. با تعریف باقیمانده های سرشکنی به 
صورت تفاضل بین آنومالی جاذبه ی هوای آزاد باقی مانده ی 


       µ µ+ = × − × −




    




   


σ
−−

=


 ∆ =
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پایه ی  توابع  از  استفاده  با  شده  مدلسازی  و  شده  مشاهده 
داده  نشان   )6( نگاره  در  باقیمانده ها  این  تغییرات  شعاعی، 
شده است. در جدول )1( اطلاعات آماری مربوط به هر یک 
از مدل های محاسبه شده با استفاده از کرنل جرم نقطه ای، 
مرتبه 2و کرنل  پواسن  مرتبه 2، ویولت  چندقطبی شعاعی 
پواسن آورده شده است. مقایسه ی نتایج حاصل از کرنل های 
مختلف نشان می دهد که دقت های به دست آمده برای هر 
کدام از کرنل ها به یکدیگر بسیار نزدیک می باشند. با توجه 
به اینکه برای کرنل های مختلف عمق های متفاوتی انتخاب 

مناسب  عمق  انتخاب  با  که  گرفت  نتیجه  می توان  شده، 
برای  مشابهی  دقت های  به  کرنل ها،  این  از  کدام  هر  برای 

مدل سازی میدان گرانی زمین می رسیم.
به منظور بررسی عملکرد کرنل های مختلف توابع پایه ی 
ژئوئید   ارتفاعات  دقت  ژئوئید،  مدل  محاسبه ی  در  شعاعی 
ژئوئید  ارتفاع  شد.  بررسی   GPS/Leveling نقطه ی  در4 
آنومالی  ابتدا  که  شدند  محاسبه  ترتیب  این  به  نقاط  این 
از  استفاده  با  میدان  جهانی  اثر  حذف  با  باقیمانده  پتانسیل 
و  شده  محاسبه   360 مرتبه ی  و  درجه  تا   EGM2008 مدل 

نگاره1: تغییرات ارتفاعی منطقه ی مورد 
بررسی )متر(

نگاره 2: تغییرات شتاب گرانی مشاهده شده 
در منطقه مورد بررسی )میلی گال(

نگاره 3: تغییرات آنومالی جاذبه در منطقه 
مورد بررسی )میلی گال(

نگاره 4: تغییرات آنومالی جاذبه ی هوای آزاد 
باقیمانده در منطقه مورد بررسی )میلی گال(
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از  استفاده  با  نقاط  این  در  باقیمانده  پتانسیل  آنومالی  سپس 
پارامترهای توابع پایه ی شعاعی برآورد شد. با جمع آنومالی 
هارمونیک های  از  استفاده  با  شده  محاسبه  جهانی  پتانسیل 
کروی و آنومالی پتانسیل باقیمانده ی محاسبه شده با استفاده 
از توابع پایه ی شعاعی و استفاده از فرمول برنز در میدان نرمال 
سومیگلیانا-پزتی )اردلان و گرافاند،2001(، ارتفاع شبه ژئوئید در 
این نقاط کنترل ارتفاعی به دست آمد. سپس با اعمال تصحیح 
شبه ژئوئید )اختلاف بین سطوح ژئوئید و شبه ژئوئید(، ارتفاع 
ژئوئید در این نقاط بدست آمد. رابطه ی تصحیح شبه ژئوئید 

به صورت زیر می باشد )فدرستون و کربای، 1998(


 ζ
γ
∆

− ≈
                                         )30(

آنومالی   
∆ اورتومتریک،  ارتفاع   H،فوق رابطه ی  در 

است.  سومیگلیانا-پزتی  نرمال  میدان   γ و  بوگه  جاذبه ی 
اطلاعات آماری مربوط به اختلاف ارتفاع ژئوئید به دست 
و  شعاعی  پایه ی  توابع  کرنل های  انواع  از  استفاده  با  آمده 
در   GPS/Leveling نقاط  در  شده  مشاهده  ژئوئید  ارتفاع 
جدول )2( ارائه شده است. نتایج بدست آمده نشان می دهد 
در  است.  یکسان  کرنل های مختلف  برای  ژئوئید  که دقت 
نگاره )7( مدل ژئوئید محاسبه شده با استفاده از هر 4 نوع 

کرنل تابع پایه ی شعاعی نشان داده شده است.

6. بحث و نتیجه گیری
پایه ی  توابع  مختلف  انواع  عملکرد  تحقیق  این   در 
استفاده  با  شعاعی در مدل سازی محلی میدان گرانی زمین 
فارس ساحلی مورد  منطقه ی  در  داده های شتاب گرانی  از 

نگاره 5: تغییرات آنومالی جاذبه ی هوای آزاد باقی مانده مدل سازی شده با استفاده از )1( کرنل جرم نقطه ای، )2( چند قطبی 
شعاعی مرتبه 2، )3( ویولت پواسن مرتبه 2، و )4( کرنل پواسن )میلی گال(

جدول1: دقت مدل های آنومالی جاذبه ی هوای آزاد باقیمانده با استفاده از انواع مختلف توابع پایه ی شعاعی )میلی گال(
عمق توابع پایه ی شعاعی نوع تابع پایه ی شعاعی

)کیلومتر(
انحراف میانگینماکزیمممینیممتعداد توابع پایه ی شعاعی

معیار

1/961/56-10/5410/83-18/75169کرنل جرم نقطه ای

9/579/920/00131/45-18/75169چندقطبی شعاعی مرتبه 2

13/1010/840/0021/89-19/15169ویولت پواسن مرتبه 2

0/0281/42-10/689/9.7676-18/83169کرنل پواسن
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جدول2: برآورد دقت  ژئوئید در نقاط GPS/Levelling با استفاده از انواع مختلف توابع پایه ی شعاعی کروی )متر(
عمق توابع پایه ی شعاعی نوع تابع پایه ی شعاعی

)کیلومتر(
انحراف معیارمیانگینماکزیمممینیممتعداد توابع پایه ی شعاعی

18/751690/036720/331840/1478050/127649کرنل جرم نقطه ای

18/751690/036730/331850/1478190/127650چندقطبی شعاعی مرتبه 2

19/151690/036740/331860/1478320/127649ویولت پواسن مرتبه 2

18/831690/036730/331850/1478180/127649کرنل پواسن

نگاره 6: تغییرات باقیمانده های سرشکنی محاسبه شده با استفاده از )1( کرنل جرم نقطه ای، )2( چند قطبی شعاعی مرتبه 2، 
)3( ویولت پواسن مرتبه 2، و )4( کرنل پواسن )میلی گال(

نگاره 7: مدل ژئوئید محاسبه شده با استفاده از )1( کرنل جرم نقطه ای، )2( چند قطبی شعاعی مرتبه 2، )3( ویولت پواسن 
مرتبه 2، و )4( کرنل پواسن )متر(
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بررسی قرار گرفت. کرنل جرم نقطه ای، چندقطبی شعاعی 
مرتبه 2، کرنل پواسن و ویولت پواسن مرتبه 2، انواع متداول 
توابع پایه ی شعاعی در مدلسازی میدان گرانی زمین هستند 

که در این تحقیق مورد بررسی قرار گرفتند. 
شعاعی،  پایه ی  توابع  کرنل های  این  از  یک  هر  برای 
مقیاس  ضرایب  و  عمق ها،  مراکز،  شامل  توابع  پارامترهای 
از  استفاده  با  و  مربعات  به روش کمترین  به طور همزمان 
پروسه ی  یک  طی  مارکواردت  لونبرگ  غیرخطی  الگوریتم 

تکراری تعیین شدند. 
مقایسه عملکرد کرنل های مختلف توابع پایه ی شعاعی 
نشان داد که در مدل سازی محلی میدان گرانی زمین با استفاده 
از توابع پایه شعاعی، در صورت انتخاب عمق مناسب برای 
این توابع، کرنل های مختلف به مدل هایی با دقت های مشابه 

منتج می شوند. 
کنترل  نقاط  برای   )2( جدول  در  آمده  دست  به  نتایج 
این  برای  دقت  مقادیر  که  می دهد  نشان   GPS/Levelling

کرنل ها در رقم پنجم و ششم اعشار متفاوت است که این 
دلیلی برای صحت کار انجام شده می باشد. 

زیر  موارد  به  می توان  تحقیق  این  برجسته ی  نکات  از 
اشاره کرد:

و  شعاعی  پایه ی  توابع  مختلف  انواع  عملکرد  مقایسه ی   -
تأثیر آنها بر مدل سازی محلی میدان گرانی زمین

- کاهش تعداد توابع پایه ی شعاعی مورد نیاز برای مدلسازی 
میدان گرانی زمین در مقایسه با تعداد مشاهدات موجود در 

منطقه
شعاعی  پایه ی  توابع  مجهول  پارامترهای  همزمان  حل   -
لونبرگ- غیرخطی  پایدارسازی  الگوریتم  از  استفاده  با 

مارکواردت
- ارائه ی رابطه ای مناسب برای تعیین مقدار اولیه ی پارامتر 

پایدارسازی در الگوریتم لونبرگ- مارکواردت
پارامتر  سازی  هنگام  به  برای  مناسب  روشی  ارائه ی   -
مبنای  بر  مارکواردت  لونبرگ   الگوریتم  در  پایدارسازی 

مقادیر پارامترهای مجهول مدلسازی در هر تکرار.
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