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بررسی تأثیر تدریس بر میزان درک دانش آموزان دختر سال سوم ریاضی از 
مفهوم حد و رشد توانایی فضایی آنها با تأکید برفعالیت های مبتنی بر تجسم

هدف: بخش مهمی از درک و تفکر دانش آموزان از ریاضیات از طریق تجسم شکل می گیرد. مفهوم "حد" در 
ریاضی از جایگاهی خاص برخوردار اس��ت. پژوهش ها نش��ان می دهند که دانش آموزان در درک این مفهوم با 
مشکلات و چالش های فراوانی روبرو هستند. به نظر می رسد تکیه بر آموزش رویه ای می تواند یکی از عوامل 
مؤثر بر این امر باش��د. تحقیق حاضر در پی آن اس��ت که تأثیر آموزش مفهوم "حد" به کمک رویکرد تجس��م 
محور بر درک دانش آموزان و نیز توانایی فضایی آنها را بررسی کند. روش: جامعۀ مورد مطالعه در این تحقیق، 
دانش آموزان دختر س��ال سوم دبیرستان در رشته ریاضی- فیزیک  دو شهرستان استان کردستان و نمونۀ آن 34 

دانش آموز سال سوم ریاضی هستند.
از آنجا که دانش آموزان قبلًا در دو کلاس گنجانده شده بودند و پژوهشگران این مطالعه امکان انتخاب تصادفی 
آنها را برای دو گروه کنترل و آزمون نداشتند، از طرح نیمه آزمایشی پیش آزمون- پس آزمون با گروه کنترل استفاده 
شد؛ بدین صورت یکی از کلاس ها به صورت تصادفی گروه آزمون و دیگری گروه کنترل درنظر گرفته شد. در 
این مطالعه، روش تدریس به عنوان متغیر مستقل و توانایی فضایی و درک مفهوم حد نیز متغیرهای وابسته در 
نظر گرفته شدند. پیش آزمون نشان داد که دو گروه قبل از اعمال متغیر مستقل، از نظر متغیرهای وابسته تفاوت 
معناداری نداشتند. در طول سه هفتۀ آموزشی، مفهوم حد را یکی از مؤلفان مقاله به هر دو گروه آموزش داد. شیوۀ 
تدریس به گروه کنترل روش معمول و برای گروه آزمون با رویکرد تجسم محور، با ارائۀ فعالیت های تصویری/ 
دیداری بود. این فعالیت ها به گونه ای طراحی شده بودند که بازنمایی های مختلف مفهوم حد در آنها ارائه شده 
بود. در تحلیل داده ها از روش "تحلیل واریانس چند متغیره" استفاده شد. نتيجه گيري: یافته های تحقیق نشان 
داد که تدریس از طریق ارائۀ فعالیت های مبتنی بر تجسم از حد، بر درک دانش آموزان از مفهوم حد تأثیرگذار و 
تفاوت بین دو گروه در این مورد معنادار است. اما ارائۀ فعالیت های مبتنی بر تجسم در تدریس حد، تأثیری بر 

افزایش توانایی فضایی دانش آموزان ندارد و از این نظر تفاوت دو گروه معنادار نیست.
 واژه هاي كليدي: مفهوم حد، بازنمایی های چندگانه، تفکر تجسم- محور، توانایی فضایی
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 The Effect of Visualization-Based Teaching Approach
 on Understanding the Concept of Limit and the Spatial

Ability Amongst High School Students
Objective: An important part of students’ understanding and thinking of mathematics is 
shaped through visualization. The concept of "limit" has a special place in mathematics. 
Researches have shown that students face problems and challenges in understanding 
this concept. It seems that relying on the procedural approach in teaching could be 
one of the factors affecting it, considering that in this approach, algorithmic thinking is 
mostly advanced. This study examines the effects of teaching based on visualization on 
students’ understanding of the concept of "limit" and their spatial ability. Method: This 
study enrolled 32 female high school students (11th grade) majoring in mathematics – 
physics from two cities in Kordestan. Since students were already assigned in 2 classes, 
random sampling was not administered. We considered semi-experimental pre-test- 
post-test control group for this study. Randomly one of the classes was selected as the 
control group and other one as the experimental group. The teaching method was the 
independent variable and understanding the concept of ‘limit’ and spatial ability were 
dependent variables. The Pre-test indicated that there was no significant difference 
between two groups with regard to the dependent variables before intervening with the 
independent variable. During the three weeks of instruction, concept of ‘limit’ was taught 
to both groups. The control group was taught with a traditional approach whereas the test 
group was treated by visual-based approach accompanied with visualization activities.  
MANOVA was used to analyze the data. Conclusion: Our findings revealed that using 
visual activities in teaching the concept of ‘limit’, improves students’ understanding of it 
and the difference between groups was statistically significant. This intervention however 
did not enhance the spatial ability of the students. 
Keywords: concept of limit, multiple-representations, visual-based approach, spatial 
ability 
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تصویرس��ازی  ذهنی اس��ت )فلیپس10،  نوریس11 و مک 
ناب12، 2010(. فرآیند تجس��م کردن در ریاضیات که به 
بررس��ی، کش��ف و درک مفاهیم منجر می شود، مستلزم 
فرآیند تش��کیل و دس��ت کاری  تصاویر ب��ا قلم و کاغذ، 

فن آوری و یا  فرآیندی ذهنی است )جونز، 2001(. 
البته  کاربس��ت روش های مبتنی بر تجس��م در آموزش 
مفاهی��م ریاض��ی، ب��ه س��ادگی روش های دیگ��ر )مثلًا 
س��خنرانی( نیست، زیرا پیدا کردن  نمونه های شهودی و 
مجسم از مفاهیم انتزاعی ریاضی، همواره  آسان نیست. از 
این گذشته، به نظر می رسد بیشتر معلمان با به کارگیری 
این روش در آموزش مفاهیم ریاضی آش��نا نیس��تند. اما 
مانکوس��و13 )2005( از عصر بازگشت به تفکر مبتنی بر 
تجسم یا رنس��انس تفکر تجسم محور14 در ریاضیات در 
طول دهه های اخیر سخن می گوید. به نظر وی این علاقه 
به تجس��م در منطق و ریاضیات، یکی از نتایج تحولاتی 
اس��ت که در زمینه های مختلف، از جمله علوم کامپیوتر، 
ریاضی��ات، آموزش ریاضی، روان شناس��ی ش��ناختی و 
فلسفه روی داده است. به عقیدۀ مانکوسو )2005(، برای 
پ��رورش تفکر بصری و تجس��می، دانش آموزان باید از 
دانش لازم برای درک نمودارها آگاه شوند تا بتوانند آنها 
را تفس��یر و در حل مس��ایل ریاضی به کاربرند. به  نظر 
تال )1991(، در حالت کلی، دانش آموزان برای تجس��م 
مفاهیم ریاضی از مهارت های بسیار ضعیفی برخوردارند 
و اس��تفاده از نموداره��ا، تصاویر، اش��کال هندس��ی و 
مدل ها نی��ز می تواند راهی برای تص��ور مفاهیم انتزاعی 
در ریاضیات  باش��د. دانش آموزان��ی که با رویکرد مبتنی 

مقدمه
امروزه رش��د و کاربست مهارت های تفکر و حل مسئله 
در محی��ط کار و جه��ان واقعی، از نیازه��ای مهم جامعه 
اس��ت. در چنین جهانی، درک ریاضی فرصت هایی برای 
مواجهه با مسایل و حل آنها  در اختیار افراد قرار می دهد. 
مطالع��ات تجربی مختلف در مورد نق��ش بازنمایی های 
بصری1 در ریاضیات نش��ان می دهند که تجارب بصری 
افراد مدت طولانی تری در حافظۀ آنها می ماند و توانایی 
یادآوری آنها نیز راحت ت��ر از بازنمایی های نمادین و یا 
کلامی اس��ت )ریورا2، 2011(. در ای��ن ارتباط، هادامار3 
)نق��ل از: جون��ز4، 2001( بی��ان ک��رده که بس��یاری از 
ش��یوه های تفکر، که در ریاضیات س��طح بالا مورد نیاز 
اس��ت، از فضای طبیع��ت الهام گرفته می ش��وند، لذا به 
نظر می رس��د تفکر بصری و فضایی5 با مشاهدۀ طبیعت 
و تجس��م6 اشیای هندس��ی و فضایی برگرفته از طبیعت 
رش��د می کند. به عقیدۀ برخی محققان آموزش ریاضی، 
ریاضیات پش��ت صحنه در مقایسه با ریاضیات پیشِ رو، 
بیشتر با ایده های بصری شکل گرفته است، به طوری که 
کار اغل��ب ریاضیدانان با تجربه، خالی از تفکر  مبتنی بر 

تجسم و استدلال های بصری7 نیست )تال8، 1991(. 
ب��ه عقیدۀ گینزبرگ9 و هم��کاران )2003، نقل از: ریورا، 
2011(، ریاضیات��ی که ک��ودکان در محیط های فیزیکی 
و اجتماع��ی اطراف خود با آن مواجه اند، ممکن اس��ت 
ص��وری و نمادین یا ش��هودی و یا اس��اس آن تجارب  
اجتماعی و فرهنگی و یا تا میزان بس��یار کم، حتی ممکن 
اس��ت رسمی ش��ده باش��د. )بنابراین حتی ریاضیاتی که 
ک��ودکان در بازی ه��ا و روابط با یکدیگر ی��اد می گیرند 
می تواند در اس��تدلال های آتی آنها به کار گرفته ش��ود. 
کودک��ی را در نظر بگیرید که به بازی با برخی  اش��یای 
نامرئی و خیالی مشغول است و در ذهن خود و با تجسم 
کردن، آنها را می شمارد. این فعالیت در حقیقت زمینه ساز 
تش��کیل مفهوم عدد در ذهن او خواهد بود. عمل تجسم 
در واق��ع ترجمۀ ی��ک رویداد خارجی به ذهنی اس��ت. 
تجس��م، یک بازنمایی تصویری و تجس��م کردن، فرایند 
ایج��اد یک نمایش تصوی��ری در ذهن و معمولاً مترادف  

1- Visual Representations
2- Rivera
3- Hadamard
4- Jones
5- Visual and spatial thinking
6- Visualization
7- Visual reasonings
8- Tall
9- Ginsburg
10- Phillips
11- Norris
12- Macnab
13- Mancosu

14- در این مقاله "تفکر مبتنی بر تجسم" و "تفکر تجسم محور" مترادف در نظر 
گرفته شده اند.
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ارتباط��ی ندارند؛ از این رو ملموس و قابل درک نیس��تند 
و فقط عدۀ خاص��ی  توانایی درک آنها  را دارند. به نظر 
بیش��اپ7 )1983؛ نق��ل از: ریحانی و هم��کاران،2011(، 
دانش آموزان به بازنمایی های تجس��می علاقه مندند، اما 
متأس��فانه معلمان و متون درس��ی، آنها را در این مس��یر 
هدای��ت نمی کنند. از دیدگاه او ریاضیات مدرس��ه اي به 
انجام دادن محاس��بات تبدیل ش��ده است. برخی معلمان 
از همان ابت��دای کار و بدون هیچ مقدم��ه ای، با هدایت 
دانش آموزان به سمت استفاده از نمادها و رویه های پیدا 
کردن مقدار حد، آنها را از درک درس��ت مفهوم حد دور 
می کنند. دانش آموزان نیز معمولاً توانایی محاس��بۀ حدها 
را ب��ا به کارگیری الگوریتم��ی فرمول ها و رویه ها، بدون 
آنکه قادر به تفسیر نتایج کار خود باشند. لذا شاید بیشتر 
دانش آموزان با تمرکز بر روش جبری و الگوریتمی برای 
محاس��به، بتوانند مس��ایل معمولی را حل کنند ولی برای 
حل  مس��ایل غیر معم��ول و غیر روتی��ن، نیازمند درک 
ویژگی های خاصی از مفهوم حد هستند )جوتر8، 2006(. 
همچنین معلمی که قبل از مفهوم سازی  به بیان رویه ها و 
قواعد می پردازد، ممکن است مانع ساخت طرح واره های 
درستی از مفهوم حد شود. مثلًا معلم از همان ابتدای کار 

بیان کند که:
"... برای درک مفهوم حد تابع و مشاهدۀ حالات مختلف 
حد یک تابع، کافی است با توابع گویا کار کنیم، که نتیجه 

می تواند یکی از اشکال زیر باشد:
الف( یک عدد صحیح

ب( یک عدد گویا
 که c یک عدد صحیح غیر صفر اس��ت و س��پس 

c
0 ج( 

نتیجه برابر صفر است. 
 که c یک عدد صحیح غیر صفر و در نتیجه مقدار 

0
c د( 

آن نامعلوم است.
 باش��د که باز هم 

0
0 و( همچنین، حد تابع می تواند مانند 

بر تجس��م آموزش می بینند، می توانند یک مس��ئله را از 
دیدگاه های متفاوت بررس��ی کنند که این موضوع ایجاد 
راه حل هاي گوناگون را در پی خواهد داشت )ریحانی1، 
حاجی بابایی2 و عرب زاده3، 2011(. بنابراین دانش آموزان 
بای��د تجارب لازم براي انتخاب، ب��ه کارگیری و ترجمۀ 
بازنمایی ه��ای مختل��ف برای حل مس��ایل ریاضی را به 
دس��ت آورده و ق��ادر به ترجمۀ ارائه ه��ای مختلف یک 
مفهوم به یکدیگر باشند )NCTM 2000(4. از این رو به 
نظر می رس��د، زمانی آموزش معنادار مفاهیم ریاضی رخ 
می دهد که با تلفیقی از مدل های ریاضی و س��اختارهای 

هندسی و فیزیکی همراه باشد. 
ح��د یک��ی از مفاهی��م مه��م و کارب��ردی در ریاضیات 
اس��ت که  پایۀ بس��یاری از مفاهیم حساب دیفرانسیل و 
انتگرال را تش��کیل می دهد و به بسیاری از مفاهیم دیگر 
نظی��ر بی نهایت ب��زرگ، بی نهایت کوچ��ک، همگرایی 
و غیره مرتبط می ش��ود. در ریاضیات مدرس��ه ای ایران، 
دانش آم��وزان  حتی قب��ل از برخورد ب��ا مفهوم حد، در 
مبحث دنباله ها )ریاضیات س��ال دوم دبیرستان، 2009(، 
با مفهوم میل کردن آشنا می شوند. همچنین در سال سوم 
متوس��طه و پیش دانش��گاهی و به دنبال آن در ریاضیات  
دورۀ دانشگاهی نیز با این مفهوم به طور مستمر سروکار 
دارن��د. در ریاضیات دبیرس��تان، معم��ولاً از مفهوم حد 
برای بیان رفتار یک تابع، یک س��ری یا دنباله ای از اعداد 
اس��تفاده و به بررسی این رفتار در نقاط روی صفحه و یا 
در بی نهایت پرداخته می شود. حد در حساب دیفرانسیل 
و انتگ��رال و نیز در آنالیز ریاضی، همچنین برای تعریف 
مش��تق، انتگرال و نیز مفهوم پیوستگی مورد استفاده قرار 

می گیرد. 
کارن��و5 )1991، نق��ل از: یوردان6، 2005( معتقد اس��ت 
ک��ه مفهوم ح��د دارای یک نقش محوری اس��ت که در 
آنالیز ریاضی کاملًا ریش��ه دارد. به نظر می رسد بسیاری 
از دانش آم��وزان با مفهوم حد مش��کل دارند و اس��اس  
جهان بین��ی ریاضی بیش��تر آنها این اس��ت که ریاضیات 
مجموع��ه ای از فرمول ه��ا و محاس��بات پیچی��دۀ روی 
آنهاس��ت که ب��ا دنیای واقع��ی و فعالیت ه��ای روزمره 

1- Reyhani
2- Hajibabai
3- Arab zade
4- National Council of 
Teachers of Mathematics 

5- Cornu
6- Jordaan
7- Bishap
8- Jutter
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است، به نظر می رسد یک روش منحصر به فرد که بتواند 
ب��ه تنهایی تمام نیازهای آموزش��ی را برآورده کند وجود 
ن��دارد و روش های تجس��می، منطقی/کلامی و نمادین، 
مکم��ل ه��م بوده و در یک موقعیت مس��ئله و بس��ته به 
ش��رایط آن، ممکن اس��ت یکی یا ترکیبی از آنها راه گشا 
باش��د. ریورا )2011( بین دو روش نمادین و بصری در 
آموزش ریاضیات مقایس��ه ای کرده که در جدول 1 آمده 
اس��ت. با توجه به ویژگی های این دو روش )جدول1(، 
به نظر می رس��د که هیچ یک به تنهایی برای فهم و درک 
ریاضی کافی نیس��تند، بلکه مکمل یکدیگرند؛ فقط نکته 
این اس��ت که در چه مرحله ای و چگونه هر یک از این 

روش ها باید به کار گرفته شوند.

مقدار آن نامعلوم است....")هیت1، چاوز2، 1999(.
در این حالت دانش آموز ممکن است با استفاده از قواعد 
به حل تمرین ها و مس��ایل روتین پرداخته و نیاز به درک 
مفهومی را حس نکند و در نتیجه در حل  مس��ایلی که با 
سطوح بالاتر تفکر و پیچیدگی سر و کار دارند و یا درک 
مفاهیم مرتبط با حد دچار مش��کل شود. اما واقعیت این 
است که یادگیری ریاضیات فقط به محاسبات رویه ای با 
فرمول ها محدود نمی ش��ود، بلکه یکی از اهداف اصلی، 
درک مفاهیم ریاضی اس��ت که بخش��ی از این درک، از 
طریق تجس��م صورت میگیرد. مطالعۀ حاضر قصد دارد 
با تأکید بر جنبه های بصری و تجس��می از مفهوم حد، به 
کاهش برخی مشکلات دانش آموزان در درک این مفهوم 

کمک کند.
چارچ ب نظری تحقيق

نظریه پردازان مدل های شناختی توسعه یافته ای دارند که 
چگونگی فرآیندهای ذهنی انس��ان برای س��اخت معنا را 
توضیح می دهند. رویکرد مجس��م ساختن برای یادگیری 
مفاهیم ریاضی نیز همواره مورد توجه این نظریه پردازان 
بوده اس��ت. ری��ورا )2011( معتقد اس��ت تفکر ریاضی، 
ب��ا ویژگ��ی حرکت آزادان��ه میان حالت های تجس��می، 
ش��هودی، نمادین، رسمی، غیررسمی، تحلیلی، ادراکی و 
کلامی مش��خص می شود. لذا تجسم کردن و تفکر مبتنی 
بر تجس��م همواره جزء اصلی فرآیند فهم ریاضی است. 
میجا راموس3 و تال  )2004(  مطرح  کرده اند که حساب 
دیفرانس��یل و انتگرال، مانند هر تلاش انسانی دیگری، بر 
تجارب و باورهای انس��ان استوار اس��ت و تمرکز ما بر 
درک اش��یای دنیای واقعی باعث می شود که ما از طریق 
به کارگیری "تجارب متصورشده4" به طبقه بندی این اشیا، 
در نظر گرفتن خواص آنها و س��اختن مفاهیم پیچیده تر 
بپردازی��م. میجا راموس و تال معتقدند این امر تحول در 
ش��روع حسابان را موجب ش��ده و در این وضعیت، حد 
به عنوان یک "مفهوم مجس��م ضمنی5" و نه یک تعریف 

مستقیم صوری و رسمی معرفی می شود. 
ب��ا وجود اینک��ه در جامعۀ آموزش��گران ریاض��ی بر به 
کارگی��ری روش های مبتنی بر تجس��م تأکید زیاد ش��ده 

جدول1-  مقایسۀ دو روش نمادین و بصری در آموزش 
ریاضی از دیدگاه ریورا )2011(

1- Hitt 
2- Chavez
3- Ramos
4- Thought experiments

5- Implicit Embodied Concept
6- Spatial & Dynamic
7- Diagrammatic

نمادینبصری

رسمی و اثبات محورغیررسمی و آزمایشی

منطقی و تحلیلیشهودی

غیرشهودی شهودی

الگوریتمیتجربی

هدفابزار و مسیر

اکتشاف و  توسعۀ درکتشکیل و استفاده از تصاویر

نمادینهندسی
کلامی، محاسباتی و جبریفضایی و پویا6

نمادین و جمله ای مبتنی بر نمودار7

زبانیتصویری

نیاز شناختی پاییننیاز شناختی بالا

تعمیم پذیرروشنگر

اثباتیمولد و وابسته به  قوۀ حافظه

خطی ترتیبیمسیرهای چندگانه
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1- Hsu
2- Subject-oriented
3- Object- oriented

عمل در دنیای واقعی ش��روع )مانند ش��مارش( و سپس 
نمادین ش��ده و به عنوان یک مفهوم به حس��اب می آید 
)مانند مفهوم عدد(. این جهان ش��امل دس��ت ورزی های  
ع��ددی و نمادی��ن بوده و مس��تلزم ش��کل گیری مفهوم 
اس��ت و بازنمایی های بصری را به صورت مفاهیم قابل 
تجس��م و در قالب تعامل فرآیند - مفهوم فشرده می کند. 
تال)2003( این مرحله را برای بس��یاری از دانش آموزان  
مرحل��ه ای پیچیده و بغرنج می دان��د و اعتقاد دارد که در 
این مرحله دانش آموزان در درک مفاهیم با مشکل مواجه 

می شوند.  
مرحل��ۀ نهایی )جهان صوری( ک��ه از تجارب دو مرحلۀ  
قبل شکل می گیرد، دارای ماهیت استقرایی یا قیاسی بوده 
و مبتن��ی بر ارائ��ه ای منطقی و کلامی اس��ت. این جهان 
بر س��اختن دس��تگاه های اصول موضوعه ای، تعاریف و 
اثبات های رسمی و صوری تمرکز می کند )تال، 2004(. 
ب��ه طور خلاصه می توان گفت، جهان مجس��م س��اختن 
ش��امل ادراک، تجارب واقعی و تجارب متصور شده ای 
اس��ت که به وسیلۀ تجسم شکل می گیرد. جهان فرهومی  
ب��ه ما این امکان را می دهد که ب��ه تدوین، فرموله کردن 
و حل مس��ایل با دقت بسیار زیاد بپردازیم )همان منبع(. 
جهان صوری نیز وقتی ش��کل می گیرد که شخص بتواند 
برای تعریف مفاهیم و خواص ریاضی از عبارات نمادین  
اس��تفاده کند و توانایی دیدن مفاهیم را به اش��کال دیگر 
داشته باش��د )شکل1(. شکل 1- الف، سه جهان ریاضی 
مدل تال و شکل 1- ب به کمک این مدل ساختار درک 
مفاهیم حس��ابان از جمله مفهوم حد را نشان می دهد. با 
توجه به این ش��کل می توان دی��د که برای درک مفاهیم، 
در مرحلۀ اول باید از بازنمایی های تجسمی استفاده کرد. 
تال)2007( با ذکر مثالی س��اده ارتباط بین این سه جهان 
متفاوت را روش��ن می کند. در جهان تجسمی 2+3 همان 
3+2  اس��ت، زیرا می توان آن را در قالب اش��یا تجس��م 
کرد. در جهان نمادین2+3  همان 3+2 اس��ت، زیرا قابل  
محاس��به است. در جهان صوری و با یک ساختار خاص 

برای مثال، ت��ال)2003( توصیه کرده اس��ت برای اینکه 
دانش آموزان بتوانند به طور معنادار نماد بس��ازند، باید از 
دست ورزی های عددی و نمادین با هم استفاده کنند. به 
نظر او این امر می تواند از طریق بازنمایی های تجس��می/ 
تصویری از نمودارها، دست کاری آنها در ذهن و مشاهدۀ 
تغییر رفتار آنها انجام ش��ود. برای مثال، دانش آموزان قبل 
از آنک��ه ب��ا تعریف مش��تق کار کنن��د، می توانند مفهوم 
"خطی س��ازی" توابع مشتق پذیر را با بزرگ نمایی بخشی 
از نم��ودار تابع حول یک نقط��ه از آن  تجربه کنند )تال، 

.)2004
در م��ورد نح��وه ش��کل گیری و درک ی��ک مفه��وم در 
ذهن یادگیرن��دگان نظریه های مختلفی وج��ود دارد که 
هم��ه  بر توانایی و انعطاف پذی��ری یادگیرنده در ترجمۀ 
بازنمایی ه��ای مختلف ی��ک مفهوم از جمل��ه بازنمایی 
هندس��ی به یک دیگر اش��اره دارند. بیش��تر این مدل ها 
حرک��ت از درک اولیۀ یک مفهوم ریاضی به مرحله ای را 
نش��ان می دهند که در آن مفهوم می تواند به عنوان  شیء 
ریاضی دیده ش��ود )و به عک��س(. از جمله این نظریه ها 
می ت��وان به نظریۀ تال اش��اره کرد. مدل س��ه جهانی تال 
ش��امل جهان مجس��م س��اختن، جهان فرهومی و جهان 

صوری- اصول موضوعه است. 
جهان اول، یعنی جهان مجس��م ساختن، با درک پدیده ها  
و اش��یا از طریق تفک��ر در اعمال ش��کل گرفته و بدون 
داشتن حس روش��نی از نتیجۀ عمل شروع می شود. این 
جهان ش��امل برداش��ت های فیزیکی اس��ت که از طریق 
تفک��ر عمی��ق همراه ب��ا بازخ��ورد، به تصورات��ی ذهنی 
)شیءانگاری( تبدیل می شود. جهان اول، همچنین، عمل 
بر اس��اس ترکیب��ی از ادراک، تجربه و آزمایش اس��ت و 
ش��امل حالت های بصری و فضایی از استدلال می شود. 
این جهان ک��ه دانش آموزان را با تجارب معنادار ریاضی 
آم��اده می کند، ابتدایی ترین مرحله ب��رای درک مفهوم و 

چارچوبی برای ارائۀ مطالب است.
در جه��ان فرهومی، اعمال روی��ه ای و مرحله به مرحله 
روی تص��ورات ذهنی از جهان اول انجام می ش��ود. این 
جهان با نمادها ش��کل می گیرد. جه��ان فرهومی از یک 
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ابراهيم ریحانی و همکاران 

xyyx ، زیرا یک اصل موضوعه  +=+ ریاضی داریم: 
است. 

)2004b ،شکل1-: )الف(- سه جهان ریاضی تال     )ب(- ساختار مفهومی حسابان )تال

جهان صوری
شامل تعریف و اثبات رسمی

ε-δ مانند تحلیل و تعریف بر حسب
یا تعاریف و تحلیل های غیر رسمی

)ب( )الف(

حسابان
جهان تجسم
شامل ادراک□
واقعی و تجارب

تجارب متصور شده

 
تجسم شیب

 ادراک

تجسم سطح

عمل

ورد
زخ

ا با
ه ب

مرا
ق ه

می
ر ع

فک
ت

جهان فرهومی
شامل محاسبات و دست-

ورزی های نمادین
 

 

نمادها      
به عنوان فرایند و مفهوم

∑b

a
dxxf )( x

x∫
b

a
dxxf )(

xx
dx
d sin)(cos −=dx

y= 3x -2   y=f)x(    

ورد
زخ

ا با
ه ب

مرا
ق ه

می
ر ع

فک
ت

جهان تجسم
شامل ادراک□

  تجارب واقعی و 
تجارب متصور شده

نمودارها
صفحات دکارتی

محور اعداد

ادراک

جهان فرهومی
شامل محاسبات 
ودست ورزی های

نمادین
حسابان نمادین

توابع، جبر، 
حساب

نمادها
به عنوان فرایند و

 مفهوم

عمل

جهان صوری 
شامل تعریف و اثبات رسمی

اگ��ر دانش یک فرد را به  صورت ش��بکه ای از گره ها و 
رواب��ط )یال ها( در نظر بگیریم، آن گاه گره ها حوزه های 
مختلف دانش و یال ها )در صورت وجود( بازنمایی هایی 
هس��تند که می توانند به عنوان یک میانجی برای پل زدن 
به ش��کاف بین حوزه های دانش و برقراری ارتباط میان 

آنها  مفید باشند )سگنچوک، 1997(. می توان گفت زمانی 
که ش��خص بتواند روابط نادیدنی بین مجموعه گره ها یا 
حوزه ه��ای منفرد از دانش خود را کش��ف و درک کند،  

دانشی منسجم و یک پارچه خواهد داشت )شکل2(.

شکل 2- نقشۀ مفهومی مدل تال

جهان تجسم
جهان فرهومی
جهان صوری

)الف( هر گره نشان دهندۀ بازنمایی مفهوم در یکی از مراحل مختلف از سه جهان تال است.
)ب( مجموعه هایی از گره ها و روابط که مفاهیم را شکل می دهند )جوتر، 2006(.

dx

dx

d
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براساس مدل تال، ش��یءانگاری مفاهیم در مراحل اولیه 
و س��طح تفکر انتزاعی در مرکز شبکۀ شکل گیری مفهوم 
است. این مدل از این نظر بسیار شبیه نظریۀ سطوح تفکر 
هندسی ون هیلی1 است که تأکید دارد با آموزش مناسب 

می توان دانش آموز را به سطح تفکر انتزاعی رساند. 
با توجه به آنچه ذکر شد، دانش جدید و درست هنگامی 
حاص��ل می ش��ود که یک ای��دۀ خوب را بت��وان به یک  
ش��بکۀ متصل غنی و یک پارچه پیوند داد. با توجه به این 
چارچوب، نوع دانش یک دانش آموز در مورد یک مفهوم 
می تواند به صورت دانش پراکنده و یا منس��جم باشد که 
هر کدام از این دو نوع خود می تواند درست یا نادرست  
باش��د. تجربه نشان می دهد که اغلب دانش آموزان دارای 
دانش��ی پراکنده )درست یا نادرست( هستند که خود این 
دانش ش��امل شهود و بینش��ی بی ارتباط با هم است. در 
این مورد گره ها در ش��بکه وجود دارند اما به حوزه های 
دیگ��ر دانش و یا گره های دیگر ش��بکه متصل نیس��تند 
)سگنچوک، 1997(. مفاهیم جدید زمانی به طور معنادار 
در ش��بکه جای داده می ش��وند که رواب��ط بین گره های 
جدید و گره های موجود در داخل ش��بکه درست ایجاد 
ش��ده باش��ند. تجس��م این روابط گامی برای شناخت و 
برق��راری این روابط اس��ت. همچنین مطاب��ق مدل تال، 
مفاهیم ریاضی ابتدا در جهان به طور مجسم شکل گرفته 
و سپس به ش��کل نمادی و انتزاعی درآمده اند. بنابراین، 
در آموزش مفاهیم انتزاعی ریاضی )مثلًا مفهوم حد( هم 
می توان از این مدل  بهرۀ لازم را برد. برای مثال اگر برای  
معن��ا دادن به مفهوم حد، ابتدا از بازنمایی های هندس��ی 
آن اس��تفاده کنیم، ش��اید بتوانیم نتایج بهتری در آموزش 
این مفهوم بگیریم. به این صورت که با بیانی مجس��م و 
غیرانتزاعی مبحث را آغاز و پس از شکل گیری مفهوم آن 

را با نمادها به دانش آموز معرفی کنیم.
تئ ار های تحقيق

1- اثر ارائۀ فعالیت های تجسم محور مرتبط با مفهوم حد 
بر افزایش درک مفهومی دانش آموزان دبیرس��تانی از حد 

در درس حسابان چیست؟ 
2- اثر ارائ��ۀ فعالیت های تجس��م محور مرتبط با مفهوم 

حد بر پرورش توانایی فضایی دانش آموزان س��ال س��وم 
متوسطه چیست؟ 

روش
مطالعۀ حاضر با استفاده از طرح نیمه تجربی  پیش آزمون 
– پس آزمون با گروه کنترل اجرا. و از طریق یک رویکرد 
کمیاثر فعالیت های آموزشی تجسم محور مرتبط با مفهوم 
حد بر توانایی فضایی و تجسمی دانش آموزان و عملکرد 
آنها در درک مفهوم حد، اندازه گیری شد. برای این مطالعه 
دو مدرس��ه از دو شهرس��تان استان کردس��تان، انتخاب 
ش��دند که هر یک شامل یک کلاس سوم ریاضی بودند. 
از آنجا که این دو کلاس، تنها کلاس های س��وم ریاضی 
دخترانۀ  این دو شهرس��تان بودند، نمونۀ ما همان جامعه 
مورد مطالع��ه  بود؛ یعنی در واقع سرش��ماری کرده ایم. 
برای بررس��ی همسانی دو گروه، از دو گروه پیش آزمون 
گرفته شد. دانش آموزان دو گروه از دو شهرستان متفاوت 
بودن��د و از این رو ب��ا یکدیگر هیچ ارتباطی نداش��تند. 
34 دانش آم��وز ه��ر دو کلاس )17 نف��ر در هر کلاس( 
مش��غول به تحصیل بودند و منبع مورد اس��تفادۀ هر دو 
کلاس، کتاب درس��ی حس��ابان )چاپ 2010( بود. یکی 
از کلاس ه��ا به صورت تصادفی به عنوان گروه آزمون و 
دیگری به عنوان گروه کنترل انتخاب شد. تدریس در هر 

دو گروه به عهدۀ یک معلم )یکی از مؤلفان مقاله( بود.
روش اجرا

در این مطالعه، روش تدریس به عنوان متغیر مس��تقل و 
توانایی فضایی و درک مفهوم حد نیز به عنوان متغیرهای 
وابسته در نظر گرفته شدند. قبل از شروع آزمایش،  برای 
تعیین همسانی و هم س��طح بودن دانش آموزان دو گروه 
در ارتباط با متغیرهای وابسته، یک پیش آزمون اجرا شد. 
مقایس��ۀ دو گروه از طریق پیش آزمون نش��ان داد که دو 
گروه همسان اند. سپس دانش آموزان هر دو گروه آزمون 
و کنت��رل، در موضوعی مش��ابه، یعنی حد تحت آموزش 
ق��رار گرفتند اما روش آم��وزش دوگ��روه متفاوت بود 

)جدول 2(.

1- Van Hiele
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1- آموزش فصل حد به دوگروه در طول سه هفتۀ آموزشی )نیمۀ دوم اسفند 89 و  
هفتۀ سوم فروردین 90( به پایان رسید.

جدول2- طرح تحقیق

پس آزمونمتغیر مستقلپیش آزمونانتخاب تصادفی گروه ها 
)R1( گروه آزمونT1فعالیت های آموزشی تجسم محورT2

)R2( گروه کنترلT1)فعالیت های آموزشی معمول )مطابق روال کتاب درسیT2

برای تس��هیل آموزش مبحث ح��د تابع، در کلاس گروه 
آزمایش )R1( از نمودارها و فعالیت های بصری مناس��ب  
و برای گروه کنترل )R2( از روش معمول، با توضیحات 
و مثال هایی از کتاب درس��ی حسابان استفاده شد. در هر 
دو گروه نیز تکالیفی از کتاب درس��ی در نظر گرفته شده 
بود. بعد از پایان تدریس مبحث حد  به دو گروه1، برای 
بررسی تأثیر متغیر مستقل بر هر یک از متغیرهای وابسته، 
پس آزمونی شامل دو زیرآزمون روی دو گروه اجرا شد. 
س��پس داده های این آزمون ها جمع آوری و تحلیل شد. 
نمون��ه ای از فعالیت های انجام ش��ده در گروه آزمون و 
نیز پاس��خ های دو نفر از دانش آموزان آمده است. مشکل 
دانش آموزان در پاس��خ گویی به فعالیت داده شده، بیشتر 
در پرس��ش دوم نمایان اس��ت، زیرا به تجسمی قوی از 
وضعیت مس��ئله نیازمند  اس��ت. توجه ب��ه بخش )ب(  
نش��ان می دهد که دانش آموز قادر به رسم نمودار درست 
نبوده اس��ت که ممکن است دلیلی برای عدم موفقیت در 

پاسخ گویی به یکی از حدهای داده شده  باشد.
فعالي��ت 5 )مثلث در ح��ار تغيير(: )الف( پاس��خ یکی از 
دانش آموزان گروه آزمون به فعالیت. )ب( بخش��ی از پاس��خ یکی 

دیگر از دانش آموزان به فعالیت.

)الف( 
1- مثل��ث دلخواهی را در نظر بگیرید که قاعدۀ آن ثابت 
و برابرb باشد. اگر رأس مقابل قاعده را v نامیده شده و 

روی خطی موازی قاعده مانند L باشد:
 v رأس ،b شکلی برای این مسئله رسم کرده و  قاعدۀ)a

و خط L را معلوم کنید.

b( اگ��ر رأس v روی خط L حرکت کند، توضیح دهید 
مس��احت مثلث یعن��ی A، چ��ه تغییری خواه��د کرد؟  

مس��احت رابت ات��ت چ ن ط ر ارتفاع و قاعدۀ رن 
تغيير نمی كندب

c( اگ��ر رأس v روی خط L  حرکت کند، توضیح دهید 
محیط مثلث یعنی P، چه تغییری خواهد کرد؟ محيط  نين 

به تمت بی نهایت ميل می كندب
d( اگر مس��احت مثل��ث در ابتدا 18  س��انتی متر مربع و 
محیط آن 21 س��انتی متر بوده و رأس v با س��رعتی ثابت 
)نسبت به زمان t( و در جهت مثبت روی خط L حرکت 

کند، در این صورت حاصل حدهای زیر را بنویسید:
limt→∞ P(t)= بينهایت
limt→0P(t)= 21
limt→0A(t)= 18
limt→∞ A(t)= 18         

2- ح��ال تصور کنید که قاع��دۀ مثلث فعالیت قبل روی 
محور طول ها و براب��ر 3 واحد، و رأس آن روی نمودار 

تابع f)x(=3+ sinx باشد.
a( شکلی برای این مسئله رسم کنید.

b( اگ��ر رأس v روی نم��ودار تابع f حرکت کند، در این 
صورت حاصل حدهای زیر را در صورت وجود حساب 

کنید:

limt→∞ A(t)= م ج د نيست
limt→∞ P(t)= ∞

c( نمودار تابع f چگونه باید باشد که داشته باشیم:
?limt→∞ A(t)= ∞

F)x(=4
max

F)x(=2
min
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تس��ت ورق تاشو آزمونی اس��تاندارد و بین المللی است 
که سئوال های آن به س��ال 1976برمی گردد، اما محققان 
علوم ش��ناختی همچنان از آنها برای اندازه گیری توانایی 
فضایی، در طیف گس��ترده ای از گروه های سنی )مقاطع 
راهنمایی تا دانشگاه( استفاده می کنند )هیگارتی3، 2004(. 
بخش دیگر  پیش آزمون که در حل آنها می توان تجس��م 
را ب��ه کار گرفت، آزمون محقق س��اخته ای اس��ت که به 
مباحثی از ریاضیات کسب شده در سال های قبل مربوط 
اس��ت. این آزمون به منظور مقایس��ۀ مه��ارت و توانایی 
دانش آموزان دو گروه در تجسم کردن )از متغیرهای مورد 
مطالعه در پس آزمون( اجرا شد. بخش دوم پس آزمون نیز 
ک��ه درک مفهومی دانش آموزان دو گروه را از مفهوم حد 
نش��ان می دهد، به ارزیابی درک مفهوم حد مربوط است. 
س��ئوال های این آزمون را نیز پژوهشگران جمع آوری و 

تهیه کردند.
پیش آزم��ون و پس آزم��ون هر کدام 20 نمره داش��ت که 
از این 20 نمره پنج نمره به آزمون تس��ت ورق تاش��و و 
15 نم��ره به هر یک از دو آزم��ون دیگر اختصاص داده 
ش��ده بود. بیشتر س��ئوال ها از آزمون تیمز و پایان نامه ها 
و مقاله ه��ای معتبر و مرتبط انتخاب ش��ده بودند. اگرچه 
روایی و پایایی آزمون ها قبلًا س��نجیده ش��ده بود، برای 
س��نجش روایی مجدد آنها در این پژوه��ش، با پنج نفر 
از اس��اتید ریاضی و آموزش ریاضی دانش��گاه مشورت 
ش��د. پایای��ی آزمون ها نیز ب��ا اس��تفاده از ضریب آلفای 
کرونباخ  تعیین ش��د. ضریب آلفای محاس��به شده برای 
هر یک از آزمون های "تس��ت ورق تاشو)a(" و "پیشینۀ 
ریاض��ی" در پیش آزمون، به ترتی��ب 0/886 و 0/706 و 
برای آزمون های "تست ورق تاشو )b(" و "ارزیابی درک 
مفه��وم حد" در پس آزمون، ب��ه ترتیب 0/839 و 0/755 
بود. این مقادیر نش��ان دادند که این ابزارها براي سنجش 
توانای��ی فضای��ی و درک دانش آم��وزان از مفهوم حد از 

دقت مناسبی برخوردارند.

مثلًا رأس مثلث روی نم دار  Y=X باشدب
3- اگ��ر مختصات دو س��ر قاعدۀ مثل��ث فعالیت قبل به 
ص��ورت )0,0(A و )B)6,0 بوده و رأس V روی خط= 
y=8-x باش��د، در این صورت حاصل حدهای زیر را به 

limx→8 A= 8دست آورید:
limx→0 A= 24
limx→8 P= 0
limx→0 P= 24
limx→∞ A= 0
limx→∞ P= +∞

)ب(
1- ح��ال تصور کنید که قاع��دۀ مثلث فعالیت قبل روی 
مح��ور طول ها و برابر 3 واح��د و رأس آن روی نمودار 

تابع  f)x(=3+ sinx باشدب

a( شکلی برای این مسئله رسم کنید.
b( اگ��ر رأس v روی نم��ودار تابع f حرکت کند، در این 
صورت حاصل حدهای زیر را در صورت وجود حساب 

کنید:
limt→∞ P(t)= وج د ندارد
limt→∞ A(t)= وج د ندارد

ابنارهاي پژوه 
ابزار این پژوهش از س��ه بخش تش��کیل ش��ده اس��ت: 
"آزم��ون پیش��ینۀ ریاض��ی" از موضوعاتی ک��ه در مورد 
آنها می توان از تجس��م استفاده کرد، "آزمون تست ورق 
تاش��و1" و "آزمون ارزیابی درک مفهوم حد2" )جدول3(. 
پیش آزم��ون و پس آزمون خود هر یک ش��امل دو بخش 
هس��تند. بخش��ی از هر یک از آزمون های پیش آزمون و 
پس آزمون، به س��نجش توانایی فضایی، یعنی تست ورق 

تاشو مربوط است.
جدول3- آزمون ها

پیش آزمون پس آزمون
پیشینۀ ریاضی مبتنی بر تجسمارزیابی درک مفهوم حد

)b( تست ورق تاشو)a( تست ورق تاشو

1- Paper folding test
2- Limit Asissment
3- Hegarty
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از آزمون تحلیل واریانس چندمتغیره1 اس��تفاده ش��د که 
نتایج آن در ادامه خواهد آمد.

يافته ها
تحليل نتایج پي  رزم ن 

در جدول 4، نتایج آزمون T، که تفاوت میانگین هاست، 
و نتیجۀ تس��ت لوین2 برای برابری واریانس ها نشان داده 

شده است.

روش رماری
براي تجزیه و تحلیل داده های این تحقیق، از روش هاي 
آمار توصیفی و اس��تنباطی اس��تفاده شده است. در سطح 
توصیفی، ش��اخص هایی از قبیل میانگین، انحراف معیار، 
تهیۀ جداول توزیع فراوانی و درصدها و رسم نمودار و در 
س��طح استنباطی نیز، برای بررسی و مقایسۀ میانگین هاي 
دو گروه آزمای��ش و کنترل در پیش آزمون و پس آزمون،  

جدول 4 _  آزمون های لوین وT  برای نمونه های مستقل

آزمون T برای تساوی میانگین ها
آزمون لوین برای 
برابری واریانس ها

فاصله اطمینان 95 درصد 
برای تفاوت ها

احتمال  
انحراف 
استاندارد

تفاوت 
میانگین

Sig. )2-tailed( 
درجۀ 
آزادی

TمعناداریمقدارFمقدار
پایین ترینبالاترین

1/18590-2/513110/90684-0/663600/47031-0/7320/6550/203
فرض برابری 

واریانس ها

1/18082-2/508020/90432-0/663600/46930/978-0/734
فرض نابرابری 

واریانس ها

سپس مقدار T، درجۀ آزادی، احتمال انحراف استاندارد 
T برای تفاوت ها و فاصلۀ اطمینان در س��طح 95 درصد 

محاسبه شده است.
با توجه به جدول 4، مقدار تست لوین  0/655 )بزرگ تر 

از 0/05( است، یعنی واریانس های دو گروه برابر  است و 
 MANOVA لذا باید از آزمون های واریانس های برابر

استفاده شود. حال فرضیه های زیر را می آزماییم:

جدول 5 _  نتایج آزمون تحلیل واریانس چند متغیره

F درجۀ آزادی اثر مورد بررسیدرجۀ آزادی خطاسطح معناداریFنام آزمونمقدار
0/63230/0002/0000/465a0/030اثر پیلایی
0/63230/0002/0000/465a0/970لامبدای ویلکس 
0/63230/0002/0000/465a160اثر هتلینگ
0/63230/0002/0000/465a160بزرگترین ریشۀ روی

فرض صفر: بین میانگین نمرات دو گروه مورد بررسی تفاوت معناداری وجود ندارد.
فرض یک: بین میانگین نمرات دو گروه مورد بررسی تفاوت معناداری وجود دارد.

ج��دول 5 خروج��ی آزم��ون MANOVA  برای دو 
گروه را، که دارای واریانس های برابرند، نش��ان می دهد. 
با توجه به س��طح معن��اداری Sign =0/632( F( که از 
0/05  بیش��تر اس��ت، فرض صفر تأیی��د و فرض یک یا 
مقابل رد می شود، یعنی میانگین نمرات دانش آموزان در 
پیش��ینۀ ریاضی و توانایی فضایی برابر اس��ت. به نوعی 

می توان گفت که گروه های کنترل و آزمون قبل از اجرای 
آزمایش، یعنی اس��تفاده از روش ه��ای تدریس متفاوت، 

تفاوتی با هم نداشتند.

1- Multivariate Analysis Of Variance (MANOVA)
2- Levenes Test
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تحليل نتایج پس رزم ن
ب��ا توج��ه به ج��دول 7، مق��دار تس��ت لوی��ن 0/162  
)بزرگ تر از 0/05( اس��ت، یعنی واریانس های دو گروه 
برابرند  و بنابراین باید از آزمون های واریانس های برابر 
MANOVA استفاده  شود. در این مرحله فرضیه های 

زیر آزمون می شوند:

در جدول 6 هر یک از ابعاد "پیشینۀ ریاضی" و "توانایی 
فضایی" جداگانه بررسی شد. با توجه به جدول 6، چون 
س��طح معناداری F در آزمون پیش��ینۀ ریاضی 0/637 و 
س��طح معناداری F در آزمون توانایی فضایی نیز 337/ 0 
و هر دو از 0/05 بیش��تر  اس��ت، از این رو دانش آموزان 
در ه��ر دو بعد حد و توانایی فضایی، تفاوت معناداری با 

هم ندارند. 

جدول6-  نتایج آزمون تحلیل واریانس برای هر یک از متغیرها

F سطح معناداریFمتغیر وابستهمجموع مجذوراتدرجۀ آزادیمیانگین مجذورات
0/6370/2271/00511/005Contrast

پیشینۀ ریاضی
4/42531137/180Error

0/3370/9490/81410/814Contrast
توانایی فضایی

0/8583126/595Error

جدول 7- آزمون های لوین و T برای نمونه های مستقل

آزمون T برای تساوی میانگین ها
آزمون لوین برای 
برابری واریانس ها

فاصله اطمینان 95 درصد 
برای تفاوت ها

احتمال  
انحراف 
استاندارد

تفاوت 
میانگین

Sig. )2-tailed( 
درجۀ 
آزادی

TمعناداریمقدارFمقدار
پایین ترینبالاترین

5/678942/254880/839433/966910/000314/7260/1622/048
فرض برابری 

واریانس ها

5/692610/241220/844153/966910/00029/3044/699
فرض نابرابری 

واریانس ها

جدول8- نتایج آزمون تحلیل واریانس چند متغیره

F درجۀ آزادی اثر مورد بررسیدرجۀ آزادی خطاسطح معناداریFنام آزمونمقدار
0/00030/0002/00010/806a0/419اثر پیلایی
0/00030/0002/00010/806a0/581لامبدای ویلکس 
0/00030/0002/00010/806a0/720اثر هتلینگ- لالی
0/00030/0002/00010/806a0/720بزرگترین ریشۀ روی

جدول 8 خروجی آزمون MANOVA برای دو گروه 
را که دارای واریانس های برابر هس��تند نشان می دهد. با 
توجه به میزان سطح معناداری Sign =0/000( F( که از 
0/05 کمتر اس��ت، می توان نتیجه گرفت که فرض صفر 
رد  و ف��رض یک یا مقابل تأیید می ش��ود، یعنی می توان 

گفت روش های تدریس بر درک دانش آموزان از مفهوم 
ح��د و توانایی فضایی آنها تأثیر می گذارد. البته جدول 8 
نش��ان نمی دهد که روش تدریس بر ک��دام یک از ابعاد 
"درک مفهوم حد" و "میزان توانایی فضایی" دانش آموزان 
تأثیر گذاشته است. این  مسئله در جدول 9، که تک تک 
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حد داش��ته و اعمال متغیر مستقل بر درک افراد از مفهوم 
حد تأثیرگذار بوده اس��ت. در واقع می توان نتیجه گرفت 
که ارائۀ فعالیت های مبتنی بر تجس��م در رابطه با مفهوم 
حد، بر افزایش توانایی فضایی دانش آموزان تأثیر چندانی 
نداش��ته اس��ت و تفاوت گروه ها در این م��ورد معنادار 
نیس��ت. در مورد دلایل این امر در بخش بعدی بحث و 

بررسی می شود.

ابعاد بررسی شده اند، مشخص است.
جدول 9، نتایج تحلیل واریانس برای هر یک از متغیرها 
را به طور جداگانه نشان می دهد. با توجه به این جدول، 
س��طح معناداری F در آزمون حد از 0/05 کمتر، و سطح 
معناداری F در آزمون توانایی فضایی نیز از 0/05 بیش��تر 
اس��ت که نش��ان دهندۀ این مسئله اس��ت که روش های 
تدریس متفاوت، بیشترین تأثیر را بر درک افراد از مفهوم 

جدول9-  نتایج آزمون های تحلیل واریانس برای هر یک از متغیرها

F سطح معناداریFمتغیر وابستهمجموع مجذوراتدرجۀ آزادیمیانگین مجذورات
0/00021/133108/2011108/201Contrast

حد
5/12031158/720Error

0/0903/0620/97410/974Contrast
توانایی فضایی

0/318319/859Error

نتيجه گيري
ب��ا توجه به آنچه ذکر  ش��د، متوس��ط عملک��رد فضایی 
دانش آم��وزان دو گروه کنترل و آزم��ون در پیش آزمون 
س��نجش توانایی فضایی تقریباً برابر ب��وده و تفاوت دو 
گروه معنادار نبوده است که این هم سطح بودن دو گروه 

آزمایش و کنترل را در پیش آزمون نشان می دهد.
در پاس��خ به س��ئوال اول تحقیق، مش��اهده می شود که 
متوس��ط عملکرد دانش آموزان گ��روه آزمون در ارزیابی 
درک مفه��وم حد بیش از متوس��ط عملکرد دانش آموزان 
گروه کنترل اس��ت. س��طح معن��اداری F در آزمون حد 
کمت��ر از 0/05 نش��ان دهندۀ آن اس��ت ک��ه روش ه��ای 
متفاوت تدریس بر درک افراد از مفهوم حد تأثیر داش��ته 
و عملک��رد دانش آم��وزان گروه آزم��ون در درک مفهوم 
حد بهتر از دانش آموزان گروه کنترل بوده، اس��ت. نتیجه 
اینکه فعالیت های تجس��م محور ب��ر درک دانش آموزان 
گ��روه آزمون از مفهوم حد اثر مثبت داش��ته اس��ت. این 
نتیجه ب��ا نتایج تحقیقاتی مانند جون��گ1 )2009(، ایلیا2، 
گاگاتس��یس3، پان��ورا4، زاخاریا5 و زولیناک��ی6 )2009(، 
لاجینی��ان7 )2008( و بیوک کروگلو8 و همکاران)2005( 

هماهنگ است. 
در پاسخ به س��ئوال دوم تحقیق نیز نتایج جدول 9 نشان 

می دهد، با اینکه متوسط عملکرد فضایی دانش آموزانی که 
به روش تجس��م محور آموزش دیده اند بیشتر از متوسط 
عملکرد فضایی دانش آموزانی اس��ت که بدون محوریت 
تجسم آموزش دیده اند، اما این تفاوت با توجه به درجۀ 
اطمینان 95 درصد مورد نظر در این تحقیق و نیز بیش��تر 
از 0/05بودن س��طح معناداری F در پس آزمون سنجش 
توانایی فضایی  اس��ت و، معنادار نبوده و توانایی فضایی 
دانش آموزان گروه آزمون نس��بت به دانش آموزان گروه 
کنترل رش��د نکرده اس��ت. این نتیجه با نتایج تحقیقات  
ع��رب زاده )2009( و لاجینی��ان )2008( هماهنگ، اما با 
نتیج��ۀ تحقیق��ات دیگری از جمله  قربانی سی س��خت9  

)2009( متناقض است.
ب��ا توجه به آنچه در بخش های قبلی گفته ش��د، می توان 
نتیجه گرفت که با آموزش مناسب  می توانیم برای کمک 
به درک بهتر مفاهیم ریاضی، مهارت های مرتبط با تجسم 
دانش آم��وزان را ارتقا دهیم؛ چ��را که دانش آموزان گروه 
آزمون در پاس��خ گویی به س��ئوال های ح��د موفق تر از 
دانش آموزان گروه کنترل بودند. نمونه ای از پاس��خ های 
1- Joong
2- Elia
3- Gagatsis
4- Panaoura
5- Zachariades

6- Zoulinaki
7- Lajinian
8- Büyükköroğlu 
9- Ghorbani sisakht
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حد در شکل های 3 و 4 آمده است. دانش آموزان دو گروه به سئوال های ارزیابی درک مفهوم 
شکل 3- )الف( نمونه پاسخ یکی از دانش آموزان گروه آزمون به سئوال هفتم آزمون ارزیابی درک مفهوم حد. )ب(نمونه 

پاسخ یکی از دانش آموزان گروه کنترل به سئوال هفتم آزمون ارزیابی درک مفهوم حد.
نم داری برای تابع                           با شرایط زیر رتم 
 x=-2در f كنيد:                              م ج د باشند، تابع

ناپي تته باشد و در x=1 حد نداشته باشدب

f: [-4،4[ → [-3،3[
limx→-2 f(x) و f(-2)

)ب()الف(

نم داری برای تابع                           با شرایط زیر رتم 
 x=-2در f كنيد:                              م ج د باشند، تابع

ناپي تته باشد و در x=1 حد نداشته باشدب

f: [-4،4[ → [-3،3[
limx→-2 f(x) و f(-2)

شکل 4- )الف( نمونه پاسخ یکی از دانش آموزان گروه آزمون به سئوال یازدهم آزمون ارزیابی درک مفهوم حد. )ب( نمونه 
پاسخ یکی از دانش آموزان گروه کنترل به سئوال یازدهم آزمون ارزیابی درک مفهوم حد.

به کمک دنبالۀ  شکل های داده شده، مجموع زیر را حدس بزنید؟

به کمک دنبالۀ  شکل های داده شده، مجموع زیر را حدس بزنید؟
)الف(

)ب(

س��ئوال هفتم )ش��کل 3( یک س��ئوال بازپاسخ است که 
می تواند دانش دانش آموزان را در زمینۀ مفاهیم مختلف، 
از جمل��ه حده��ای چپ و راس��ت، ح��د در بی نهایت، 
دامن��ه و ب��رد تابع، پیوس��تگی و انواع ناپیوس��تگی ها و 
بالاخ��ره توانایی های مربوط به ترس��یم نمودار به خوبی 
ب��ه چالش بکش��د و به خص��وص درک دانش آموزان از 
مفهوم ح��د را )که از اهداف این تحقیق اس��ت( نمایان 
س��ازد. در پاسخ گویی به س��ئوال هفتم دانش آموز گروه 
آزمون )ش��کل الف( بس��یار بهتر توانس��ته است شرایط 
مس��ئله را در نموداری س��اده نمایش دهد، در حالی که 

دانش آموز گروه کنترل )ش��کل ب( در این مرحله موفق 
عمل نکرده است. نسبت دانش آموزانی که از این سئوال 
نمرۀ بیشتر از یک کسب کرده اند، در گروه آزمون نسبت 
به گروه کنترل، 12 به 1 است. بنابراین دانش آموزان گروه 
آزمون در پاسخ گویی به این سئوال، به مراتب بهتر عمل 
کرده ان��د. با توجه به ش��کل 4، رویکرد دانش آموز گروه 
آزمون در پاس��خ گویی به این س��ئوال نیز همانند بیش��تر 
سئوال ها، استفاده از تجسم و بازنمایی های بصری مورد 
تأکید مسئله اس��ت؛ در حالی که دانش آموز گروه کنترل 
برای تعیین مجموع سری داده شده به روش های جبری 
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شکل های 5 و 6 ، پاس��خ های دو نفر از دانش آموزان به 
یکی دیگر از س��ئوال های آزمون حد آمده است. داده ها 
نشان می دهند که تمامی دانش آموزان گروه آزمون گزینۀ 
صحی��ح )ب( را انتخاب کردن��د، در حالی که 25 درصد 
از دانش آم��وزان گروه کنترل گزینۀ دیگ��ری را انتخاب 

کرده اند. 

متوسل شده و به وضوح در این کار ناکام مانده است.
در پاسخ گویی به این سئوال، 10 نفر از دانش آموزان گروه 
آزمون توانستند نمرۀ کامل بگیرند، در حالی که فقط سه 
نف��ر از گروه کنترل موفق به انجام این کار ش��ده و البته 
بیش��تر دانش آموزانی که نمرۀ کامل س��ئوال را گرفته اند، 
برای حل مسئله از روش های بصری استفاده کرده اند. در 

شکل 5- نمونه پاسخ یکی از دانش آموزان گروه آزمون به سئوال چهارم ارزیابی درک مفهوم حد

رابطۀ                        در مورد کدام نمودار زیر درست است؟ فقط برای B درست در می آید؛ چون فقط گزینه 
B پیوسته است.

limx→1 f(x)= f(1)

A الف( فقط(B فقط )ب(A,B )د( C ج( فقط(A,B,C )ه(

شکل 6- نمونه پاسخ یکی از دانش آموزان گروه آزمون به سئوال چهارم ارزیابی درک مفهوم حد

رابطۀ                        در مورد کدام نمودار زیر درست است؟ گزینه )ه( درست است، زیرا سه نمودار اول در 
نقطه 1 توپر هستند.

limx→1 f(x)= f(1)

A الف( فقط(B فقط )ب(A,B )د( C ج( فقط(A,B,C )ه(

نتایج تحلیل های آماری نیز حاکی از آن است که آموزش 
تجسم محور مفهوم حد به دانش آموزان می تواند به درک 
یادگیرن��دگان از این مفهوم کمک ش��ایانی بکند. اما این 
روش ظاهراً در افزایش توانایی های فضایی دانش آموزان 
تأثیر قابل توجهی نداش��ته است که دلیل آن می تواند به 
گروه های سنی مورد مطالعه مربوط باشد. کیسی1، نوتال2 
و پزاریس3 )2001( معتقدند اگر دانش آموزان موقع ورود 
به دبیرس��تان توانایی های فضایی را کسب نکرده باشند،  
توسعۀ مهارت های فضایی آنها سخت خواهد بود. بنابراین 
این تفاوت ب��ا توجه به جامعۀ م��ورد مطالعه در تحقیق 

قربانی سی سخت )2009( که دانش آموزان ابتدایی بودند 
و جامعۀ مورد مطالع��ه در تحقیقات عرب زاده )2009(، 
لاجینی��ان )2008( و همچنین تحقی��ق حاضر که از میان  
دانش آموزان مقاطع راهنمایی و دبیرس��تان انتخاب شده 
بودند قابل توجیه اس��ت؛ زیرا به نظر می رس��د آموزش 
توانایی های فضایی در س��نین پایین مؤثرتر است و نتایج 

بهتری در پی دارد.
نم��رات دانش آموزان گروه آزم��ون در درک مفهوم حد 

1- Casey
2- Nuttall
3- Pezaris
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فضایی از طریق آموزش قابل توسعه است؛ لذا برای اینکه 
طرح واره های مناس��ب و درس��تی در ذهن دانش آموزان 
ش��کل گیرد، کتاب های درسی و تدریس در کلاس باید 
مبتنی بر فعالیت هایی باشند که این جنبه از نمایش مفهوم 
ح��د را تقویت می کنند. این تحقی��ق روي یک موضوع 
درس��ی خاص، در ی��ک مقطع خاص و روي جنس��یتی 
خاص صورت گرفته اس��ت که این عوامل تعمیم پذیری 
نتای��ج آن را ناممک��ن می کن��د. با توجه به گس��تردگی 
موض��وع، در برخی مطالعات آتی می توان  تأثیر تدریس 
مبتنی بر تجس��م بر دیگر مفاهیم حس��اب دیفرانسیل و 
انتگرال؛ تأثیر تدریس مبتنی بر تجسم بر عملکرد ریاضی 
دانش آموزان دوره های ابتدایی و راهنمایی؛ میزان آشنایی 
و اعتقاد معلمان به تدریس به روش تجسمی؛ تفاوت های 
احتمال��ی بین دختران و پس��ران از نظر توانایی فضایی و 

مانند آن را مورد بررسی قرار داد.

درحال��ی افزایش یافته ب��ود که این دانش آم��وزان زمان 
بیشتری را صرف یادگیری در کلاس نمی کردند و مقدار 
و ساعت آموزشی آنان با گروه کنترل یکسان بود. بنابراین 
نتایج نشان می دهد که با بهره گیری از روش تجسمی در 
آموزش می توان به دانش آموزان کمک کرد تا در یادگیری 
ریاضی فعال تر باش��ند و به درک بیشتر نایل آیند. علاوه 
بر این، آگاه��ی دانش آموزان از رویکردهای گوناگون نه 
تنها ضروری اس��ت، بلکه آنها باید بدانند کجا و چگونه 
از ی��ک راهبرد و رویکرد اس��تفاده کنند. گرچه در عمل 
به کار بردن روش تجس��می در تدری��س مفاهیم ریاضی 
به س��ادگی روش های محاس��باتی و جبری نیست، زیرا 
در مقایس��ه با روش تجس��می، با آموزش برخی رویه ها 
و مهارت های محاس��باتی مربوط به حد، دانش آموزان به 
س��ادگی می توانند نمرات و نتایج خوبی از س��ئوال های 
رویه ای کسب کنند، اما با این کار فرصت کشف و درک 
درونی مفهوم حد از آنها گرفته می شود.  نگاه تک بعدی 
و بی توجه��ی ب��ه نمادها و علایم نی��ز می تواند به همان 
اندازه ناکام کننده باشد،  چون ممکن است دانش آموزان  

طرح واره های بی ربط و نادرست ایجاد کنند.
به نظر ریورا )2011(، چالش های آموزش��ی در مواردی 
به وجود می آیند که به نظر می رس��د بین اشیا، مفاهیم و 
یا فرآیندهای ریاضی و بازنمایی های بصری، هیچ رابطۀ 
روشنی وجود ندارد؛ یعنی تعریف و ارائۀ صریح و بدون  
واس��طۀ مفاهیم به دانش آم��وزان باعث عدم درک مفهوم 
و یادگی��ری طوط��ی وار آنها خواهد ش��د. یافته های این 
پژوهش اش��اره به این دارد که در ش��رایط مناس��ب و با 
کمک فعالیت های مبتنی بر تجس��م می توان امیدوار بود 
ک��ه دانش آموزان به جای حفظ فرمول ها، از مفهوم مورد 
نظ��ر آموزش درک عمیق تری پیدا کنند. همچنین تقویت 
توانایی فضایی در یک محیط یادگیری با نشاط و متناسب 
با دنیای واقعی و توانایی های طبیعی دانش آموزان، سبب 

درک بهتر مفاهیم انتزاعی ریاضی می شود.
بیش��اب )1983، نقل ش��ده در ریحان��ی، 2006( معتقد 
است با اینکه عده ای توانایی فضایی را یک موهبت ذاتی 
می دانن��د، اما مطالعات زیادی نش��ان داده اند که توانایی 

91/11/17 ;  پذیرش مقاله: دریافت مقاله: 91/1/22
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