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1. Optimal Bidding Behavior Model 
2. Marginal Cost Function 
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1. Bertrand Model 
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1. Demand Residual 
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1. Joint Executive Committee Railroad 
2. Bresnahan 
3. Berry 
4. Berry, Levinsohn, and Pakes 
5. Discrete-choice Model 
6. Nash-Bertrand Competition 
7. Goldberg 
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 �M'&�!*�#$ �!P#6'�� -� �;�� �, ���$ �� ��<� #
�J, \$* �
N3   #'6(� ���[�$��  �
�.  

 A�� � "#���F�� 
#$  �-���� �!:
�   =��� ��'L             #
�J, \$* 9'NH* #$ �'�4� �+�$ ��-$ �� �� �L��'� ���U��

 W* ��<�   �,�4�� W* ��  �� �L��'� 9  ��$ .  #$ #8!* $  ��        O�!1* ���1(� � �1N'� �1<
* #1�

��<
�'Y ��     y���� �� �L��'� 9���   ���$ I�
� c�� � ��       �?� #1� ��� ���� �� 9

)  %��||� (  \$* 9'NH* ���$        ��-$ �� �,L��'� �4�� ��<� #
�J, +�$#$ ';�����  ���$ ��   
���.  

"#�  
�� r�) ��<$ #� �!�  �� �!/ �!� \$* �� �L��'� ����$#$ =�!��� �p���4 ��-  �
�:  
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C SA P
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ε
ε β=

=

Θ Θ⎡ ⎤
⎢ ⎥Π Θ = ⎢ ⎥− Θ Θ
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑
          )�(

O[ �� #�:  
( , )id εΠ Θ :'� #��-�� �'b�� �!� \$* �� �� �L��  �2�i -�� � d��  ��$.  

( ) ( )id id idDR p Q SO p= − :    �� ��NSY �3(*  �2�i    -�� �d     �1�
$ #1� A 
��� #8�!� O[ $.

( )idQ p : �� ��-$ M� �3(*  �2�i -�� � d.
( )idSO p :    �')�i ���(�  ��
$ #N, ��<
�'Y    �� I'�� �,    ��
$ �
� A     ��-1$ #1$ 

 ��  �2�i -�� � d �N'� ��  p .  
( , )ijSA P Θ : �<
�'Y �4��j �N'� �� P %!P ��   �2�i  

j jC  (q, )β :�'b�� #
�J,  q �4�� C�!* ��� �';!* %!�U�j.   
jβ :�$ #
�J, \$* �,�����Y ����$ �4�� ��j.   

ε �!� �          ����$ ��NSY �3(* #$ #�)� x(U* �,I=1,...,24   ���� �i ip ( , )ε Θ �
 #�!S* �N'�    ���$ ��-$ ��

�   �$ s���i��    r�1) $ ���$ 9'1	� O�!1$  ε   �<
�1'Y ����1$ � �



 ���  ����	
��� ����� �������   

  �G/   ��� ����� /	��
� � /�����  ����   

 �#1��-��Θ �P�11N'�   #�!S1* ��11

�  -� ���-1$�11;�	� ( , ) ( , )i i iDR P SA Pε = Θ  #1$ �11�� 
�� ��[.  

  �?�)   %� ���||�(Z      ���� d"�� ';����� +�$ ��-$ ���$ �<$�� �� ���� �$   �� 9
 ��-$ �� #� =�@*+�$';�����  :  

�.#��-�� =2� ���	*  i=1,…,48 ���.
�.<
�'Y �N'� �N� -�� %!P �� <,L��'� �� �
� ��'Y �''b* ���!* .
D.���� �!8� J'� �;� �,������� ��7��� ��-$ �
� �� .
l. �/�!
�� �/���Y ';����� ��-$ �� #��
� B!�]��  ��$.
m. �<
�'Y #
��� ,         9'1$ ';���1�� #�'S����;� ��-$ �� zzz,zz~   � m||| ?�    ';���1�� �

2� =���� �, ���$���� .
 Q'11N	* �,����1L c��   �����1L �<�����11U� �#1�)��  C���11� -� ��@�1�� 11$ �� 

 ��4�� ���$ �%�� #&*��j#6Y � �  ���<
�'Y �,K�� ���	* 9'
F � �
�:  
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�62  ��  #�
Θ   $ d ̂ ����   ��� ���KL�� 9      �1@6�H� ���1(� -�� �1, �� �#1� �1��
���$Θ  ���� �!8�  .  #;�	�)�(  ����� �(k j) 1× ×   O[ -� #1� �1�� �����L �����U� 

  ���$���[�$ �����Y           �� �,�!/ ��@��� �,L��'� �4�� ��<� #
�J, \$�!* �, . �����1U�  
$ #�!N� ����L# �� ��- =�!�� :  
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⎡ ⎤
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⎢ ⎥∂∂Π Θ ∂
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  #�  O[ ��  Pi O��    #�!S* �N'� ��
,�       �2� �� ��-$ ��

�i ��   �1�$ .    �1'
� r�1)

#�dl ( )β O��      ����$ ��
,�(k j) 1× ×        �� 9'	� �>J8 =(��� -� ��	�$ )� ( #� ���$  �� 

                                                     
1. Wolak, F (2000) 
2. Uniform Auction 
3. Moment Restrictions 
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O[β -� �����$ jβ  ���1$ j=1, ..., J �1��  .      �	$1* M�1� �!1� r�1) �1L�jC (q, ) jβ 
                  �1N'� #1$ #18!* 1$ ��1:��� �!1� �-��p���4 ���$ %�� #&*�� C���� ���$ ����    �1,

  #1$ ���<
�'Y  1��        #1� �1�� �1
	� 90( ( )) 0dE l β =      O[ �� #1� �0β      n'U1� ���1(� β 
�� ��$ . �#"'�� ��b �� M���4 �� ��- =�&2 #�  �
�:  

1 1

1 1
( ) ' ( )

D D

d d
d d

l b l b
D D= =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∑ ∑ )l(                                                                         

  
$���[�    -� ��L-� β   -� ��!$ �,�!/   9�� ���( )dl b  -� ��L-1� 9'NH* �( )dl β 

��� .    #;�	���)l(    �D  ,-�� ���	* �  � �1�    ��S1� D}}  �1��  .       �1'
� r�1) ����1"�b(I) 
   ��
,� O�����[�$    -� ��L-� β  #� ���$ IO��    �S1��*� s�1
,�      O�!1
2 #1$ #1� �1��

   ��-� ^��*����[�$  �L,����L�    #�)� Q'N	*     ��� #�)�L ���� ��@��� ��!� .��     1$ O�!*
 -� ��@��� ��  9���[�$  #$ �L-�   =�!�    ���-���[�$       #1
'<$ �1�-� ^��*1� -� J1'� ��L-1� 
,����L�N	* ' Q� #�)�/�:   

1

1
( ( )) ( ( )) ( ( )) '

D

D d d
d

V b I l b I l b I
D =

= ∑ )m(                                                    
  -� ��@��� $ ��   �^��*� 9���[�$  �L ,����L �    #�)� Q'N	*   ���(�b ��   ��  #1$  �1�� 

��  M���4 �� ��- =�&2 �#� �,�  �
�:  
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1

1 1
[ ( )]' ( ( ) [ ( )]

D

d D d
d

l b V b I l b
D D

−

=

∑ ∑  )}(                                                          
   �'
� r�)b(0) O��     ��
,����[�$      �$ �
�&� %�� �,�����Y �L���[�$ -� �L-� 

��$ #
'<$ ��-� ^��*� )���'$ n'3!* ���$ �� ��!'Y #$ GH$ 9��!� #	8��� .(.  
            ��� �,L��'� �4�� �, ��<� #
�J, \$* ���$ �	$* M�� fH��� �#64�� 9��/[. 

                  �� �1�
$ #� ���� �-L #$�� �4�� �� %�� B!� ����� �,L��'� �4�� B!� �� �� �L��'�
            �1� ���1� ��@�1�� ��!1� �� <�[ #�!N� s��� %!P   �1,� .        �p���14 ����� %�� B!1� �,�14��

  �')�i�l|     ���6N2 M���4 � =���� }|�� =����  �
�$ .   #$�1� �14�� �<F �d�� B!�
    ��
$ #� �����A     -� #�!N� ���� %!P ��   ��<$ <�[    �� �����$  �
� . �,�14��  1��   ��1L��'� 9

    �')�i �p���4 �����ll|       ��1�6N2 M���4 � =���� ��|  1��     �1� =��   �
1�$ .   -� O!1F
     �7��� #3�2 ��L��'� ���$ ���J') �U; ��   9'�1Y ��� �� 9N      �14�� ��1�6N2 M���14 -� �1*
 ��- \$* M�� ���� 9�N��'t �,L��'��� #�)�L �:� �� ��<� #
�J, ���$ �!�:  



 ���  ����	
��� ����� �������   

  �I/   ��� ����� /	��
� � /�����  ����   

2

1 1 10 11 12
' ( , ) ( 60) ( 60)C q q qβ β β β= + − + −  

2

2 2 20 21 22' ( , ) ( 220) ( 220)C q q qβ β β β= + − + −  
  

  �����U� M'��* ���$    #�!N� ����L �,     ��1�� ����13 R�, \$* ���$ #�   1�� 9
M��       #o$�� �� �	$* �,)D ( �� ���K��8  �!� .           ��1� �1�� =�1&2 O�1� M���4 ���$ �

�����Y ����$ ��- �,���[�$��  ���L:   
)',,,.,( 222120121110 βββββββ =  

:&9�! 	�,����(@ A�� ����*Z  
    Q'N	* \��� �� c�� 9��        #1� �1�� ,����L c�� #�)� #�1�KL -� ��  ���[�1$  �1,�����Y 

%��     ���[ �,   �� ��@��� O[ -� �� . ,����L c��    #�)� Q'N	* ��   #$ �� ,�����Y  #�!L  ��
���[�$��  � �
��!� M���4 ��- =�&2 #:  

( ) ( )θθ WmmJT '=

�� 11�� =�11&2 9θ ����11$ 1k × ��11�,�����Y -� ( )m θ ����11$ 1L × C���11� -� 
�� O�!$ ��	��  � ���$W	$ $ �&p� 9'	� ��-� ^��*� W�  �L L×��  ��$ .  

   �����L C���� ���	* #$ �L��  �1,�����Y ���$ #���� �!8� �����Y  ���[�1$  ��1� 
   �$ x&o
�  W�  #o$����:�  �� �
,�!/ .  ��    X'H�* �('�� �� �;4 9       �� ��1
�!L ��KY ;14 ��

          1,�����Y -� ���1'$ �����1L C���� #� �1�$    �����1U� #1N,      �����1L �1,  ���[�1$ �
 �� �
,�!H� )   X'H�* �4 -� G'$ Y��K(      �1�-� ^��*� 9���$
$ �W       C���1� �&S1� �1'N,� 

    �� 9''	* �� �6�H� �����L  �
�. ,9S�])  %� ���zE�(  �1� O�1� �P/ �     �1�$ #1� �1
�
1W S −=   ���$ S ̂ ����� ^��*� y!�	� ~#
'<$ ^��*� �^�����!�    #1� ��� ��θ̂ 

 �&�"� ^����� 9����F!� $ ��#$ �����  �,�.  
$#     ���$ ��6� �!P#$ ���     ��!1� 1,�����Y ����$ 9'NH* �#
'<$ ��-� ^��*� O���[ 

    � ���� -'�#$ �!P              �1� -1'� ��!1� �1�-� ^��*� J'� ,�����Y 9'NH* ���$ �O�JN,    �1�$ .
 M4 ���$ ��     #$�"* �O�JN, ���S$�� 9����  ��       ^��*1� �� #1';�� �1�-� ^��*1� #1� ��� 9

   �� �:� �� �4��        �� 9'NH* �� ,�����Y ^_� � ���'L   �1
�- .   9'1NH* 1$      �1��8 �1,�����Y 
       �1� #&1�U� ��1��8 ��-� ^��*�     ��!1�  �            �1�-� ^��*1� 1$ �1��8 �1,�����Y ^_1�

�� ��- 9'NH* �*���8 ��!� ��^��*� �� �����N, * �
�[�) 9 �,�� #���� ��-�  �$�.  
                                                     

1. Generalized Method of Moments 
2. Hansen 
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0W I=           )�l(  

1 0
ˆ arg min ( )'W ( )m mθ θ θ=        )�m(  

1 1̂( )W f θ=          )�}(  
2 1
ˆ arg min ( )'W ( )m mθ θ θ=       )�{(

 I'*�* 9��$  �� �
�[�)       #&�U� $ ���!*2W            #18�� =�1&2 O��1� M���14 ^_1� � 
  �d��TJ     O��� ��'Y ���$ �3̂θ                  �-��1�� #1$ R�1, \$1* �� =��1''b* #1� ��8 * �!� ����* 

  ��$ WF!� �)� .�?!N	�    �,�����Y ����$ #$ ���        #164�� * ����* -� ���[ n   �1$ �� n̂θ� 
 �� O��  �
,� . ��   �c�� 9   O�!
2 #$  ,����1L c���  Q'1N	*     #1�)�n  #164��    1� � ��� c��

,����L� Q'N	*    #�)�   ���!� ����* ��� R��	�. #���$   ��        ��J1)� d�� -� ��@��� $ �NS� 9
Matlab� ��� #��!� ��.١  

��&9J! K*��
 #� �!o�N,�� #�@L��!$ �� �L��'� �:� ��!� ��
$ ���  Q, #$ #'&� �-L �4�� �� #5 

�� 9���$
$ ����� Q, #$ #'&� ��H$ �4�� �<F � �� G� ��<� #
�J, \$* I���3 x'(U* 9
 ,����L #�)� Q'N	* W'
�* -� ��@��� $ �,L��'� �4�����[�$ ��� ��� .I���3  �� 9

 ��-� ^��*� � �4�� ^��*� �� �, -� ��@��� $ �,L��'� �,�4�� #
'<$���[�$ ��� 
��� .9'NH* ��  ��#� ��� ��� r�) I���3 91400h =  #� �
F �, $ 9'NH* ����

 ���(� �''b*h  -��|| * %�� �||| %�� #$ �!P�N� ���- �''b* #�SSL  ���.  
 %��8� ��!'Y �� � $ ��� �-L �4�� ��<� #
�J, \$* I���3 9'NH* ���� �

����� O�� #
'<$ ��-� ^��*� � �4�� ^��*� -� ��@ �,� . %��8� 9'NH* ���� 
�� O�� �� ��H$ �4�� ��<� #
�J, \$* I���3 �,�.  

�!o�N,�� �:��� #�  � �)� x&P %��8 ����� � ��� �:� #$ �  ������[�$ �L
Q'N	* �,����L c�� ��*� -� ��L-� 9'NH* -� ��@��� $ #�)�I���3 #
'<$ ��-� ^� 

 ����'$ ��� $ �� ��<� #
�J, \$* �4�� ^��*� #$ �&S���� ��- 9'NH*.  

                                                     
�. ����     � ��!� =2`P� � ,'-   (U* 9�� ' #$ x  �2� =�!��      %� #$ q!$�� � �DED  ��     � +�1$ ��-$ ���	� -� #5 ��$ 

 � J5���F_S'  �� �5�� �
���  +�$ #�&� � ��      �1�� ��1� #1�)�L O�� . 1
aN,'   �!1� �� 9  "
1��&�2� ��  1�� � (U* � 1' x
��	�� =S68�;!vS� $ '� J5�� 9�F_S'��� ��� ��JL�$ �
.  
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 #
'<$ ��-� ^��*� -� ��L-�#$ �����  [� ����  �4 -� G'$ O!�-[ ���$ ���!*

X'H�* �����U� ���KY ,) =?�	� ( �&�	� ���� =�&2 #$ ��!'� O��� ��@��� ��!� 
��'L ���� . �� O�� �� c-��$ �$!/ \��� �� O!�-[ 9�� �,� .d"�� ���$ �� #'3�) O!�-[ 9
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'<$ ���(�
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)2 (18 6 12) 21.03χ − = =(  $�����[ ���(� 9'
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 ��� ��� ��� �����N�  O�!*���� C�!* ,��5 �� �	��� ��<
�'Y �.  �� O!�-[ 9
#$ #'3�) X'H�* �4 -� G'$ ����� ���� �,L��'� �4�� �������Y #
�J, \$�!*  ���KY

#$ �����L �����U� �� ��:��� �!� �-��p5��4 ���)� r�) #5 ��� �
	� 9
��'��N� �� �� �L  ��5 �� O�!*) �� �L��'� �
	�#$ �!P�� MN2 #
'<$  �
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���!N�� � � ��!'Y �� �$ �#  ��<� #
�J, \$�!* I'*�*���[�$ �,L��'� �4�� ��� 
 O
'NP� no� �� �� ��H$ � �-LzE%  #
'<$ ��-� ^��*� -� ��L-� �;4 ���$ �

 O���� �,� .ON,  ��,�� #5 �!P�� �!� O
'NP� no� �� zE% �
U
�  ��<� #
�J, �,
��� ��- 9'NH* x'�� ��&S� ���.  
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 f[ #'@�* #
�J, ��/!� #
�J, M�� <,L��'� �'b�� #
�J, d`�� 9���N<�) f[
�o(�(9��� #
�J, ��L��'� 9� ���'N'� ��!� #
�J, �ZO�� c!�/ � ] -� ��� #
�J, � 

M'&� -� �o'U� C���� �''b*�� C'U� =���4 #8�� O�J'� � �!, �$!P� �''b*  �
�$ .
�� ��#$ #8!* $ O�� ��� $ �/!� #�
' �N#���� ��� #$ ' �/���Y <,L���� �!��  

 J'F� � OS�� �&��(* ��H$ � �-L �4�� �� �, ���$ �/!� #
�J,��   ���$ �;� ���$
� ��� #
�J, � O�� c!�/ � 9��� #
�J, �-L �4�� �'S$ �!, � f[ C���� �''b* -

��?$ .  
 -�+�$ ��-$ �� %	) �H$ �,�4�� ���� R�P �� ��'N'� ��!� #$ ������ �O��

#$ �
�S, yS4 ���
	� 9 ��'N'� ��!� R��� ��';!* G��J)� $ #�<�[ #$   G��J)� =��
�� ��'Y �
�� �*����� ��'N'� ��!� #� "�[ -� ���� #
�J, �K; O['/ � ��?$ �6  

 �';!* +�$ ���- ?$ ��� #)�� #$ O��(� ��?$ �N'� #���$ #����. ���$ 9���$
$ 
 9���� #�� 9'�Y #
�J, �� �L��'�)�';!* M���4 no� �� ( #
�J, -� ��N� ��H$ �4��

��� �-L �4�� O��� c!�/ .��<$ �^Y��<$ ���  �,�$ n'8�* �� �L��'� ����$-�  
-L �4�� �';!* �!&N� \��!� �� �H$ �4�� �8 #$ �) #� �o���� ���	'&P-L 

#$ =�!�#����  �� #�/��) <,L��'� #$ �� �!� ( M���4 �� �H$ �4�� �;� ��
� ��@���
+�$ �')�i�
� �';!*  .��$
$�J, 9�9��� #
1 -L �4�� O�� c!�/ � �';!* M';� #$ 

����N #$  � �@�� ���.  
�:� #$��  ��J, ��/� #5 ��,�4�� #
�-L ��H$ � �T*����� B!� � �  9''	*

�'� �N'��� #$ #8!*$ �� �L���+�$ ��-$ =���(� � C  ��O��  ��� ��� �2$*J, � #

b��'	��� R`/�$ �H$ �4�� �'$ �'-L �4�� -� ������$  .� ��(4 9��� $ x� %�� �

�L-��� O!F ���� 'J, \$* I�<� #
�� �H$ �4�� ���'$-L �4�� -� � M5 �� � ��!$ 

U
� ��&� -� r�2���� ��L�J$ Q, .  #$ ��-[ � �	��� �N'� $ �	'&P-L #a�
F

�� �:� #$ ��!� M�!U* <,L��'� Q'��$ ��!�	� ���� #$ #� ��� . #
�J, #� =�!� 9��$
$ �H$ �4�� #$ �&S� ����'$ I'� ����� �-L �4�� �'b���!� .[ �N'� O�� ��-

�� �2$ �	'&P-L  ��*?$ ������ #'8!* ����� �*?$ O����� $ �<,L��'� #� �!�
�
	� �	'&P-L �N'� O�!$ ?$ M';� #$ �7��� M��&* #6vS� O!F �
�$ �!$ �,�!/ ���.

                                                     
1. Start Up 
2. Shut Down 

D. f!�� �!:
� #$ ��'N'� ��!� #;!; ����- �� ���� ��@��� ��!� ��H$ �,�4�� �� �6�!$ M/�� �, ��'L.                                                                                   
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K*��� ����L
-�  ��       ��-$ =�:� �4�� �� ���� 9��@���    ���- �,��    ��[ ��� ��!�   9'NH* O[ 9��*�

    ��!� �4�� �'b�� �!� O�J'�    �:�    ��!� ���� %!P �� ���$ �:� #$     %1p� �!1P�� #1�
 [  1�  �!1� 
  �'b��#$ ���%!P �� �:���!� �4�� C�!* ���[   ��  �1�� �)� #���� O��&8 ���$ ���� 9

 w�'/ �  ��             #1&*� ���1$ �14�� #1$ �14�� �1�$ #&�U� 9       ,�14�� 9'1$ ����1� #18�� ��1
$ �
  ��'L =�!� �,L��'�.    �U$ -� ��� 9'
aN,         � O���K���'� 9'$ Q<� �,#����  O���KL

 ��          �!:
� #$ �';!* �4�� O�;� ���$ #� ��� 9#$ ���     O�J1'� ��� I1�
� �,�-1$ O���[
#����    #�)�L �� #$ ��';!* =���� �, ���$ ��� G<8  ��N'� �,��!�    ��1�� -1'�   1�� 9

 #$ �U$  � �T��              W1'Y ���� %!1P �� 1<
* #1� ��,�14�� ��!1� �)  �1$ ��� (     #13�2 �7�1�� 
��  �

���� �U$ ��!� ���'$.  

          #1
�J, 9'1NH* �1��� Q1<� �,��$�� -� ���  ��1<�    V1/ #1�     +�1$ ��-1$    1�� O��
��  ��$  ��       ��6';��, #$ �L� #� ��� 9#F   #�&� �����U�  #F �    J1��� ��1';!* �����1U�

  ��'�$ Q'N�* �
'F_S��   #�            �1
� �1';!* +�$ ����� �4�� �V/ �4�� W� �8 #$   #1$ 
   #� ��4��  +�$     ��(F ��� ����� �';!*  ��$    �;4 9���<$ O!F ��!� �/���Y   1��   �1�� 9

    ��<� #
�J, �-���� #$ #�      �
� �)��� c� .        O�J1'� ��1<� #1
�J, O�!1$ d!16	� 1$ 9���$
$   1�� 9
 XH�� J'� =�S/�� �!�.  

     9'NH* ���� R�P -�    B&�� ���� G,� ���$ ��<� #
�J,    #1$ ��!1$ �,�!/ �'@� J'�
               9'1'	* ���4 #$ OL�
���) ��';!* �7��� ��<
�'Y ��� =�p� #� �H��* -� ���- ����
               +�1$ ��-1$ Q'1:
* =1', f!�1� #1��� �� �7�1�� ��� �<
�'Y -"� #
��� �(� ���$ ���

        � �<
�'Y -"� #
��� �(� d`2� ���* * ����$            f!�1� �(1� �1'�* 1� �1��8 �7��� ��
     �1� #11�@L B&1�� ���� �u`�1�� ���11�� C1�!* �16&�  �!1� .��/?11$ �   9��11�N<� -� �1�� 

                ��!1$ �1,�!/ �'@� ��-$ =�:� �4�� ���$ #� +�$ ��-$ �� ��<� #
�J, 9'NH* �,��$��  
��       �-���� �� ��<� #
�J, -� #� ��� 9            �!1� �14�� ��-1$ =��1� O�J1'� ��'L�       ��-1$ �� �1:�

��N2 �� ��@��� ����) �!�.  

�M&�� 	�&@  
      �
U
� #$ #8!* $ x'(U* #"'�� 9���N<�    ��H$ � �-L �4�� ��<� #
�J, �, ��  #1� ��� 9

   ��<$ � ���� �L�        #1�!L #1$ �?N�4� �-L �4�� ���$ ��
� ��)� ��`(2 �� �L��'� ����$ �� 
 �� �N'�       � #�)��KY �̀ �� � #� �,�        �14 �� �!� #�)��KY �L� � � �
�� �';!* #"'�� �� � �!�
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    �';!* �4�� �')�i �
�.  �1� �1N'� ��!P ��H$ �,�4�� ���$ ^�2�$    �1,�)  9��*?1$
 9�N� �N'� ��  (        �1
� �1';!* �1')�i M���4 �� � ��$ ���� �� #�'N, #� . 9'1
aN,  ��  #1�


��<$ ����$          ����'$ =�� $ �� �-L �4�� �� �L��'�        ��@�1�� ��!1� �1H$ �14�� #1$ �&S�
�� ���� �,� .  

-� #115 ��11��� #11"'�� 11�� #11�)�L x11'(U* 9�11� �!11�  11�� ���!11� #11N, �� �#115 �11�� 9
�
U
�        �� ����J)� � �	(� ��<� #
�J, �,           �1
U
� M�1� ���1$ �!(;$ M';� �� ���$    �1,

   ��<� #
�J,#$ ���    $ �U$ #"'�� ����[       9';!vS� � ���� O������-$   +�$ �O����  �1�     ��1�$
  O����� � O?!vS� ��N2 ��-$ ��  �� 2�� ����)      ��!1P �,1L��'� �14�� O1�;� #5 �

5

 �� ��)�         ��1<� #1
�J, �
U
� ��!L #5 �

5        ���!1N� #'&1� O1��   � �    �1�!'Y ��� �1��  .
 �
, O!F ��      �61� ������1� �<8!1* M$� ���(� <�[ #5  �1� �1(	
�  �1

�  �� �� O1��!/ �

�  ��!�/ �S�� M$(     �� G�!Y �4�� �,    �
,�)  +�$ ��-$ ��   1��O��   1��     #$�1� WS1�� 9
    �� �')�i �'()!�� O!�-[ #N��8        ��!1� �14�� �1L� ���$         J1��� �!�1�� =�!1� �� �1:�

      �-���� #$ �
� �';!* ��� -��$� �')�i �-���� #$ ���!�� ��
'F_S���|  ��<
�1'Y �N'� �$��$ 
 �� #N��8  �!� .( �[ -� #� "        �;1� �S1�� $ �	��� O�- �� �,L��'� �4�� O��� ��� -� 

  �L�J$���N,     \1)� ���1$ O1�- O1N, �� ���� �4�� \��� O���[ ����!* <�[ � ���    1�� 9
      ��';!* �4�� O�;� 9���$
$ ������� �� M����         ���1$ �� ��1��J)� � ��J1$ �1��) #1
�J, 

D/�    -� �/[ l/�      � �,1L��'� �4�� �, �')�i      �1� �1:� �� �   �1��'L .     �!1:
� 9'1N, #1$   1<�[ 
        �2� �� O��,�4�� #N, ��� �� �)5 ��@��� `$ �')�i ,    �1'Y #1$ �1"
� #5 ��) ���

R��� ( �� #��-��     ���KL �
,�!/ ��$ ���!� .$ I'*�* 9��   1,-�� O����    -� �1�� #15 ��
���&8� O��,�4���$  �!$ �
,�!H� ��!� ��@���.  

  �� �:� #$  #5 ����  ��               ��1� -� ��@�1�� ���1$ �,1L��'� �,�14�� O1�;� M�N* 9
                ���1$ �;!1(	� n'13!* ���&8� ��!�/ %N�4� �$��$ �� ���J') G�!Y O�!
2 #$ ,�4��

M�� ��<� #
�J, �	$*  ����� #5 �� #;(� 9���[�$ ��� ���.  
����  ��   �� O'$ #;(� 9              �1:� ��!1� �1�
$ ���1$ #15 �1
5)   1�� �1L��'� ( �1�<$   �1�� 

    ��<$ ��!� ��!P �� G�,�4��    ��H$ �4�� #5 �,� ���� �����$   �1';!* �')�i M���4 ��
        �� %!N�� #� ����$ �L� � �
�ULZ    �  ��� �$ �� �!�   �<
�1'Y �� 91�N� �N'� 9����'$ �

                                                     
� . ��UL(Unit Limit)     �14�� O[ �1
) �����1U� M1';� #$ �� �:���!� �4�� #� ��� �
	� 9�� #$ ) �14 M1� � !1*  O�

#��-�� �7��� M���4 � O�!$ ���� �� �2� M���4 ���';!* (�N� ��� ��/ ���� -� O�!*.  
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�,�$.  �'t ��  ��         -� #� �,�$ �N'� �<
�'Y ��!P =�!� 9z| %9'�Y        #1�)��KY �1N'� 9��1*
 $ ���   �
� �)��� ���'$ ��- .  �-1L �4�� ���� R�P -�  d���1� �1�$    �14 �� � �1
� �1� 

   �')�i QN�J��  +�$  �';!*��N�            1* �1,�$ �<
�'Y �� �
'�Y �N'� ��$ 9���$
$ �  #�1�
� ��
 �!� ����$ .N,a           �	��!1� �� �1H$ �4�� �';!* O��&8 ���$ �-L �4�� -� 9'
   �1
� ��@�1��

���$ �')�i O!�-[ #� ��H$ �4�� ��� x)!��.  
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 N��&)4  
��$��  ��   c�� 9���[�$       �>J8 =(��� ���(� #&�U� �
�-'� �ijSA ( , )P Θ   #1$ �&S� P 

 �ijkP  �11>J8 x��11� � ( , )i iP ε Θ �&S11� #11$ijkP�11��  .ijhSA ( , )P Θ O[ �� #11� ��� 
366 24 8784h = × =�� ���	* ��- =�!� #$ � Q'
� :  

10

1

( , ) (( ) / )h
ij ikj lj

k

SA P q P P h
=

Θ = Φ −∑ ) {(                                                          
$ ��� �$��$ �
N3 �!P #$ #�  :  

10

1 1

( , ) (( ) / )
J

h
i ikj kj

j k

SA P q P P h
= =

Θ = Φ −∑∑ )E(                                                  
-� ��@��� $  ���>J8 =(��� ����	* 9 �� #&�U� ��-  �!�:  

10

1

1
(( ) / )ij

ikj lj
ki

SA
q P P h

P h
ϕ

=

∂
= −

∂
∑ )z(                                                           
1

(( ) / )ij
ikj kj

S A
q P P h

Pkj h
ϕ

∂
= − −

∂
 )�|(                                                           

  #11o$�� �� �11>J8 x��11� 9��11/[)D(    #11;�	� ���11$ �
N113 \$11* #'011� ��$�11� �11
�-'� �
iDR(P, )-SA (P, )iε Θ��   �� ��- =�&2 #� ���$#$ �����  �,� :  

  
     

)��(  

 #&�U� ���$ �@6�H� �<���( , )EDR p ε′ ���� #� ����� �!8� #$ ���  ���[
-� ��W'
�* 9 �� OS�� , ��$ . �?�) %� ���||�( �( , )EDR p ε′$ �� #  #o$�� #6'��

( ( , ) ( , )) /E EDR p DR pδ ε ε δ+ − ���[�$ ���(� ���� ���� δ � �
� �� 9'$ 
�?� W� �?� ���� ';����� %� ON, �� �� ��NSY �3(* \$* ����� c�� �� 

 ��- #o$�� #6'�!$���[�$��� ���� :  

),),(('),),(('

),),((

ΘΘ−Θ

∂

ΘΘ∂

=
∂

∂

iiiiiii

kj

iii

kj

i

PSAPDR

P

PSA

P

P

εεε

ε
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( , ) ( ) ( , )d hDR p Q SO pε ε ε= − )��(                                                                  
 ��� ��<
�'Y M� #3�2 \$* #� �� OL�
,��<
�'Y�
$ �
� �A$ ��� ��S� :  

10

1 1

( , ) (( ) / )
N

h nk nk
n k

So P qo P Po hε
= =

= Φ −∑∑ )�D(                                    
O[ �� #�:  

nkqo �k �4�� ��<
�'Y #6Y 9'�� n�   
nkPo #6Y ���$ ��<
�'Y �N'� � K �4�� � d�n��  ��$.  
N �� �!8!� �,�4�� M� ���	*      �1�
$ �,�14�� J18 #1$ ��-$ A �1�   �1�$ .  \$1*

( )tΦ    � ��� �������� %��� �	N"* \�-!* \$* h ��!1N, �����Y       ��!1� #1� ��1�� �-1�
 #11�)�L ���11� ��@�11�� �11��. 11��#11�!L ������11Y 9   ��11� M11� ��<
�11'Y #113�2 \$11* �11,

OL�
,��<
�11'Y�11
� ��   �11�
$A�!11N, �� �11� � �11
� .  �W11F!� ���11(�h� ���11(� 
( , )EDR p ε′    �� ��!N, ��N� ��   �
� .   #$ �?� d�� c��         #18�� M��1	* O�!$ ��� M';� 

    �� #� ��� �*�L-� �-���!N, ��           �1�� #1�)�L ���1� ��@��� ��!� d�� c�� #;(� 9 .  1$
-� ��@��� �� ��- #"'�� c�� 9#$ �����   ��[ :  

101
' ( , ) (( ) / )

1 1

N
DR P qo P Po hh nk nkn kh

ε ϕ= − −∑ ∑
= =

)�l(                                     
�O[ �� #�( )tϕ��� �������� %��� �;�F \$* � . #&�U� $( , )EDR p ε′ �

��  O�!*( ( , ))EC DR p ε′ #;�	� -� ��@��� $ �� �)l (#�!S* �N'� �, ���$ ���-$ ��

� 
��� #&�U� . �� �N'� #$ �&S� ��NSY �3(* �
U
� x��� O�!$ XH�� $ 9���$
$

 =�&2)�|( #;�	� -� ��@��� $ �)�D ( �� #� �>J8 =(��� ��� � =?�	�)z ( �)E (
��� ���� O�� #�!S* � ��<
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