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Abstract 

Justification Logics is a family of modal logics in which the proof or justification of a 

necessitated proposition can be explicitly expressed. These logics can be considered as 

epistemic logics in which the justification (reason or evidence) for knowledge or belief 

of a proposition can be expressed in the language. In this paper, we study an extension 

of justification logics with actions. In particular, we extend the language of Artemov’s 

logic of proofs with actions. To this end, we use the regular actions of propositional 

dynamic logic without the iteration operator. By combining the axiom system of the 

logic of proofs with that of propositional dynamic logic, we present an axiomatic proof 

system for this combined logic. We also present a possible world semantics, based on 

Kripke-Fitting models, for this combined logic, and prove the completeness theorem by 

means of the canonical model construction. We further establish the internalization 

property for this logic. 
Keywords: Justification logic, Propositional dynamic logic, Internalization property, 

Kripke-Fitting models, completeness theorem, canonical models. 
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  ، پژوهشگاه علوم انساني و مطالعات فرهنگيپژوهي منطق
  1402، بهار و تابستان 1، شمارة 14پژوهشي)، سال ـ  علمينامة علمي (مقالة  دوفصل

  ها ها با عمل گسترشي از منطق اثبات
  *كوپائيفاطمه مجلسي 

  **داد قاريقم

  چكيده
 يـا هـاي رياضـي    اثباتتوان ها ميها هستند كه در زبان آناي از منطقهاي توجيه خانوادهمنطق
هاي معرفتي در نظر گرفت كـه در  توان منطقها را مياين منطق را بيان كرد.هاي معرفتي   توجيه

در اين توان در زبان منطق بيان كرد. آنها توجيه (دليل يا شاهد) دانش يا باور به يك گزاره را مي
هاي توجيه را بررسي كنيم. به ويژه بـه   به منطق هاو كنُش ها مقاله قصد داريم تأثير افزودن عمل

پردازيم و زبـان ايـن منطـق را     كه توسط آرتموف معرفي شده است، مي ،ها مطالعه منطق اثبات
و  كنـيم  اي اسـتفاده مـي   دهيم. براي اين كار از منطـق پويـاي گـزاره    ها گسترش مي توسط عمل

هـا  رار) بـه زبـان منطـق اثبـات    هاي منظم موجود در اين منطـق را (بـه جـز عملگـر تك ـ     عمل
هـا  دهد تا در مورد معرفت موجه و عملاين زبان گسترش يافته به ما امكان مي. كنيم مي  اضافه
پس از معرفي يك دستگاه اصل موضوعي و يـك معناشناسـي براسـاس    زمان صحبت كنيم. هم
هـاي   ه از مـدل فيتينگ براي اين منطق تركيبي، قضيه تماميـت را بـا اسـتفاد    - هاي كريپكي مدل

سـازي را نيـز   همچنـين بـراي ايـن منطـق تركيبـي خاصـيت درونـي        كنـيم.  كانوني اثبات مـي 
  كنيم. مي  ثابت
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  مقدمه. 1
هـاي    هاي رياضي و توجيـه  منطقي براي استدلال درباره اثبات )Justification Logic( يهمنطق توج

 هـا  كند. اولين منطق توجيهي كه معرفي شده است، منطقي به نام منطق اثبـات  معرفتي فراهم مي
)Logic of Proofs( LP  باشد كه توسط آرتموف در مي )Artemov, 1995(  و)Artemov, 2001(  ارائه

كـه بـا افـزودن     هسـتند هـا   ها يـا محمـول   سترشي از منطق گزارهيه گهاي توج شده است. منطق
:tهـايي بـه صـورت     عبارت φ    آينـد، كـه در آن    بـه دسـت مـيφ    يـك فرمـول وt    يـك تـرم
توان به عنوان منطق معرفتي (منطق دانش يا منطق بـاور)   هاي توجيه را مي منطقباشد.  مي  توجيه

:tعبارت در نظر گرفت، كه در اين حالت  φ وان بـه صـورت   ت را مي» t     يـك توجيـه (يـا دليـل
هاي توجيـه قضـيه تماميـت     برخي از منطقتعبير كرد. براي » است φشاهد) براي معرفت به   يا

:tعبارت ها  اثبات است و در اين منطق حسابي قابل φ توان به صورت  را مي» t  يك اثبات بـراي φ ست چرا كه اين منطـق، اولـين و   ها  در اين مقاله تمركز ما روي منطق اثبات تعبير كرد.» است
وجـه  متنـاظر بـا منطـق م     LPترين منطق توجيهي است كه ارايه شده است. بـه عـلاوه،  معروف S4  هاي موجهات منطقي پركاربرد است) و همچنين خواص بسياري در است (كه در بين منطق

،  )Artemov, 2001( مقالات مختلف براي اين منطق ثابت شـده اسـت؛ از جملـه: قضـيه تحقـق     
دار بت به حسـاب كـران  چنين نسو هم )Artemov, 2001(ئانو تماميت حسابي نسبت به حساب پ

)Goris, 2006( هاي بازي، تماميت نسبت به مدل )Renne, 2006(   هـاي  ، تماميت نسبت بـه مـدل
  و غيره. )Artemov, S., Nogina, E., 2008(توپولوژي 

هايي است كـه   ي از انواع منطقيك propositional dynamic logic( PDL( اي همنطق پوياي گزار
وان اشيايي زباني معرفي كـرد. در منطـق   را به عن) actionsها)، (ش، (يا كنها توان در آن عمل مي

) regular programs( يهـاي مـنظم كـامپيوتر    ها با ساختاري شبيه به برنامـه  اي عمل پوياي گزاره
يـك   αاسـت كـه در آن    φ[α]ايي بـه صـورت   ه ـ فرمـول شـامل   PDLشوند. منطق  ساخته مي

 φفرمـول   بعـد از انجـام هـر عمـل     «شود:  است. اين فرمول به اين صورت خوانده مي  عمل
αدوگان اين فرمول به صورت». صادق است φ ≝ ¬[α]¬φ  شود و به اين صورت  تعريف مي
 φفرمـول   موجود است كـه پـس از آن اجـرا    αپذيري از عمل  اجراي خاتمه«شود:  خوانده مي
 αرورت و ) ض ـmodalityت (يك جه ـ [α]مفروض،  در واقع براي يك عمل  ».صادق است

هاي كريپكي اسـت كـه در آن بـه     لمعناشناسي اين منطق بر اساس مديك جهت امكان است. 
هـاي ورودي   شـود. ايـن رابطـه دوتـايي وضـعيت      پذيري نظير مي عمل يك رابطه دسترس  هر
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جهـان بعـد از انجـام عمـل) را     ام عمـل) و خروجـي (وضـعيت    (وضعيت جهان قبـل از انج ـ 
  كنند. مي  تعيين

ها را بررسـي كنـيم. ابتـدا زبـان      ها به منطق اثبات در اين مقاله قصد داريم تأثير افزودن عمل
دهيم. البتـه در ايـن مقالـه     گسترش مي PDLهاي موجود در منطق  ها را توسط عمل منطق اثبات

كنـد،   نقـش مهمـي بـازي مـي     PDLه در منطـق  ك ـ )iteration( ربراي سـادگي از عملگـر تكـرا   
تركيب و گسترش منطق اثبات بـا   گذاريم. مي JPDLكنيم. نام اين منطق تركيبي را  مي  نظر صرف

هايي كه پس از رخداد يك عمل، توجيهي براي دانستن يا باور  بندي گزاره منطق پويا، به صورت
  كند. براي مثال، جمله نجام عملي داريم، كمك ميبه آن گزاره داريم و يا توجيهي براي ا

دانـم كـه مـچ دسـتم      پس از رفتن به مطب پزشك، بنابر تشخيص و گواهي پزشـك، مـي  "
  "شكسته است

]در اين منطق به صورت  ] به عمل رفتن به مطب دكتر  شود كه اتم  بندي مي صورت :
كننـده   بيـان   باشـد و متغيـر   مي "استمچ دستم شكسته "دهنده نمايش اشاره دارد و گزاره 

كننده وضعيتي است كه در آن پس از است. اين مثال بيان "تشخيص (يا گواهي) پزشك"توجيه 
  رخداد يك عمل توجيهي شكل گرفته است.

  مثال ديگر، جمله
  "شود، چون بنزين تمام كرده است دانم كه با استارت زدن ماشين روشن نمي مي"

:yرت در اين منطق به صو [b]q شود كه اتـم   بندي مي صورتb     بـه عمـل اسـتارت زدن و
به تمام شدن بنزين اشاره دارد. اين مثال  yو توجيه  "شود ماشين روشن نمي "به جمله  qگزاره 
اي بعـد از انجـام يـك     توان به صدق گـزاره  كننده وضعيتي است كه در آن با يك توجيه ميبيان

  عمل معرفت داشت.
كنـيم. ايـن   مي) را اثبات internalization propertyازي (سمنطق خاصيت دروني ابتدا براي اين
هاي هاي خود را در درون زبان خود با ترمقادر است اثبات JPDLكند كه منطق خاصيت بيان مي

هــاي اســتانداردي كــه بــراي ايــن خاصــيت وجــود دارد اثبــات بيــان كنــد. بــرخلاف برهــان
))Artemov, 2001( (ما اثباتي مشابه با آنچه در  را ببينيد)A. Baltag, B. Renne, and S. Smets, 2014( 

با قاعده ضرورت در منطق موجهات است، در  دهيم. اين قضيه، متناظربيان شده است، ارائه مي
نيز قضيه است؛ در منطـق توجيـه،    φ□قضيه باشد، بنا به قاعده ضرورت  φمنطق موجهات اگر 

  يك ترم توجيه است). tنيز قضيه است (كه در آن  t:φقضيه باشد،  φاگر سازي،  بنا به لم دروني
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 - هـاي كريپكـي   پس از معرفي يك دستگاه اصل موضوعي و يك معناشناسي براساس مدل
  كنيم. هاي كانوني اثبات مي تماميت را با استفاده از مدلو  سلامت، قضيه JPDLفيتينگ براي 

  
 ساختار نحوي منطق پوياي توجيه. 2
را معرفي كرده و سپس يك دستگاه اصل موضـوعي بـراي    JPDL ابتدا زبان منطق بخشاين  در

  دهيم. آن ارائه مي
  

  زبان صوري 1.2تعريف 
t  د:نشو زير ساخته مي هايتوسط گرامر JPDLزبان منطق  ∷= x ∈ Var  c ∈ Cons |c , t ⋅ t| t + t | ! t  α ∷= a ∈ At | α; α | α ∪ α | φ?  φ ∷= p ∈ Prop | ¬φ | φ → φ | [α]φ | t: φ  

هـاي شـماراي نامتنـاهي از متغيرهـاي      به ترتيب مجموعه Propو  Var ،Cons ،Atكه در آن 
 يـك  tدر گرامرهاي بالا هاي اتمي و متغيرهاي گزارهاي هستند.  هاي توجيه، عمل توجيه، ثابت
هـا و همـه   هـا، همـه عمـل   يك فرمول است. مجموعه همه تـرم  φيك عمل و   α ترم توجيه،

دهنـده   نيـز نشـان   0گـزاره اتمـي   دهـيم.  نشـان مـي   Φو  Πو  Tmا را بـه ترتيـب بـا    ه ـفرمول
هـــاي  اي از كـــنش و دنبالـــه φمتنـــاظر بـــا فرمـــول  شـــاهد، يـــك ,اســـت.   تنـــاقض α = (α , α , α , … , α   است كه متغيري ندارد. است. ترم بسته، ترمي (

φ  مثلا شوند،يم فتعري ستانداردا صورت به هامنطق گزاره يها رابط يهيبق ∧ ψ ≔ ¬(φ → ¬ψ), φ ∨ ψ ≔ ¬φ → ψ, φ ↔ ψ ≔ (φ → ψ) ∧ (ψ → φ).  
φتوجيهي براي  tكند به اين صورت كه اگر  مانند قاعده وضع مقدم عمل مي ⋅عملگر  → ψ 

tباشند، آنگاه  φتوجيهي براي  sو  ⋅ s  توجيهي برايψ   هـا را بـه هـم     توجيـه  +است. عملگـر
:tكند، اگر  الحاق مي φ گاه باشد، آنt + s  نيز توجيهي برايφ  را   درستي توجيـه  !است. عملگر
:tكند، پس اگر  چك مي φ  باشد، آنگاه! t  توجيهي برايt: φ  .است  

  
   2.2تعريف 

  شامل اصول زير است: JPDL منطق
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1. φ → (ψ → φ) 
2. [φ → (ψ → χ)] → [(φ → ψ) → (φ → χ)] 
3. (¬ψ → ¬φ) → [(¬ψ → φ) → ψ] 
4. [α](φ → ψ) → ([α]φ → [α]ψ) 
5. [α ∪ β]φ ↔ [α]φ ∧ [β]φ 
6. [α; β]φ ↔ [α][β]φ 
7. [ψ? ]φ ↔ ψ → φ 
8. s: (φ → ψ) → (t: φ → (s. t): ψ) 
9. s: φ ∨ t: φ → (s + t): φ 
10. t: φ → ! t: (t: φ) 
11. t: φ → φ 

:Generalization(:  MPتعميم ( عدهو دو قاعده وضع مقدم و قا , →   GEN: [ ]   
 

  )Constant Specification( بتتخصيص ثا 3.2تعريف 
اسـت   ∶هايي به صـورت   ، شامل فرمولJPDLبراي منطق  يك مجموعه تخصيص ثابت 

همـان    JPDLCSست. منطق اين منطق ااي از اصول  نمونه يك نماد ثابت توجيه و  كه در آن 
   اند. به عنوان اصل به آن اضافه شده CSهاي  است كه در آن مجموعه فرمول  JPDLمنطق

  
 ـهـا  اصـل و غيراصـل   4.2 تعريـف  -Actioned axioms and actioned nonي (ي كنش

axioms(  
X  زير است: صورت، فرمولي به كنشييك اصل  X X … X φ  

Xكه  ∈ {[α] ∣ α ∈ Π}  وφ اسـت. يـك غيراصـل     )2.2تعريـف   11- 1(اصـول   يك اصل
بيشـترين مقـدار    n و نيسـت  JPDLاصـلي در منطـق    φ بالاست كـه  صورت، فرمولي به كنشي
Xنيسـت (  Xψ صورتخودش ديگر فرمولي به  φنا كه است، بدين مع  ممكن ∈ {[α] ∣ α ∈ Π} 

ψو  ∈ Φ.(  
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   5.2 تعريف
، تاس ـ  )Axiomatically Appropriate( ناسـب موضـوعي م  به نحـو اصـل   يك تخصيص ثابت 

∶وجود داشته باشد كه    نماد ثابت ، هرگاه براي هر نمونه اصل . يـك تخصـيص   ∋
كنشـي  گـاه بـراي هـر اصـل     رهاسـت،   مناسـب كنشـي   - وضـوعي م بـه نحـو اصـل    ثابت  [α ][α ][α ] … [α ]φ، شاهد c c  ه كبه طوري وجود داشته باشد  , , : [α ][α ][α ] … [α ]φ ∈   

αكه در آن  = (α , α , α , … , α ).  
هاي در واقع در تعريف زير ما فرمول دهد. اين تعريف، اندركنش توجيه و عمل را نشان مي

كنـيم.  اضافه مـي  JPDLگيريم و آنها را به مجموعه اصول منطق را به عنوان اصل در نظر مي 
cاصولي به صورت  JPDLپس در منطق  , : [α ][α ][α ] … [α ]φ   داريم، كه اين اصول بيـانگر

سـازي  اصول نقش مهمي در اثبـات خاصـيت درونـي   ها هستند. اين ها و عملاندركنش توجيه
  كنند.بازي مي

  
JPDLCS اثبات در منطق 6.2 تعريف

   
هاست كه هر فرمول در اين  از فرمول πيك دنباله متناهي غيرتهي  JPDLCS يك اثبات در منطق

و يـا از   اسـت،  ، يـا عضـوي از   اسـت  JPDLدنباله يا يك نمونه جانشـين از يـك اصـل در    
بدست آمده است. يك سـطر از اثبـات در    JPDLي قبل از خود در اين دنباله با قواعد ها فرمول

JPDLCS      فرمولي است كه در اين اثبات وجود دارد. بـراي اينكـه بگـوييم اثبـاتπ  درJPDLCS 
نويسيم ، و در اين صورت ميبايد سطر آخر اين اثبات باشد φاست، فرمول  φمتعلق به فرمول  ⊢ φ  نويسيمتر ميطور ساده(يا به ⊢ φ( براي اشاره به طول اثبات .π، تعـداد سـطرهاي    يعني

باشـند، آنگـاه    JPDLCSهـايي در منطـق    اثبـات  πو  πكنيم. اگر  استفاده مي |π|، از نماد π اثبات π ⊇ π  به اين معني است كهπ  شامل تمام سطرهاي اثبات موجود درπ .است  
ثابت كرد، نياز داريـم بـراي     JPDLCSسازي را براي منطق ت درونيبراي اينكه بتوان خاصي

توان به دست آورد در اين صورت مي φقاعده تعميم ثابت كنيم كه اگر ترمي بتوان براي فرمول 
 .A. Baltag, B. Renne, and S(يافت. براي اين كار از روشي كه در مقاله  φ[α]ترمي براي فرمول 

Smets, 2014( كنيم.كنيم، و ابتدا تعريف و لم زير را بيان مياست استفاده مي ارايه شده  
  



  135  )قاري مقدادو  كوپائيفاطمه مجلسي ( ها ها با عمل سترشي از منطق اثباتگ

 

  ها اثبات كنشي در- غيراصل- تعميم 7.2 تعريف
 استيك غيراصل كنشي  JPDLCS در منطق ،π، چون يك اثباتكنشي در - غيراصل- يك تعميم

يك ه اگر توجه كنيد كاست.  با قاعده تعميم از يكي از سطرهاي قبل از خود نتيجه شده  تنها كه
- تعمـيم  ديگـر  ،اثبات نتيجه شوديك توسط قاعده ديگري مانند وضع مقدم در غيراصل كنشي 

توسط قاعده تعميم  تنها، بلكه بايد در آن اثبات شود محسوب نميكنشي در آن اثبات - غيراصل
  به دست آمده باشد.

π  نويسيم: مي nبراي يك عدد صحيح مثبت  ⊢ φ  به اين معنا كـهπ   ت در منطـق يـك اثبـا 
JPDLCS  برايφ  است كه شامل حداكثرn نويسيم است. ميكنشي - غيراصل- تعميم ⊢∗ φ و يا) ⊢∗ φ ( به اين معنا كهπ  اي وجود دارد كهπ ⊢ φ  يعني در)π   كنشـي  - غيراصـل - هـيچ تعمـيم

  وجود ندارد).
  
  كنشي- غيراصل- تعميمحذف  8.2 لم

φبراي هر  ∈ Φ  :داريم⊢ φ نها اگر اگر وت⊢∗ φ.  
  اثبات:

طـرف چـپ بـه    شود. انجام مي  با تخصيص ثابت  JPDLCSها در فرض كنيد همه اثبات
π كـه  براي اثبات طرف ديگر كافي است نشان دهـيم  .راست بنا بر تعريف برقرار است ⊢ φ، 

∗πاي وجود دارد كـه  ∗πمستلزم اين است كه  ،nبراي يك عدد صحيح مثبت  ⊇ π  وπ∗ ⊢ φ .
(تعـداد   |π|) و زيراسـتقرا روي  كنشـي - غيراصـل - تعمـيم (تعداد  nاين اثبات را با استقرا روي 

πفرض كنيد  .دهيم انجام ميسطرهاي اثبات)  ⊢ φ.  
nگام اول استقرا: اگر  = ∗πبا در نظر گرفتن  ،باشد 0 = π شود. نتيجه حاصل مي  

<كنيم  گام استقرا: فرض مي nراي حداكثر نتيجه ب و 0 −  كنشي- غيراصل- تعميمتعداد  1
πبراي برقرار است (فرض استقرا)؛ بايد نشان دهيم  ⊢ φ  بـا   (يعنـيn   غيراصـل - تعمـيم بـار -

ــي)  ــز كنش ــه ∗πني ــود دارد ك ∗πاي وج ⊇ π    وπ∗ ⊢ φ.   ــات ــول اثب ــتقرا را روي ط زيراس
  بريم: مي  پيش

|π|گام اول زيراستقرا: اگر  =  φتنهـا شـامل يـك سـطر اسـت پـس        πنجاكـه  از آ. باشد 1
πو لذا داريم: است  يا عضوي از است   اصل ⊢ φ .قرار دهيد π∗ = π  پس داريـم ،π∗ ⊇ π 

∗πو  ⊢ φ.  
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، برقرار اسـت (فـرض   |π|كنيم كه نتيجه براي تعداد سطر كمتر از  گام زيراستقرا: فرض مي
π كنـيم   سـطر برقـرار اسـت: پـس فـرض مـي       |π|قا زيراستقرا)؛ بايد نشان دهيم نتيجه براي دقي ⊬ φ پس در اثبات .π  وجود دارد: كنشي- غيراصل- تعميمحداقل يك  π = θ , … , θ| | , φ  

]است كه سـطر آخـر آن    πترين زيراثبات ممكن از  كوتاه π فرض كنيد ]θ ،   بـراي يـك
]عمل  π  :است كنشي- غيراصل- تعميميك  ،[ = θ , … , θ , [ ]θ   

- تعمـيم حداقل يـك   πدر اثبات غيرتهي موجود است چرا كه طبق فرض،  πچنين اثبات 
πاست و يا  πيك زيرمجموعه سره از  πوجود دارد. پس يا  كنشي- غيراصل = π  هر حالـت .

  گيريم: را جداگانه در نظر مي
π|اسـت، پـس    πيـك زيرمجموعـه سـره از     πفرض كنيـد   | < |π| تـوانيم   مـي  . وπ  را

πبنويسيم   چنين = π طرهاي اثبات به هم اشاره دارد) كه س) concatenation( قبه الحا "#"(  #
 ـ هاسـت. پـس مـي    يك دنباله متناهي غيرتهي از فرمول   وان فـرض زيراسـتقرا را روي ايـن    ت
∗πوجود دارد كـه   ∗πبخش اعمال كرد: يك   دو ⊇ π ∗π و   ⊢ [ ]θ . پـس π∗    اثبـاتي بـراي [ ]θ  است كه تمامي سطرهاي اثباتπ  نيسـت.   كنشي- غيراصل- تعميمرا دارد و شامل هيچ

πاست كه تمام سطرهاي اثبات  φنيز اثباتي براي  #∗πپس  = π را دارد و حداكثر شـامل   # n − #∗πيعنـي   اسـت.   كنشـي - غيراصـل - تعميم دتعدا 1  ⊢ φ  وπ∗# ⊇ π # = π  بـا .
∗πوجود دارد كه  ∗πاعمال فرض استقرا، اثباتي چون  ⊇ π∗# ⊇ π # = π  وπ∗ ⊢ φ.  
πدر حالت دوم، فرض كنيم  = π با توجه به تعريف .π    كـوچكترين زيراثبـات از)π   كـه

πاست) داريم:  كنشي- غيراصل- تعميمآخرين سطر آن يك  ⊢ φ  وφ = [ ]θ.  پس بايد خود θ و  θهـايي چـون    باشد كه از اعمال قاعده وضـع مقـدم روي فرمـول    غيراصل كنشييك    θ → θ  قبل از سطرm  درπ  پس  است. بدست آمدهπ  ارد:صورتي دچنين  π = #θ #τ#[ ]θ   
θو  θكه در آن  → θ  و  هستند.  هر دو درτ  هاي متناهي (احتمالا تهي)  نبالهدهر دو

]ها هستند. از آنجا كه  از فرمول ]θ هـايي   توانيم اثبـات  است، مي  از قاعده تعميم بدست آمده
π  چون: = #[ ]θ ,                                     |π | ≤ ≤  |π| − 1   π = #[ ](θ → θ ),                      |π | ≤ ≤  |π| − 1  
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πرا دارا باشــند. پــس  كنشــي- غيراصــل- تعمــيمكــه حــداكثر يــك  بســازيم ⊢ [ ]θ  و π ⊢ [ ](θ → θ π|. از آنجا كه ( | <  |π|  و|π | <  |π|    ،با فـرض زيراسـتقراπ∗ ⊇ π  و π∗ ⊇ π  موجودند بطوريكهπ∗ ⊢ [ ]θ  وπ∗ ⊢ [ ](θ → θ  4اصـل   نمونـه  . به كمـك (
)[ ](θ → θ ) → ([ ]θ → [ ]θ ∗π  )، دنباله( = π∗#π∗ #θ #τ#[ ](θ → θ ) → ([ ]θ → [ ]θ )#[ ]θ   

φي براي اثبات = [ ]θ  است كه شامل تمام سطرهايπ  كنشـي - غيراصـل - تعميماست اما 
∗πندارد. پس  ⊢ φ.  

  
  9.2 مثال

⊣  اثبات زير را در نظر بگيريد:  [α](φ → φ)  1. φ → (φ → φ)                                                                                                  (1) لاص   2. φ → ((φ → φ) → φ)                                                                                     (1)3  اصل. φ → (φ → φ) → φ → ((φ → (φ → φ)) → (φ → φ))                 (2)4  اصل. φ → (φ → φ) → (φ → φ)                                                   (2,3)هقاعد وضع مقدم   
5. φ → φ                                                                                            (1,4)قاعده وضع مقدم 
6. [α](φ → φ)                                                                                           (5) قاعد تعميم 

بـا  آوريـم.   بدسـت مـي   5بار استفاده از قاعده تعميم، نتيجه را از سطر  در اثبات فوق با يك
، اين اثبات به صورت زير قابل بازنويسي است، به نحوي كه نتيجه اثبات كنشلم حذف  كمك

.1   آيد.مي، بدست روي اصول قاعده تعميماستعمال توسط قاعده وضع مقدم و  φ → (φ → φ)                                                                                                    (1)2  اصل. [α] φ → (φ → φ) .3  قاعده تعميم (1)                                                                                φ → ((φ → φ) → φ)                                                                                      (1)4  اصل. [α]( φ → ((φ → φ) → φ))                                                                (3) 5  قاعده تعميم. φ → (φ → φ) → φ → ((φ → (φ → φ)) → (φ → φ))                  (2)6  اصل. [α][ φ → (φ → φ) → φ → ((φ → (φ → φ)) → (φ → φ))] (5) 7  قاعده تعميم. [α] φ → (φ → φ) → φ → φ → (φ → φ) → (φ → φ) → [α] φ →(φ → φ) → φ → [α] φ → (φ → φ) → (φ → φ)   اصل(4)                                  
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8. [α] φ → (φ → φ) → φ →[α] φ → (φ → φ) → (φ → φ) .9  قاعده وضع مقدم(6,7)                 [α] φ → (φ → φ) → (φ → φ) .10  قاعده وضع مقدم(4,8)                                           [α] φ → (φ → φ) → (φ → φ) → {[α] φ → (φ → φ) → [α](φ →φ) }                                                                            (4)11  اصل. [α] φ → (φ → φ) → [α](φ → φ)                                     (9,10)12  قاعده وضع مقدم. [α](φ → φ)                                                                               (2,11)قاعده وضع مقدم  
ها تنهـا   توجه كنيد كه در اثبات دوم هم سه بار قاعده تعميم به كار رفته است، اما اين قاعده

  .كنشي نداريمغيراصل اند. بنابراين، در اثبات دوم هيچ روي اصول به كار رفته
هـاي توجيـه اسـت را    ترين خـواص منطـق  سازي كه يكي از مهمدر اينجا خاصيت دروني

هاي خود را در درون قادر است اثبات JPDLCSكند كه منطق كنيم. اين خاصيت بيان ميمي  ثابت
ثابـت شـود، در ايـن صـورت      JPDLCSدر منطق  زبان خود بيان كند، يعني اگر فرمولي چون 

 JPDLCSرا در منطـق   دارد به طوري كه ايـن تـرم همـان اثبـات فرمـول       وجود ترمي مانند 
 ,A. Baltag, B. Renne, and S. Smets(كند. اثبات اين خاصيت شبيه اثبـاتي اسـت كـه در    مي  بيان

  ارائه شده است. )2014
  
  )Internalization( ازيس دروني 10.2 لم

باشـد.   مناسـب  كنشي - يموضوع اصل ي وموضوع اصل به نحو CSثابت  صيتخصفرض كنيد 
⊣اگر  φ ترم بسته مانند آنگاه t  وجود دارد كه⊢ t: φ.  

  اثبات:
∗⊣كافي است نشان دهيم كه اگر  كنشبا توجه به لم حذف  φ ترم منطقـي ماننـد   آنگاه t 

∗⊣وجـود دارد كـه    t: φ .  فــرض كنيـد⊢∗ φ .   بـا اســتقرا روي اثبـاتφ  تـرم مناســب ،t  را
  كنيم. مي  پيدا

 ́ ثابـت  موضـوعي مناسـب اسـت، نمـاد     نحـو اصـل   بـه  CSيك اصل باشد، چـون   φاگر 
ćكه به طوري  ددار  ودوج ∶ φ ∈.   

φاگر  ∈ φباشد، صورتي چون     = : ψ  يا)c , : [α ][α ][α ] … [α ]ψ  دارد. با توجـه (
c!(يا  ! ، ترم 11به اصل    .است φ) شاهدي براي ,
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ωمقدم ( نتيجه قاعده وضع φاگر  → φ  وω  باشد، طبق فرض اسـتقرا (⊢∗ : (ω → φ)  و ⊢∗ : ω. ) طبق اصل: (φ → ψ) → ( : φ → (s. t)ψ) ،(توان نتيجه گرفت: مي  ⊢∗ ( . ): φ  
α]كنشي باشد ( يك اصل φگر ا ][α ][α ] … [α ]ψ(       كه توسـط قاعـده تعمـيم بـه دسـت
cمناسـب اسـت، ثـابتي چـون     كنشـي  - موضـوعي  به نحو اصـل  ، آنگاه چون است  آمده , 

α دارد كه  وجود = (α , α , α , … , α c و ( , : φ  است. در  
  
 ساختار معنايي. 3

معناشناسـي ايــن منطــق  ازيم. پــرد مـي  JPDLCS در ايـن بخــش بـه معرفــي معناشناسـي منطــق   
 ,.Harel, D( اي (رجوع كنيد بـه  هاي كريپكي منطق پوياي گزاره است از معناشناسي مدل  تركيبي

Kozen, D., Tiuryn, Jerzy, 2000(باشـد  هـا مـي   هاي فيتينگ منطق اثبـات  ) و تركيبي است از مدل 
 ).)Fitting, 2005( به هاي فيتينگ رجوع كنيد (براي مدل

  
 1.3 تعريف

Mفيتينگ  - كريپكي مدل =< K, mℜ, R, ℰ  )meaning function( ايـك تـابع معن ـ   mℜت. اس ـ )states( ها يك مجموعه غيرتهي از وضعيت K در آن است كه  يك چندتايي JPDLCSبراي منطق   <
نسبت  Kدوتايي روي   را و به هر برنامه يك رابطه  Kهر فرمول يك زيرمجموعه از به كه  است
 دهـد و  نسـبت مـي   Kكه هر دوتايي ترم و فرمول را به يـك وضـعيت در    ℰ تابع شاهددهد، مي

mℜ(φ)  هاست: يك رابطه دوتايي روي وضعيت R پذيريرابطه دسترس ⊆ K  mℜ(α) ⊆ K × K  ℰ(t, φ) ⊆ K  R(u) = {v ∈ K|vRu}  
  در شرايط زير برقرار است: ℰكه تابع 

1. uRv & u ∈ ℰ(t, φ) ⇒  v ∈ ℰ(t, φ) 
2. u ∈ ℰ(t, φ)  ⇒  u ∈ ℰ(! t, t: φ) 
3. ℰ(s, φ → ψ) ∩ ℰ(t, φ) ⊆ ℰ(s. t, ψ) 
4. ℰ(s, φ) ∪ ℰ(t, φ) ⊆ ℰ(s + t, φ) 
5. c: φ ∈ CS  ⇒  ℰ(c, φ) =  
6. c , : [α]φ ∈ CS  ⇒  ℰ c , , [α]φ = K. 
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بـه   uپـذيري وضـعيت    دسـترس  uRvهاست كـه   يك رابطه دوتايي روي وضعيت  Rرابطه 
سـتيم (يعنـي   ه uدهـد، و بـه ايـن معناسـت كـه وقتـي در وضـعيت         را نشـان مـي   vوضعيت 

از لحـاظ معرفتـي، يـك وضـعيت     ، vجهان واقـع اسـت) وضـعيت     uوضعيت كنيم  مي  رضف
 است.  ممكن

  صادق است. φاست كه در آن  Kهاي  يك زيرمجموعه از وضعيت mℜ(φ)مجموعه 
شامل زوجهاي (ورودي، خروجي)  α، يك رابطه دوتايي است كه براي عمل mℜ(α)رابطه 
,u)گر ها هستند. ااز وضعيت v) ∈ mℜ(α)  ،باشندu  وضعيت ورودي وv  وضعيت خروجي بعد

  است.  αاز اجراي عمل 
,ℰ(tمجموعه  φ) دهد كه در آنها هايي را نشان ميوضعيتt قبـول   يك توجيه مرتبط و قابل

  است. φبراي 
  

  قواعد معناشناسي 2.3تعريف 
I. mℜ(φ → ψ) ≝ (K − mℜ(φ)) ∪ mℜ(ψ) 

II. mℜ([α]φ) ≝ K − (mℜ(α) ∘ (K − mℜ(φ)) = {u|∀v if (u, v) ∈ mℜ(α) then v ∈ mℜ(φ)} 
III. mℜ(α; β)  ≝ mℜ(α) ∘ mℜ(β) = {(u, v)|∃w ∈ K (u, w) ∈ mℜ(α) and (w, v) ∈ mℜ(β)} 
IV. mℜ(α ∪ β) ≝ mℜ(α) ∪ mℜ(β) 
V. mℜ(φ? ) ≝ {(u, u)|u ∈ mℜ(φ)} 

VI. mℜ(t: φ)  ≝ ℰ(t, φ) ∩ {u|R(u)  ⊆ mℜ(φ)} 
 

  اعتبار 3.3تعريف 
Mمعتبر است به اين معنا كه در هر مدل  JPDLCSدر منطق  φفرمولي مانند  =< K, mℜ, R, ℰ >  

mℜ(φ)(به عبارت ديگر،  باشد mℜ(φ)در  K ،uدر  uو هر وضعيت  = K(  فرمولي ماننـد .φ   بـا
Mمعتبر است به اين معنا كه در هـر مـدل    JPDLCSدر منطق  فرضيات  =< K, mℜ, R, ℰ و   <

ψ، اگر براي هر Kدر  uوضعيت   هر ∈ Σ ،u  درmℜ(ψ)  باشد، آنگاهu  درmℜ(φ) .باشد 

  
 تماميت. 4

هـاي   اده از مـدل را با استف )Completeness( و تماميت )Soundness( متدر اين بخش قضيه سلا
  كنيم. كانوني ثابت مي
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 .سلامت 1.4قضيه 
  .است  برمعت JPDLCS در F باشد آنگاهپذير  اثبات JPDLCSدر  Fفرمول اگر 

  اثبات:
و قواعــد ايــن منطــق اعتبــار را  معتبــر هســتند JPDLCSبايــد نشــان دهــيم اصــول منطــق 

هـا و منطـق پوياسـت،    كنند. از آنجا كه اصول اين منطق، تركيبي از اصول منطق اثبات مي  حفظ
 ,D. Harel, D. Kozen, Jerzy. Tiuryn( و )Fitting, 2005( اثبات اعتبار اين اصول مشابه با آنچـه در  

 باشد.ارايه شده است مي )2000

cدهيم اصـل كنشـي    حال نشان مي , : [α]φ معتبـر اسـت (بـراي     JPDLCSدر منطـق   ∋
ناهي عمـل  ايم، حكم براي تعداد مت سادگي اثبات، اصل كنشي را تنها با يك عمل در نظر گرفته

Mيك اصل باشد، در هر مدل  φمشابه است).  اگر  =< K, mℜ, R, ℰ mℜ(φ)داريم  < . بايد =
ــيم  ــان دهـ mℜدر  uنشـ c , : [α]φ   ــر ــه اگـ ــا كـ ــت. از آنجـ cاسـ , : [α]φ ∈ CS  ــاه آنگـ ℰ c , , [α]φ = K  از تابع  6(بنا به شرطℰ  در نتيجه داريم كـه (u ∈ ℰ c , , [α]φ  از طرفـي .

uديگر، چون  ∈ mℜ(φ) = K) پس طبق تعريف .VI ،(u ∈ mℜ c , : [α]φ .است  
  

  مدل كانوني 2.4تعريف 
Mمدل كانوني  =< N, m , R , ℰ   كنيم: به صورت زير تعريف مي JPDLCSبراي منطق  <

 N هاي  يك مجموعه از تمام مجموعهJPDLCS هاست.  سازگار ماكزيمال از فرمول  R (u, v)  ⟺  u# = {φ|t: φ ∈ u for some t} ⊆ v  m (φ) ≝ {u|φ ∈ u}  m (α) ≝ {(u, v)|(∀φ), φ ∈ v ⇒  α φ ∈ u} = {(u, v)|(∀φ), [α]φ ∈ u ⇒ φ ∈ v}  ℰ (t, φ) ≝ {u|t: φ ∈ u}  
  

 3.4لم 
Mمدل كانوني  =< N, m , R , ℰ   است.  JPDLCSيك مدل براي منطق  <

 متعدي و انعكاسي است. اثبـات مشـابه بـا اثبـاتي اسـت كـه در       Rايد نشان دهيم باثبات: 
)Fitting, 2005( دهيم  حال نشان ميشود.  بيان شده است. بنابراين جزييات آن در اينجا حذف مي ℰ  اثبـات مشـابه بـا اثبـاتي اسـت كـه در      كنند. چون  صدق مي 3.1از تعريف  5- 1در شروط 
)Fitting, 2005( شود. قط يك شرط براي نمونه در اينجا بررسي ميبيان شده است ف  
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 uR v & u ∈ ℰ (t, φ) ⇒  v ∈ ℰ (t, φ)  
uRطبق تعريف چون  v  آنگاهu# ⊆ v  و چونu ∈ ℰ (t, φ)  پسt: φ ∈ u.   از طرفي طبـق

: اصول داريم: φ → ! t: (t: φ)  و چونu    مجموعه ماكزيمال اسـت، پـس! t: (t: φ) ∈ u   و طبـق
:tتعريف اين يعني  φ ∈ u# دهد كه  و اين نتيجه ميt: φ ∈ v پس . v ∈ ℰ (t, φ).  

  اثبات:
Mبايد نشان دهيم مدل كانوني  =< N, m , R , ℰ يك مـدل بـراي منطـق     CSبه همراه  <

uRمتعدي است. يعني اگر  Rماست. ابتدا بايد نشان دهيم  v  وvR w  آنگاهuR w.  
#uكنـيم:   كنـيم و فـرض مـي    پذيري در مدل كانوني استفاده مـي  از تعريف دسترس ⊆ v  و v# ⊆ w حال اگر .φ ∈ u#   آنگاه طبق تعريـفt: φ ∈ u    :از طرفـي طبـق اصـول داريـم . t: φ → ! t: (t: φ) و چونu    مجموعه ماكزيمال اسـت، پـس! t: (t: φ) ∈ u      و طبـق تعريـف ايـن يعنـي t: φ ∈ u# دهد كه  و اين نتيجه ميt: φ ∈ v  پسφ ∈ v# ⊆ w پس .R .متعدي است  
uانعكاسي است. يعني براي هر  Rدهيم  در ادامه نشان مي ∈ N ،uR u.  
#uكنـيم:   كنيم و فرض مي پذيري در مدل كانوني استفاده مي از تعريف دسترس ⊆ u  حـال .

φاگر  ∈ u#    آنگاه طبـق تعريـفt: φ ∈ u    :از طرفـي طبـق اصـول داريـم .  t: φ → φ  و چـونu 
φاكزيمال پر است، پس مجموعه م ∈ u  وR .انعكاسي است  

uR  برقراراند: ℰدهيم شروط  حال نشان مي v & u ∈ ℰ (t, φ)  ⇒  v ∈ ℰ (t, φ)  
uRطبق تعريف چون  v آنگاه u# ⊆ v   و چونu ∈ ℰ (t, φ)  پسt: φ ∈ u. ي طبـق  از طرف

:t داريم:  اصول φ → ! t: (t: φ)  و چونu پر است، پس  مجموعه ماكزيمال! t: (t: φ) ∈ u  و طبق
:tتعريف اين يعني  φ ∈ u# دهد كه  و اين نتيجه ميt: φ ∈ v پس . v ∈ ℰ (t, φ).   u ∈ ℰ (t, φ)  ⇒  u ∈ ℰ (! t, t: φ)  

uاگر  ∈ ℰ (t, φ)  پسt: φ ∈ u.    :از طرفي طبـق اصـول داريـم  t: φ → ! t: (t: φ)   و چـونu 
!مجموعه ماكزيمال پر است، پس  t: (t: φ) ∈ u دهد  ه ميكه نتيجu ∈ ℰ (! t, t: φ).  ℰ (s, φ → ψ) ∩ ℰ (t, φ) ⊆ ℰ (s. t, ψ)  

uاگــر  ∈ ℰ (t, φ)  وu ∈ ℰ (s, φ → ψ)  آنگــاهt: φ ∈ u   وs: φ → ψ ∈ u  ــق از طرفــي طب
:s  داريم: اصول (φ → ψ) → (t: φ → (s. t)ψ)) چون  وu    مجموعه ماكزيمال پر است، پـس بـه

.s)گيريم  كمك قاعده وضع مقدم نتيجه مي t)ψ ∈ u دهد  ه نتيجه ميكu ∈ ℰ (s. t, ψ).  ℰ (s, φ) ∪ ℰ (t, φ) ⊆ ℰ (s + t, φ)  
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uاگر  ∈ ℰ (t, φ)  ياu ∈ ℰ (s, φ)  آنگاهt: φ ∈ u   وs: φ ∈ u  :از طرفي طبق اصول داريـم  s: φ → (s + t)φ   و چـونu      مـك قاعـده وضـع مقـدم     مجموعـه ماكزيمـال اسـت، پـس بـه ك
s)گيريم  مي  نتيجه + t)φ ∈ u دهد كه نتيجه مي u ∈ ℰ (s + t, φ).  u ∈  ℰ(c{ , }, [α]φ)  

αبراي تمام  ∈ Atom  وφ   .اگـر  اي كه يك اصل اسـتu ∉ ℰ c{ , }, [α]φ    نباشـد، يعنـي u ⊬ c{ , }: [α]φ   را كه چـونφ        اصـل اسـت، بـا ماكزيمـال پـر بـودنu  اسـت و   در تنـاقض
u  داريم:  لذا ∈  ℰ(c{ , }, [α]φ.  

  ها:ويژگي
  باشد، آنگاه:  JPDLCSهاي منطق  از فرمول ماكزيمال سازگار يك مجموعه Nاگر 

i.  براي هر فرمولφ :φ ∈ N  يا¬φ ∈ N. 

ii.  براي هر فرمولφ  وψ :φ ∧ ψ ∈ N  اگر و تنها اگرφ ∈ N  وψ ∈ N. 

iii.  براي هر فرمولφ  وψ :φ ∨ ψ ∈ N  اگر و تنها اگرφ ∈ N  ياψ ∈ N. 

iv.  براي هر فرمولφ  وψ :φ ⊃ ψ ∈ N  اگر و تنها اگرφ ∉ N  ياψ ∈ N. 

v. Nعده وضع مقدم بسته است: اگر ، تحت قاφ, (φ → ψ) ∈ N  آنگاه ،ψ ∈ N . 

 4.4لم 
  داريم: در مدل كانوني 

i. m (φ → ψ)  = (N − m (φ)) ∪ m (ψ) 
ii. m ([α]φ) = N − (m (α) ∘ (N − m (φ)) 

iii. m (α; β)  = m (α) ∘ m (β) 
iv. m (α ∪ β)  = m (α) ∪ m (β) 
v. m (φ? )  = {(u, u)|u ∈ m (φ)} 

vi. m (t: φ)  = ℰ (t, φ) ∩ {u|(∀v), (u, v) ∈ R  ⟹  v ∈ m (φ)} 
 )Harel, D., Kozen, D., Tiuryn, Jerzy, 2000(توان در كتـاب   را مي i – vبرهان. اثبات بندهاي 
  شود. اثبات مي viيافت. در اينجا فقط بند 

uاگر  ∈ m (t: φ)  آنگاه طبق تعريفt: φ ∈ u وجه به تعريف و با تℰ،u ∈ ℰ (t, φ)  حـال .
uRاي را در نظر بگيريم كه vاگر  v  طبق تعريـف ،R  چـون ،t: φ ∈ u  پـس φ ∈ v    كـه همـان v ∈ m (φ)  .اگراست  u ∈ ℰ (t, φ) ∩ {u|(∀v), (u, v) ∈ R  ⟹ v ∈ m (φ)} = {u ∈ N|t: φ ∈ u}  
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ℰ ،uطبق تعريف  ∈ {Γ|t: φ ∈ Γ} پس .t: φ ∈ u  :و طبق تعريفu ∈ m (t: φ).  
 تماميت. 5.4قضيه 

  .است  پذير اثبات JPDLCSدر  F باشد آنگاه معتبر JPDLCSدر  Fفرمول اگر 
سازگار اسـت. و   {F¬}اثبات پذير است. پس مجموعه   JPDLCSدر  كنيم  اثبات. فرض مي

Γاست. طبق تعريف داريم:  Γدر  F است. چون Γطبق قضيه ليندبائم اين مجموعه قابل گسترش به يك مجموعه سازگار ماكزيمال  ∈ m (¬F)    كه طبق تعريف ما از اعتبار به اين معنـي اسـت
اميـت  در اين منطق معتبر است و اين با فرض مـا در تنـاقض اسـت. پـس تم     Γ ،¬Fكه تحت 

 شود. مي  اثبات

 

 گيري بحث و نتيجه. 5
منطـق  بخشـي از  ها و  ق اثباتارائه كرديم كه تركيبي از منط JPDLCSدر اين مقاله منطقي به نام 

اي است. پس از معرفي يك دستگاه اصل موضوعي و يـك معناشناسـي براسـاس     پوياي گزاره
هـاي كـانوني   اسـتفاده از مـدل  ، قضيه تماميـت را بـا    JPDLCSفيتينگ براي  - هاي كريپكي مدل
عـدي  در گـام ب سازي را براي اين منطـق ثابـت كـرديم.    همچنين خاصيت درونيكرديم.   اثبات
نقـش مهمـي    PDLرا توسـط عملگـر تكـرار كـه در منطـق       JPDLCSداريم زبـان منطـق     قصد
كند گسترش دهيم و قضيه تماميت را براي آن منطق ثابت كنيم. همچنين قصـد داريـم    مي  بازي

تعريف كـرده و بـه    JPDLCSعملگرهاي منطق تكليف از جمله بايد، مجاز و ممنوع را در منطق 
  منطق تكليف در آن بپردازيم.هاي  بررسي پارادوكس

  
  و قدردانيتشكر 

 در ديبنيا ينشهادا ههشگاوپژ تياضيار ههشكدوپژ مالي حمايت تحت را مقاله ينا ريقا ادمقد
  )1402030313 :هشيوپژ حطر كد( ستا داده منجاا نصفهاا شعبه
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